
Çàäà÷è ñòóäåí÷åñêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îëèìïèàä
Èðêóòñêèé íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò (ÈðÍÈÒÓ)

ñ 2008 ãîäà
(â îáðàòíîì õðîíîëîãè÷åñêîì ïîðÿäêå)

Ìàé 2017

I êóðñ

Çàäà÷à 1. Ïóñòü êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A òàêàÿ, ÷òî A + AT =
(

4 3
3 −4

)
è A2 = 0. Íàéòè

ìàòðèöó A.

Çàäà÷à 2. Èññëåäîâàòü íà íåïðåðûâíîñòü è ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè

f(x) = lim
n→∞

x2n cos 2πx + x2

x2n + 1
.

Çàäà÷à 3. Ïðÿìîóãîëüíûé4ABC ñ êàòåòàìè a > b è ñ âåðøèíîé C ïðÿìîãî óãëà, íàïðàâëåííîãî

â ïðîòèâîïîëîæíóþ îò íà÷àëà êîîðäèíàò ñòîðîíó, ñêîëüçèò âåðøèíàìè A è B ïî îñÿì

êîîðäèíàò â ïåðâîé ÷åòâåðòè. Íàéòè ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî âåðøèí ïðÿìîãî óãëà.

Çàäà÷à 4. Íàéòè lim
x→±∞

(
cos(ex − e−x)− cos(ex + e−x)

)
.

Çàäà÷à 5. Âû÷èñëèòü

π∫
0

sin2016 x cos 2018x dx.

Çàäà÷à 6. Â øàõìàòíîì òóðíèðå ó÷àñòâîâàëî 8 ÷åëîâåê, è âñå îíè íàáðàëè ðàçíîå ÷èñëî

î÷êîâ.Øàõìàòèñò, çàíÿâøèé âòîðîå ìåñòî, íàáðàë ñòîëüêî æå î÷êîâ, ñêîëüêî ÷åòûðå ïîñëåäíèõ

âìåñòå. Êàê ñûãðàëè ìåæäó ñîáîé øàõìàòèñòû, çàíÿâøèå òðåòüå è ñåäüìîå ìåñòà? Ïîáåäà

ïðèíîñèò 1 î÷êî, íè÷üÿ � ïî 1/2 î÷êà.

II êóðñ

Çàäà÷à 1. Èçâåñòíî ÷àñòíîå ðåøåíèå y1 = e−x+x+2 yðàâíåíèÿ y′′+py′+qy = 4x+8+5e−x

(p, q ∈ R). Íàéòè äðóãîå ÷àñòíîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ, èìåþùåå ýêñòðåìóì ïðè x = 0,
ðàâíûé 1. ×òî ýòî áóäåò: ìàêñèìóì èëè ìèíèìóì?

Çàäà÷à 2. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè è ñóììó ðÿäà S(x), åñëè îáùèé ÷ëåí ðÿäà

un(x) =
(−1)n−1(2n + 1)xn+1

n(n + 1)
.

Çàäà÷à 3. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü ôèãóðû, çàäàííîé íåðàâåíñòâîì

|z + 1|+ |z − i| < 2, ãäå z = x + iy.
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Çàäà÷à 4. Óõîäÿ èç êâàðòèðû, N ãîñòåé, èìåþùèå îäèíàêîâûå ðàçìåðû îáóâè, íàäåâàþò

êàëîøè â òåìíîòå. Êàæäûé èç íèõ ìîæåò îòëè÷èòü ïðàâóþ êàëîøó îò ëåâîé, íî íå ìîæåò

îòëè÷èòü ñâîþ îò ÷óæîé. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êàæäûé ãîñòü íàäåíåò ñâîè êàëîøè.

Çàäà÷è 5, 6 òàêèå æå, êàê ó I êóðñà.

III�V êóðñ

Çàäà÷à 1. Èç òî÷êè M(1, 1) ïðîâåäåíû êàñàòåëüíûå ê äâóì âåòâÿì ãèïåðáîëû y = k/x
(k < 0), êàñàþùèåñÿ ýòèõ âåòâåé â òî÷êàõ A è B. Èçâåñòíî, ÷òî 4MAB ðàâíîñòîðîííèé.

Íàéòè çíà÷åíèå ïàðàìåòðà k.

Çàäà÷è 2�6 òàêèå æå, êàê ó II êóðñà.
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Ìàé 2016

I êóðñ

Çàäà÷à 1. Ïàðàáîëà ñ âåðøèíîé íà îñèOy ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êèA(1, 0) èB(4, 3). Ñîñòàâèòü
óðàâíåíèå ïàðàáîëû, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îíî íå ñîäåðæèò xy.

Çàäà÷à 2. Äàíà ñèñòåìà óðàâíåíèé ñ íåèçâåñòíûìè x1, . . . , xn:
ax2

1 + bx1 + c = x2

ax2
2 + bx2 + c = x3

. . . . . . . . . . . . . . .
ax2

n−1 + bxn−1 + c = xn

ax2
n + bxn + c = x1,

ãäå a, b, c ∈ R, a 6= 0. Äîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà
à) íå èìååò âåùåñòâåííûõ ðåøåíèé, åñëè (b− 1)2 − 4ac < 0,
á) èìååò 1 âåùåñòâåííîå ðåøåíèå, åñëè (b− 1)2 − 4ac = 0,
â) èìååò > 1 âåùåñòâåííûõ ðåøåíèé, åñëè (b− 1)2 − 4ac > 0.

Çàäà÷à 3. Ôóíêöèÿ y = ax3+bx2+cx+d èìååò äâà ýêñòðåìóìà. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
îáå ýêñòðåìàëüíûå òî÷êè, ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Íàéòè çàâèñèìîñòü ìåæäó a,
b, c, d.

Çàäà÷à 4. Âû÷èñëèòü

π∫
0

x sinx

1 + cos2 x
dx.

Çàäà÷à 5. Äàí 4ABC ïëîùàäè 1. Ïåðâûé èãðîê âûáèðàåò òî÷êó X íà ñòîðîíå AB,

âòîðîé � Y íà ñòîðîíå BC, çàòåì ïåðâûé � Z íà ñòîðîíå AC. Öåëü ïåðâîãî � ïîëó÷èòü

4XY Z íàèáîëüøåé ïëîùàäè, âòîðîãî � íàèìåíüøåé. Êàêóþ íàèáîëüøóþ ïëîùàäü ìîæåò

îáåñïå÷èòü ïåðâûé?

Çàäà÷à 6. Ó÷àñòíèêó èíòåðíåò-îëèìïèàäû ïðèñëàëè çàäàíèå èç 20 çàäà÷. Çà êàæäóþ âåðíî

ðåø�åííóþ çàäà÷ó 8 áàëëîâ, çà êàæäóþ íåâåðíî ðåø�åííóþ ìèíóñ 5 áàëëîâ, çà êîòîðóþ íå

áðàëñÿ 0 áàëëîâ. Ó÷àñòíèê çàðàáîòàë 13 áàëëîâ. Ñêîëüêî çàäà÷ îí áðàëñÿ ðåøàòü è ñêîëüêî
ðåøèë ïðàâèëüíî?

II êóðñ

Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ y = ex2

x∫
0

e−t2dt ìîíîòîííî âîçðàñòàåò. Ðåøåíèåì êàêîãî

äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ êàêèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè îíà ÿâëÿåòñÿ?

Çàäà÷à 2. Â óðíå 4 øàðà, ñðåäè êîòîðûõ îäèí áåëûé, îñòàëüíûå ìîãóò áûòü áåëûìè è

÷�åðíûìè1. Íàóãàä âûòàùèëè äâà øàðà, êîòîðûå îêàçàëèñü áåëûìè. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü,

÷òî ñëåäóþùèé âûòàùåííûé øàð òîæå áóäåò áåëûì?

1àïðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü øàðà áûòü áåëûì ñ÷èòàåòñÿ ïî óìîë÷àíèþ 1/2.
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Çàäà÷à 3. Îïðåäåëèòü õàðàêòåð ñõîäèìîñòè è ñóììó ðÿäà

∞∑
n=1

(−1)n

3n(2n + 1)
.

Çàäà÷à 4. Âû÷èñëèòü

2π∫
0

dϕ

a + sinϕ
, a ∈ R.

Çàäà÷à 5. Òàêàÿ æå, êàê ó I êóðñà.

Çàäà÷à 6. Òàêàÿ æå, êàê ó I êóðñà.

III�V êóðñ

Çàäà÷à 1. Íàéòè lim
n→∞

∆n, ãäå

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
cos(a/n

√
n) 0 0 . . . 0

1 cos(2a/n
√

n) 0 . . . 0
1 2 cos(3a/n

√
n) . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .
1 2 3 . . . cos(na/n

√
n)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Çàäà÷à 2. Òàêàÿ æå, êàê ó II êóðñà.

Çàäà÷à 3. Òàêàÿ æå, êàê ó II êóðñà.

Çàäà÷à 4. Òàêàÿ æå, êàê ó II êóðñà.

Çàäà÷à 5. Òàêàÿ æå, êàê ó I êóðñà.

Çàäà÷à 6. Òàêàÿ æå, êàê ó I êóðñà.
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Ìàé 2015

I êóðñ

Çàäà÷à 1. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé

2x1 + 2x2 + 3x3 + . . . + nxn = 0
2x1 + 5x2 + 6x3 + . . . + 2nxn = 0
. . . . . . . . . . . .
kx1 + 2kx2 + . . . + (k2 + 1)xk + . . . + nkxn = 0
. . . . . . . . . . . .
nx1 + 2nx2 + 3nx3 + . . . + (n2 + 1)xn = 0

Çàäà÷à 2. Íàéòè lim
x→0

1−cos x
√

1 + sin x + sin2 x + . . ..

Çàäà÷à 3. Ïîñòðîèòü ãðàôèê F (x), åñëè

f(x) =


−1 ïðè x < 0,

1 ïðè 0 ≤ x < 1,
2 ïðè x ≥ 1,

F (x) =

x∫
−2

f(y)dy.

Çàäà÷à 4. Íàéòè ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê íà ðîâíîé ìåñòíîñòè, èç êîòîðûõ âûñòðåë è

óäàð ïóëè â îêíî áóäóò ñëûøíû îäíîâðåìåííî.

Çàäà÷à 5. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ α, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

cos α, cos 2α, cos 4α, cos 8α, . . . , cos 2nα, . . .

ñîñòîèò òîëüêî èç îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë.

Çàäà÷à 6. Â òåííèñíîì òóðíèðå ó÷àñòâîâàëè næåíùèí è 2n ìóæ÷èí. Êàæäûå äâà ó÷àñòíèêà

âñòðåòèëèñü îäèí ðàç. Íè÷üèõ íå áûëî. Îòíîøåíèå ÷èñëà ïîáåä æåíùèí ê ÷èñëó ïîáåä

ìóæ÷èí ðàâíî 7 : 5. Íàéòè n.

II êóðñ

Çàäà÷à 1. Âû÷èñëèòü ñóììó ðÿäà

∞∑
n=0

(−1)n 2n + 1
4n

.

Çàäà÷à 2. Â óðàâíåíèè ax = b ïàðàìåòðû a, b âûáèðàþòñÿ íàóäà÷ó èç îòðåçêîâ [1,m],
[1, n]. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êîðåíü äàííîãî óðàâíåíèÿ áîëüøå 1, åñëè a, b, m, n
íàòóðàëüíûå?

Çàäà÷à 3. Âû÷èñëèòü âû÷åò ôóíêöèè f(z) =
z2 sin2(1/z)
z2 − 3z + 2

â òî÷êå z = 0. Îòâåò ïðåäñòàâèòü
â êîíå÷íîì âèäå.

Çàäà÷à 4. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∫ ∞

0

x lnx

(1 + x2)2
dx.
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Çàäà÷è 5 è 6 òàêèå æå, êàê ó I êóðñà.

III�V êóðñ

Çàäà÷à 1. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè è ñóììó ðÿäà S(x) =
∞∑

n=0

2 sin2(17n/2x)
n!

Çàäà÷è 2 è 3 òàêèå æå, êàê ó II êóðñà.

Çàäà÷è 4, 5 è 6 òàêèå æå, êàê ó I êóðñà.
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Ìàé 2014

I êóðñ

Çàäà÷à 1. Íàéòè âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé

x− y

x + y
=

y + z

y − z
=

x + z

x− z

Çàäà÷à 2. Äàí ýëëèïñ x2 + y2 + xy = 3. Ïðîâåñòè íà ïëîñêîñòè ïðÿìóþ òàê, ÷òîáû ñóììà

êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé îò âåðøèí ýëëèïñà äî íå�å áûëà ìèíèìàëüíîé.

Çàäà÷à 3. Âû÷èñëèòü

∫ 1

0
lnn x dx.

Çàäà÷à 4. Ñ îòâåñíîé ñêàëû âûñîòîé 300 ì îäíà çà äðóãîé óïàëè äâå êàïëè. Âòîðàÿ íà÷àëà

ïàäàòü, êîãäà ïåðâàÿ óñïåëà ïðîëåòåòü 0,001 ìì. Íà êàêîì ðàññòîÿíèè îäíà îò äðóãîé áóäóò

êàïëè, êîãäà ïåðâàÿ äîñòèãíåò ïîäíîæèÿ ñêàëû? Ñîïðîòèâëåíèåì âîçäóõà ïðåíåáðå÷ü.

Çàäà÷à 5. Äîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå y(x) çàäà÷è Êîøè

y′ =
0,5 +

√
xy

1 + x + y
+

sin2(xy + 1)
2

, y(0) = 0

ïðè x > 0 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó 0 6 y(x) < x.

Çàäà÷à 6. Äÿäüêà ×åðíîìîð êàæäûé âå÷åð èç 33 áîãàòûðåé íàçíà÷àåò íà äåæóðñòâî 9

èëè 10 ïî ñâîåìó óñìîòðåíèþ. ×åðåç êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî äíåé ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî

êàæäûé áîãàòûðü âûõîäèë íà äåæóðñòâî îäèíàêîâîå ÷èñëî ðàç?

II êóðñ

Çàäà÷à 1. 6 íèòî÷åê äåâóøêà çàæèìàåò â ðóêå òàê, ÷òîáû êîíöû òîð÷àëè êâåðõó è êíèçó;

ïîäðóãà ñâÿçûâàåò êîíöû ñâåðõó ïîïàðíî è ñíèçó ïîïàðíî. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

ñâÿçàííûå íèòè îáðàçóþò êîëüöî.

Çàäà÷à 2. Êàêîé èíòåãðàë áîëüøå:

∫ 1

0
xxdx èëè

∫ 1

0

∫ 1

0
(xy)xydxdy ?

Çàäà÷à 3. Âû÷èñëèòü ñóììó ðÿäà S(x) =
∞∑

n=1

1
2n

tg
x

2n

Çàäà÷à 4. Íàéòè ïëîùàäü îáëàñòè íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, çàäàííîé íåðàâåíñòâîì |z +
1|+ |z − i| < 2.

Çàäà÷à 5. Ñì. çàäà÷ó 1-2.

Çàäà÷à 6. Ñì. çàäà÷ó 1-6.
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III�V êóðñ

Çàäà÷à 1. Íàéòè y(x) èç óðàâíåíèÿ x

∫ x

0
y dx = (x + 1)

∫ x

0
xy dx.

Çàäà÷à 2. Ñì. çàäà÷ó 2-3.

Çàäà÷à 3. Ñì. çàäà÷ó 2-1.

Çàäà÷à 4. Ñì. çàäà÷ó 2-4.

Çàäà÷à 5. Ñì. çàäà÷ó 1-2.

Çàäà÷à 6. Ñì. çàäà÷ó 1-6.
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Ìàé 2013

I êóðñ

Çàäà÷à 1. Ïðè êàêèõ n ñîâìåñòíà ñèñòåìà


x2 + x3 + . . . + xn = 1

−x1 + x3 + . . . + xn = 1
−x1 − x2 + x4 + . . . + xn = 1

. . . . . . . . . . . . . . .
−x1 − x2 − x3 − . . .− xn−1 = 1

Çàäà÷à 2. Ïóñòü ìàòðèöû A è B òàêîâû, ÷òî ìàòðèöà E−AB èìååò îáðàòíóþ. Äîêàçàòü,

÷òî ìàòðèöà E −BA òàêæå îáðàòèìà.

Çàäà÷à 3. Íà îòðåçêå [0, a] çàäàíà ôóíêöèÿ y = f(x), íåïðåðûâíàÿ è äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìàÿ,

ïðè÷�åì f ′(x) > 0, f ′′(x) < 0 íà [0, a]. Ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ l = {y = f(xo)}, 0 ≤ xo ≤ a; ïóñòü
S1 è S2 � ïëîùàäè, îãðàíè÷åííûå l, ãðàôèêîì è ïðÿìûìè x = 0, x = a. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè

xo ñóììà ïëîùàäåé S1 + S2 ìèíèìàëüíà è ìàêñèìàëüíà?

Çàäà÷à 4. Âû÷èñëèòü lim
x→∞

(
1
3π

∫ 2π

π

x dx

arctg nx

)n

.

Çàäà÷à 5. Òðåóãîëüíûé ëîñêóò ñúåçæàåò ñî ñòîëà ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè òàê, ÷òî

ñòîðîíà AB ïàðàëëåëüíà êðàþ ñòîëà. Îïðåäåëèòü ñêîðîñòü ëîñêóòà â ìîìåíò, êîãäà AB
îêàæåòñÿ íà êðàþ ñòîëà. Â íà÷àëå äâèæåíèÿ ëîñêóò áûë íåïîäâèæåí è ñâåøèâàëñÿ íà

ïîëîâèíó âûñîòû. Ðàçìeðû ëîñêóòà çàäàíû, AD = BD, òðåíèÿ íåò, ñòîë âûñîêèé.

Çàäà÷à 6. Ïî òð�åì ïðÿìûì äîðîãàì ñ ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè èäóò òðè ïåøåõîäà. Â

íà÷àëüíûé ìîìåíò îíè íå íàõîäèëèñü íà îäíîé ïðÿìîé. Êàêîå ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ðàç îíè

ìîãóò îêàçàòüñÿ íà îäíîé ïðÿìîé?

II êóðñ
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Çàäà÷à 1. Â óðíå íàõîäÿòñÿ n áåëûõ è m ÷�åðíûõ øàðîâ, ðÿäîì ñ óðíîé � ÿùèê ñ áîëüøèì

çàïàñîì øàðîâ. Èç óðíû íàóãàä óáèðàþò äâà øàðà, è åñëè îíè îêàçàëèñü îäíîöâåòíûìè,

òî èç ÿùèêà â óðíó äîáàâëÿþò ÷�åðíûé øàð, à åñëè îêàçàëèñü ðàçíîöâåòíûìè, òî â óðíó

âîçâðàùàþò áåëûé øàð. Òàêóþ îïåðàöèþ ïîâòîðÿþò, ïîêà â óðíå íå îñòàíåòñÿ îäèí øàð.

Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ îí áóäåò áåëûì?

Çàäà÷à 2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ m > 0 ðÿä

∞∑
n=1

(
3
√

n + 2− 3
√

n
)m

ñõîäèòñÿ?

Çàäà÷à 3. Íàéäèòå âñå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè f(x), x ∈ R, åñëè∫∫
D

x f
( ay√

x2 + a2

)
dxdy =

a2(f(a) + sin a− 1)
3

∀ a ≥ 0,

ãäå D = {x2 + y2 ≤ a2, |y| ≤ x/
√

3, x ≥ 0}.

Çàäà÷à 4. Íàéòè max |azn + bzk|, ãäå k è n � íàòóðàëüíûå, a è b � êîìïëåêñíûå ÷èñëà, à

ìàêñèìóì áåð�åòñÿ ïî êðóãó {|z| ≤ 1}.

Çàäà÷à 5. Ñì. çàäà÷ó 1-5.

Çàäà÷à 6. Ñì. çàäà÷ó 1-6.

III�V êóðñ

Çàäà÷à 1. Ïóñòü p � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Âû÷èñëèòü lim
x→1−0

(1− x)p+1
∞∑

n=1

npxn.

Çàäà÷à 2. Ñì. çàäà÷ó 1-3.

Çàäà÷à 3. Ñì. çàäà÷ó 2-4.

Çàäà÷à 4. Ñì. çàäà÷ó 2-1.

Çàäà÷à 5. Ñì. çàäà÷ó 1-5.

Çàäà÷à 6. Ñì. çàäà÷ó 1-6.
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Ìàé 2012

I êóðñ

Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáûõ âåêòîðàõ ~a,~b óðàâíåíèå ~x = ~a×~x+~b èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå. Íàéòè ýòî ðåøåíèå è çàïèñàòü â âåêòîðíîé ôîðìå.

Çàäà÷à 2. Ðåøèòü óðàâíåíèå X2012 = X2, ãäå X =
(

0 x
y 0

)
, x, y ∈ R, x2 + y2 > 0.

Çàäà÷à 3. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ 0 < ϕ < π/2 âûïîëíÿåòñÿ 2 <
1
√

ϕ

ϕ∫
0

dx√
sinx

<
√

2π.

Çàäà÷à 4. Âû÷èñëèòü
∂r

∂y

∂y

∂r
+

∂θ

∂y

∂y

∂θ
, ãäå x = r cos θ, y = r sin θ.

Çàäà÷à 5. Øàð ïåðåìåííîãî ðàäèóñà êàñàåòñÿ äâóõ äàííûõ ïåðïåíäèêóëÿðíûõ

íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ. Íàéòè ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî öåíòðîâ øàðîâ.

Çàäà÷à 6. Íåñêîëüêî ÷åëîâåê ñèäÿò ïî êðóãó òàê, ÷òî ó êàæäîãî èç íèõ ïî 1 ñîñåäó ñïðàâà
è ñëåâà. Êàæäûé èç ñèäÿùèõ èìååò íåñêîëüêî ðóáëåé. Ó 1-ãî íà 1 =P áîëüøå, ÷åì ó 2-ãî,
ó 2-ãî íà 1 =P áîëüøå, ÷åì ó 3-ãî, è ò.ä. Ïåðâûé îòäà�åò 1 =P 2-ìó, 2-îé � 2 =P 3-ìó, è ò.ä.,

êàæäûé îòäà�åò íà 1 =P áîëüøå, ÷åì ïîëó÷èë, ïîêà ýòî âîçìîæíî. Â ðåçóëüòàòå ó îäíîãî èç

èãðàþùèõ îêàçûâàåòñÿ â 4 ðàçà áîëüøå ìîíåò, ÷åì ó åãî ñîñåäà. Ñêîëüêî áûëî èãðîêîâ è

ñêîëüêî äåíåã áûëî ñíà÷àëà ó ñàìîãî áåäíîãî?

II êóðñ

Çàäà÷à 1. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà x ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà (0; 1). Êàêîâà âåðîÿòíîñòü,
÷òî èç îòðåçêîâ, èìåþùèõ äëèíû x, 1−x, 1/2 ìîæíî ñîñòàâèòü îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê?

Çàäà÷à 2. Íàéòè ñóììó ðÿäà S =
∞∑

n=1

1
n(n + 1)2n

Çàäà÷à 3. Íàéòè âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

∞∑
n=1

1
n

(1− e−x)n = x.

Çàäà÷à 4. Ðåøèòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (3y′ − y′′) sin y + (2− (y′)2) cos y = 0.

Çàäà÷è 5 è 6 � òå æå, ÷òî äëÿ 1 êóðñà.

III�V êóðñ

Çàäà÷à 1 � òà æå, ÷òî äëÿ 2 êóðñà. Çàäà÷è 2 è 3 � òå æå, ÷òî äëÿ 1 êóðñà.

Çàäà÷à 4. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∮
|z|=r

zne2/zdz, n ∈ Z.

Çàäà÷è 5 è 6 � òå æå, ÷òî äëÿ 1 êóðñà.
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Àïðåëü 2011

I êóðñ

Çàäà÷à 1. Êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû èç n óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè (n ≥ 2)
a11x1 + . . . + a1nxn = b1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1x1 + . . . + annxn = bn

îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ: a11, a12, . . . , a1n, b1, a21, . . . , a2n, b2, . . . , ann, bn. Ïðè

êàêèõ óñëîâèÿõ ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå? Íàéäèòå åãî.

Çàäà÷à 2. Íàéòè âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (ix + 1)100 = (x + i)100, ãäå i =
√
−1.

Çàäà÷à 3. Âû÷èñëèòå ïðåäåë lim
n→∞

n∑
k=0

k2 + 3k + 1
(k + 2)!

Çàäà÷à 4. Íàéòè òðåóãîëüíèê ñ íàèáîëüøåé ïëîùàäüþ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå

äëèí åãî ñòîðîí ðàâíî 1.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü r ∈ N. Âû÷èñëèòå èíòåãðàë
π/2∫
0

sin(2r + 1)ϕ
sinϕ

dϕ

Çàäà÷à 6. Êóá ñî ñòîðîíîé a âðàùàåòñÿ âîêðóã ñâîåé äèàãîíàëè. Âû÷èñëèòü îáú�åì òåëà,

ïîëó÷àþùåãîñÿ ïðè ýòîì.

II êóðñ

Çàäà÷à 1. Îöåíèòü èíòåãðàë

∫∫
D

(x2 − y2)dxdy, ãäå D � îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ îêðóæ-

íîñòüþ x2 + y2 = 2x.

Çàäà÷à 2. Âäîëü ïðÿìîãî øîññå, íà ðàññòîÿíèè 500 ì äðóã îò äðóãà ñòîÿò 2 äîìà, â êàæäîì

èç íèõ ìîæíî ïîñåëèòü äî 20 ÷åë. Êàê ñëåäóåò ðàññåëèòü 30 ÷åë. è ãäå âûáðàòü íà øîññå

ìåñòî äëÿ îñòàíîâêè àâòîáóñà, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü ñóììàðíóþ õîäüáó æèëüöîâ äî íå�å ?

Çàäà÷à 3. Cëó÷àéíî âûáðàíû òðè ÷èñëà a ≥ b ≥ c ≥ 0. Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ2 óðàâíåíèå

ax2 + bx + c = 0 èìååò äåéñòâèòåëüíûå êîðíè?

Çàäà÷à 4. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∮
L

z

z4 + 1
dz, ãäå êîíòóð L : 4x2 + y2 + 8x + 4y = 0.

Çàäà÷à 5. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà (x ∈ R)
∞∑

n=2

ln
(
1 +

(−1)n

nx

)
2Çàäà÷à íåêîððåêòíà, èáî â íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè a ≥ b ≥ c ≥ 0 íå ñóùåñòâóåò ðàâíîìåðíîå

ðàñïðåäåëåíèå.
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Çàäà÷à 6. Êóá ñî ñòîðîíîé a âðàùàåòñÿ âîêðóã ñâîåé äèàãîíàëè. Âû÷èñëèòü îáú�åì òåëà,

ïîëó÷àþùåãîñÿ ïðè ýòîì.

III�V êóðñ

Çàäà÷à 1. Îöåíèòü èíòåãðàë

∫∫
D

(x2 − y2)dxdy, ãäå D � îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ îêðóæ-

íîñòüþ x2 + y2 = 2x.

Çàäà÷à 2. Êóá ñî ñòîðîíîé a âðàùàåòñÿ âîêðóã ñâîåé äèàãîíàëè. Âû÷èñëèòü îáú�åì òåëà,

ïîëó÷àþùåãîñÿ ïðè ýòîì.

Çàäà÷à 3. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà (x ∈ R)
∞∑

n=2

ln
(
1 +

(−1)n

nx

)
Çàäà÷à 4. Cëó÷àéíî âûáðàíû òðè ÷èñëà a ≥ b ≥ c ≥ 0. Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ2 óðàâíåíèå

ax2 + bx + c = 0 èìååò äåéñòâèòåëüíûå êîðíè?

Çàäà÷à 5. Øàðîîáðàçíàÿ êàïëÿ ïàäàåò áåç òðåíèÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè â àòìîñôåðå,

íàñûùåííîé ïàðîì. Â íà÷àëå äâèæåíèÿ ðàäèóñ c, ñêîðîñòü V0. Âñëåäñòâèè êîíäåíñàöèè

ìàññà êàïëè ðàñò�åò ñî ñêîðîñòüþ α·Sïîâåðõ (ñëåäîâàòåëüíî, dr/dt = const). Íàéòè çàâèñèìîñòü
ñêîðîñòè êàïëè V îò ðàäèóñà r.

Çàäà÷à 6. Âäîëü ïðÿìîãî øîññå, íà ðàññòîÿíèè 500 ì äðóã îò äðóãà ñòîÿò 2 äîìà, â êàæäîì

èç íèõ ìîæíî ïîñåëèòü äî 20 ÷åë. Êàê ñëåäóåò ðàññåëèòü 30 ÷åë. è ãäå âûáðàòü íà øîññå

ìåñòî äëÿ îñòàíîâêè àâòîáóñà, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü ñóììàðíóþ õîäüáó æèëüöîâ äî íå�å ?

13



Àïðåëü 2010

I êóðñ

Çàäà÷à 1. Êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû n óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè
a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = 0

. . . . . . . . . . . .
an1x1 + an2x2 + . . . + annxn = 0

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì: à) a11, a22, . . ., ann > 0; á) îñòàëüíûå aij < 0,
â) â êàæäîì óðàâíåíèè ñóììà êîýôôèöèåíòîâ ïîëîæèòåëüíà.

Äîêàçàòü, ÷òî (0, 0, . . . , 0) � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû.

Çàäà÷à 2. Ïåðâûé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a1 = 32010; ∀ n ≥ 1 an+1 ðàâåí ñóììå öèôð

÷èñëà an. Íàéäèòå a10.

Çàäà÷à 3. ×èñëà x1, x2, . . . , xn ïðèíàäëåæàò îòðåçêó [a; b], 0 < a < b. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî

(x1 + . . . + xn)
( 1

x1
+ . . . +

1
xn

)
≤ (a + b)2

4ab
n2.

Çàäà÷à 4. Âû÷èñëèòü

π/2∫
−π/2

sin sinx− x sinx + x2 sin 2x− cos x

x2 + cos2 x
dx.

Çàäà÷à 5. Íà ïîâåðõíîñòè x2 + y2 − z2 = 0 çàäàíû òî÷êè M1(2; 0; 2) è M2(0; 7; 7). Íàéòè
íàèìåíüøåå ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ïî äàííîé ïîâåðõíîñòè.

Çàäà÷à 6. Íàéòè ïðåäåë lim
n→∞

1
n4

2n∏
k=1

(
n2 + k2

)1/n
.

Çàäà÷à 7. Ðåøèòü óðàâíåíèå x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x + 1 = 0.

II êóðñ

Çàäà÷à 1. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∫ ∞

0

e−x2

(x2 + 1/2)2
dx.

Çàäà÷à 2. Ïîëó÷èòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïàðàáîë, ïåðåñåêàþùèõ îñü àáñöèññ

òîëüêî îäíàæäû.

Çàäà÷à 3. Îïðåäåëèòå õàðàêòåð ñõîäèìîñòè è íàéäèòå ñóììó

∞∑
k=1

(−1)k+1 ln
(
1 +

1
k

)
.

Çàäà÷à 4. Âíóòðè îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé íåïðåðûâíîé âûïóêëîé çàìêíóòîé êðèâîé, âçÿòà

òî÷êà O è ÷åðåç íå�å ïðîâåäåíû õîðäû. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè õîðäà îòñåêàåò ñåãìåíò min èëè

max ïëîùàäè, òî O ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé õîðäû. Ñïðàâåäëèâî ëè îáðàòíîå óòâåðæäåíèå ?

Êàêèå ðåçóëüòàòû âûòåêàþò èç äàííîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ îêðóæíîñòè ?
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Çàäà÷à 5. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [0; 1]. Äîêàæèòå, ÷òî

( 1∫
0

f(x)dx

)2

= 2

1∫
0

dx

x∫
0

f(x)f(y)dy.

Çàäà÷à 6. Äîêàçàòü òîæäåñòâî

cosn π

n
− cosn 2π

n
+ . . . + (−1)n cosn (n− 1)π

n
= 1− n

2n−1
.

Çàäà÷à 7. Èìåþòñÿ äâå ìîíåòû ñî ñìåù�åííûìè öåíòðàìè: íà ïåðâîé îð�åë âûïàäàåò â 2/3
ñëó÷àÿõ, íà âòîðîé � â 1/4 ñëó÷àåâ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èãðîê, ïîäáðàñûâàÿ ïî

î÷åðåäè îáå ìîíåòû (íà÷èíàÿ ñ ïåðâîé), óâèäèò äâà ãåðáà ïîäðÿä ïðåæäå, ÷åì äâå ðåøêè

ïîäðÿä ?

III�V êóðñ

Çàäà÷à 1. Íàéòè âñå ðåøåíèÿ â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèÿ y2 + y = x4 + x3 + x2 + x.

Çàäà÷à 2. Ïðåïîäàâàòåëþ è ñòóäåíòàì íåêîòîðîé ãðóïïû çàäàþò âîïðîñû (îòâåò ½äà�

èëè ½íåò�). Âåðîÿòíîñòü ïðàâèëüíîãî îòâåòà ïðåïîäàâàòåëÿ ðàâíà α, ñòóäåíòà-ïàðíÿ β,
äåâóøêè γ. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îòâåò ñëäó÷àéíî âûáðàííîãî ñòóäåíòà ñîâïàä�åò ñ îòâåòîì
ïðåïîäàâàòåëÿ, ðàâíà 1/2. Íàéòè îòíîøåíèå ÷èñëà ïàðíåé ê ÷èñëó äåâóøåê â ãðóïïå.

Çàäà÷à 3. Ïóñòü Φ(x) � ñóììà ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè f(x) =
|x3 − 1|
x− 1

íà èíòåðâàëå (−2; 2).

Ïîñòðîéòå ãðàôèê Φ(x).

Çàäà÷à 4. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà

∞∑
n=1

1
1 + lnn x

.

Çàäà÷à 5. Òÿæ�åëûé øàð îñòîðîæíî êëàäóò â íàïîëíåííóþ âîäîé âàçó, èìåþùóþ ôîðìó

ñåãìåíòà ïàðàáîëîèäà âðàùåíèÿ. Ðàçìåðû âàçû çàäàíû. Îïðåäåëèòü ðàäèóñ øàðà, ÷òîáû

îí âûòåñíèë êàê ìîæíî áîëüøå âîäû.

Çàäà÷à 6. Ó ãðóçîâèêà ïåðåäíèå ïîêðûøêè (ïî îäíîé íà êîëåñå) ñòèðàþòñÿ ÷åðåç 15000
êì ïóòè, çàäíèå (ïî äâå íà êîëåñå) � ÷åðåç 25000 êì. Êàê íóæíî ìåíÿòü ïîêðûøêè íà

êîë�åñàõ, ÷òîáû ïðîåõàòü íà îäíèõ è òåõ æå ïîêðûøêàõ íàèáîëüøåå ðàññòîÿíèå ? Íàéäèòå

ýòî ðàññòîÿíèå.

Çàäà÷à 7. Âû÷èñëèòü I =

+∞∫
−∞

ex/11

ex + 1
dx.
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Ñåíòÿáðü 2009

I êóðñ

Çàäà÷à 1. Äàíà êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A ïîðÿäêà n. Ïóñòü P (λ) � e�e õàðàêòåðèñòè÷åñêèé

ïîëèíîì è P (0) 6= 0. Xàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì R(λ) îáðàòíîé ìàòðèöû A−1 âûðàçèòü

÷åðåç λ, P (λ) è P (0).

Çàäà÷à 2. Cîñòàâèòü óðàâíåíèå ïàðàáîëû, êàñàþùåéñÿ ýëëèïñà 4x2 + y2 = 5 â òî÷êàõ ñ

y = −1.

Çàäà÷à 3. Ðåøèòü èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå f(x) = x + 2
∫ 1

0
(xy2 + x2y)f(y)dy.

Çàäà÷à 4. Âû÷èñëèòü lim
n→∞

(
cos

a

n

)n
ïðè ëþáîì çíà÷åíèè a.

Çàäà÷à 5. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè n âåëè÷èíà
lg 2 · lg 3 · . . . · lg n

10n
ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ?

Çàäà÷à 6. Ðåøèòü óðàâíåíèå y(x) =
∫ x

0
y(t) cos(x− t)dt + sinx.

Çàäà÷à 7. Íà ïëîñêîñòè çàäàíû ãèïåðáîëà xy = a2 = const è îêðóæíîñòü x2 + y2 = R2.

Íàéòè ïðåäåë îòíîøåíèÿ ïëîùàäè ôèãóðû, ñîäåðæàùåé íà÷àëî êîîðäèíàò è îãðàíè÷åííîé

äóãàìè ãèïåðáîëû è îêðóæíîñòè, ê ïëîùàäè êðóãà ïðè R →∞.

II êóðñ

Çàäà÷à 1. Âû÷èñëèòü

∫ ∞

0

x3dx

ex − 1

Çàäà÷à 2. Âû÷èñëèòü ñóììó S =
1
2!

+
2
3!

+
3
4!

+ . . . .

Çàäà÷à 3. Ïåðâûé áëîê ðàáîòàåò áåç ñáîåâ ïåðèîä x, äàëüøå âûõîäèò èç ñòðîÿ, âòîðîé

áëîê ðàáîòàåò ïåðèîä y è âûõîäèò èç ñòðîÿ. Îáà áëîêà âõîäÿò â ïðèáîð, êîòîðûé âûõîäèò

èç ñòðîÿ, åñëè íå ðàáîòàåò õîòü îäèí áëîê. Èçâåñòíû P (x = T ), P (y = T ), P (max(x, y) = T ).
Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðèáîð ïðîðàáîòàåò T ÷àñîâ.

Çàäà÷à 4. Îòðåçîê íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè z2 = 2a
√

x2 + y2 + b, çàêëþ÷�åííûé ìåæäó

ïîâåðõíîñòüþ è ïëîñêîñòüþ xOy, ïðîåöèðóåòñÿ íà ïëîñêîñòü xOy. Äîêàçàòü, ÷òî âåëè÷èíà
ïðîåêöèè ïîñòîÿííà.

Çàäà÷à 5. Âû÷èñëèòü

∫ ∞

0

√
x dx

1 + x2
.

Çàäà÷à 6. Äàíî a ≥ 1. Ðåøèòü óðàâíåíèå z + a|z + 1|+ i = 0, åñëè z êîìïëåêñíîå.

Çàäà÷à 7. Ìàëûø ìîæåò ñúåñòü òîðò çà 10 ìèíóò, áàíêó âàðåíüÿ çà 13 ìèíóò è âûïèòü

êàñòðþëüêó ìîëîêà çà 14 ìèíóò. Êàðëñîí ìîæåò ýòî çà 6, 6 è 7 ìèíóò, ñîîòâåòñòâåííî. Çà

êàêîå íàèìåíüøåå âðåìÿ îíè ìîãóò ïîêîí÷èòü ñ çàâòðàêîì ?
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III�V êóðñ

Çàäà÷à 1. Çàäàíî óðàâíåíèå x
∂f

∂x
+ y

∂f

∂y
= 0 ïðè x > 0, y > 0. Ïîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèåì

óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ f(x, y) = g(y/x), ãäå g(t) � ïðîèçâîëüíàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ,
è ÷òî äðóãèõ ðåøåíèé íåò.

Çàäà÷à 2. Íàéòè ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà îò f(t) =


B, åñëè 0 < t ≤ τ,
2B, åñëè τ < t ≤ 2τ,
. . . . . . . . . . . . . . .
nB, åñëè (n− 1)τ < t ≤ nτ,
. . . . . . . . . . . . . . .

Çàäà÷à 3. Ðåøèòü óðàâíåíèå (1− x3)y′′ − 6x2y′ − 6xy = 0 ïðè óñëîâèè y(0) = 1, y′(0) = 0.

Çàäà÷à 4. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë∫
AO

(ex sin y − by)dx + (ex cos y − b)dy,

ãäå äóãà AO � âåðõíÿÿ ÷àñòü îêðóæíîñòè x2 + y2 = ax, A(a; 0), O(0; 0).

Çàäà÷à 5. Êàæäàÿ èç äâóõ óðí ñîäåðæèò áåëûå è ÷�åðíûå øàðû, ïðè÷�åì îáùåå ÷èñëî

øàðîâ â îáåèõ óðíàõ ðàâíî 25. Èç êàæäîé óðíû íàóãàä âûíèìàþò ïî îäíîìó øàðó. Çíàÿ,

÷òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îáà øàðà îêàæóòñÿ áåëûìè, ðàâíà 0,54, íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî,

÷òî îáà øàðà îêàæóòñÿ ÷�åðíûìè.

Çàäà÷à 6. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∮
L

xdy − ydx

x2 + y2
, ãäå L � ãðàíèöà îäíîñâÿçíîé îáëàñòè.

Çàäà÷à 7. Ïóñòü ñîáûòèÿ A1, A2, . . . , An � íåçàâèñèìûå, à âåðîÿòíîñòü êàæäîãî P (Ak) =
pk. Îöåíèòü âåðîÿòíîñòü íåïîÿâëåíèÿ íè îäíîãî èç ñîáûòèé Ak.
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Àïðåëü 2008

I êóðñ

Çàäà÷à 1. Ïóñòü (ai,aj) ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ëèíåéíî çàâèñèìûõ âåêòîðîâ

a1,a2, ...,an. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü∣∣∣∣∣∣∣∣
(a1,a1) (a1,a2) . . . (a1,an)
(a2,a1) (a2,a2) . . . (a2,an)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(an,a1) (an,a2) . . . (an,an)

∣∣∣∣∣∣∣∣
Çàäà÷à 2. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ òð�åõ òî÷åê ïàðàáîëû ñ âåðòèêàëüíîé îñüþ ñèììåòðèè

âûïîëíÿåòñÿ: k1 = k12 + k13 − k23, ãäå k1 � óãëîâîé êîýôôèöèåíò êàñàòåëüíîé ê ïàðàáîëå

â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x1, kij � óãëîâîé êîýôôèöèåíò õîðäû, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè íà

ïàðàáîëå c àáñöèññàìè xi è xj .

Çàäà÷à 3. Ê äóãå îêðóæíîñòè ïðîâåäåíû êàñàòåëüíûå â å�å êîíöàõ è ñåðåäèíå. Ïîëó÷àåòñÿ

äâà òðåóãîëüíèêà, îäèí îáðàçîâàí õîðäîé äóãè è äâóìÿ êàñàòåëüíûìè ê å�å êîíöàì, äðóãîé

îáðàçîâàí òðåìÿ êàñàòåëüíûìè. Íàéòè ïðåäåë îòíîøåíèÿ ïëîùàäè áîëüøåãî òðåóãîëüíèêà

ê ïëîùàäè ìåíüøåãî, åñëè äëèíà äóãè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Çàäà÷à 4. Âû÷èñëèòü ïðåäåë

lim
x→+∞

xln x

(lnx)x
.

Çàäà÷à 5. Òî÷êà äâèãàåòñÿ ïî ïðÿìîé OA ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v. Âíå ýòîé ïðÿìîé

òî÷êà äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ kv. Òî÷êà B íå ëåæèò íà ïðÿìîé OA. Ïîä êàêèì óãëîì ê

ïðÿìîé OA íàäî ñâåðíóòü, ÷òîáû ïîïàñòü â òî÷êó Â, äâèãàÿñü ïî äâóì îòðåçêàì ïðÿìûõ,

çà íàèìåíüøåå âðåìÿ?

Çàäà÷à 6. Íàéòè îáú�åì òåëà, â îñíîâàíèè êîòîðîãî ëåæèò ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ñ

âûñîòîé h è ñ îñíîâàíèåì a. Ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå òåëà � ñåãìåíò ïàðàáîëû ñ õîðäîé, ðàâíîé

âûñîòå ñåãìåíòà.

Çàäà÷à 7. Â áîëüøîì áî÷îíêå 8 â�åäåð êâàñà. Òðåáóåòñÿ ðàçëèòü ýòîò êâàñ ïîïîëàì â äâå

�åìêîñòè, åñëè èìååòñÿ åù�å äâà ïóñòûõ áî÷îíêà, â îäèí âõîäèò 5 â�åäåð, â äðóãîé 3 âåäðà.

Êàê ðàçëèòü êâàñ íå áîëüøå ÷åì çà 7 ïåðåëèâàíèé?

II êóðñ

Çàäà÷à 1. Âû÷ècëèòü è ñðàâíèòü èíòåãðàëû

+∞∫
0

dx

1 + x4
è

+∞∫
0

x2 dx

1 + x4
.
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Çàäà÷à 2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè
dy

dx
= ϕ(x, y, C1) � ïåðâûé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ

d2y

dx2
= f(x, y), òî îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ ïðèìåò âèä∫

∂ϕ

∂C1
(dy − ϕdx) = C2,

ãäå C1, C2 � ïîñòîÿííûå.

Çàäà÷à 3. Âû÷ècëèòü∮
C

(
ex

x2 + y2
(x cos y + y sin y)dy +

ex

x2 + y2
(x sin y − y cos y)dx

)
,

ãäå C � çàìêíóòàÿ êðèâàÿ, îêðóæàþùàÿ íà÷àëî êîîðäèíàò è íå ïðåñåêàþùàÿ ñåáÿ.

Çàäà÷à 4. Íàéòè âñå íåïðåðûâíûå f(x), åñëè x ∈ R, è∫∫
D

xf
( ay√

x2 + y2

)
dxdy = a2(f(a) + sin a− 1)/3,

a > 0, D : x2 + y2 6 a2, | y |6 x/
√

3, x > 0.

Çàäà÷à 5. Ïîäâîäíàÿ ëîäêà àòàêóåò êîðàáëü, âûïóñêàÿ ïî íåìó ïîñëåäîâàòåëüíî è íåçàâèñèìî

îäíà îò äðóãîé n òîðïåä. Êàæäàÿ òîðïåäà ïîïàäàåò â êîðàáëü ñ âåðîÿòíîñòüþ p ñ îäèíàêîâîé
âåðîÿòíîñòüþ â êàæäûé èç k îòñåêîâ ïîäâîäíîé ÷àñòè êîðàáëÿ. Êîðàáëü èäåò êî äíó, åñëè

ïîðàæåíî íå ìåíåå äâóõ îòñåêîâ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êîðàáëü áóäåò ïóùåí êî äíó.

Çàäà÷à 6. Íàéòè ñóììó ðÿäà

∞∑
n=0

an, åñëè a0 = 1, an+1

an
= 3

4 + (−1)n 1
2

Çàäà÷à 7. Îäíàæäû äâîå ïàñòóõîâ ïðîäàëè ñòàäî âîëîâ, ïîëó÷èâ ïðè ýòîì çà êàæäîãî âîëà

ñòîëüêî ðóáëåé, ñêîëüêî â ñòàäå âîëîâ. Íà âûðó÷åííûå äåíüãè êóïèëè ñòàäî îâåö ïî 10 =P
çà îâöó è îäíîãî ÿãíåíêà. Ïðè äåëåæå ïîðîâíó îäíîìó äîñòàëàñü ëèøíÿÿ îâöà, äðóãîé æå

âçÿë ÿãíåíêà è ïîëó÷èë ñ òîâàðèùà äîïëàòó. Êàê âåëèêà äîïëàòà (îíà âûðàæàåòñÿ öåëûì

÷èñëîì ðóáëåé)?

III�V êóðñ

Çàäà÷à 1. Èìåþòñÿ äâå óðíû. Â îäíîé èç íèõ íàõîäèòñÿ øàð, î êîòîðîì èçâåñòíî, ÷òî

îí ëèáî áåëûé, ëèáî ÷åðíûé. Â äðóãîé óðíå íàõîäèòñÿ 1 áåëûé øàð è 2 ÷åðíûõ øàðà. Â

ïåðâóþ óðíó êëàäóò áåëûé øàð, ïîñëå ÷åãî åå õîðîøåíüêî âñòðÿõèâàþò è èçâëåêàþò èç

íåå îäèí øàð, êîòîðûé îêàçûâàåòñÿ áåëûì. Êàê ñëåäóåò äåéñòâîâàòü, ÷òîáû âåðîÿòíîñòü

èçâëå÷ü øàð ïîñëå ïðîäåëàííûõ îïåðàöèé áûëà íàèáîëüøåé: âûòàñêèâàòü øàð, íå çíàÿ èç

êàêîé óðíû ìû åãî èçâëåêàåì, èëè ñíà÷àëà ïåðåñûïàòü ñîäåðæèìîå îäíîé óðíû â äðóãóþ

è ëèøü çàòåì òàùèòü øàð?
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Çàäà÷à 2. Ïî èçâåñòíîìó îáùåìó ðåøåíèþ ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ y =
C1x+C2 chx+C3 sh x−α(x2+2), ãäå C1, C2, C3 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, à α � ïàðàìåòð,

âîññòàíîâèòü ñàìî óðàâíåíèå.

Çàäà÷à 3. Âû÷èñëèòü

π∫
0

dϕ

a + b cos ϕ
, åñëè a > b > 0.

Çàäà÷à 4. Íàéòè ãåîìåòðè÷åñêèé îáðàç îáëàñòè ñõîäèìîñòè ðÿäà íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè:

1 + (z2 + 1) + (z2 + 1)2 + (z2 + 1)3 + · · ·+ (z2 + 1)n + . . .

Çàäà÷à 5. Íàéòè y = y(x), åñëè y(0) = 0, y′(1) = 1, à èíòåãðàë F (y) =

1∫
0

(
y2 + y′2

)
dx

ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå.

Çàäà÷à 6. Âû÷èñëèòü
2√
2

2√
2 +

√
2

2√
2 +

√
2 +

√
2

. . .

Çàäà÷à 7. Âû÷èñëèòü A = lim
n→∞

1
n2

n∏
m=1

(n2 + m2)1/n
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