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Ìàðò 2017

Çàäà÷à 1. Â I ÷åòâåðòè ïëîñêîñòè Oxy èçîáðàçèòü ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, ðàâíî-
óäàë�åííûõ îò îòðåçêà {x = 0 6 y 6 2} è ëó÷à {x > 1; y = 0}.

Çàäà÷à 2. Äàíà ðåêóððåíòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü: a1 = 1, an+1 = an + 1/an. Äîêàçàòü,
÷òî a1438 > 50.

Çàäà÷à 3. Ñîñòàâèòü íåðàâåíñòâî, çàäàþùåå ôèãóðó íà ïëîñêîñòè, ïîëó÷åííóþ îáúåäèíåíèåì
âñåõ îòðåçêîâ AB (A ∈ Ox, B ∈ Oy) äëèíû 1.

Çàäà÷à 4. Ðåøèòü óðàâíåíèå A2 − 3A + 2E = 0, ãäå A � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà 2 × 2 èç
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Çàäà÷à 5. (äëÿ I êóðñà)×åðåç òî÷êó A(1; 2; 4) ïðîâåñòè ïëîñêîñòü, îòñåêàþùóþ îò îêòàíòà
{x, y, z > 0} òåòðàýäð ìèíèìàëüíîãî îáú�åìà.

Çàäà÷à 6. (äëÿ I êóðñà)Ïóñòü ìíîãî÷ëåí P (x) = x7 + px6 + qx5 + . . . èìååò 7 ðàçíûõ
äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé. Äîêàçàòü, ÷òî q < p2/2.

Çàäà÷à 7. (äëÿ I êóðñà)Ïóñòü ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè A,B,C,D çàäàíû
òàêèì îáðàçîì, ÷òî äëÿ êàæäîé òðîéêè òî÷åê âûïîëíåíî ñòðîãîå íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà.
Âñåãäà ëè ñóùåñòâóåò òåòðàýäð ñ çàäàííûìè äëèíàìè ð�åáåð?

Çàäà÷à 5. (äëÿ II�V êóðñîâ)Ïóñòü y(x) � ðåøåíèå äèôô. óðàâíåíèÿ xy′′ + y′ + y = 0,
y(0) = 1, y′(0) = −1. Äîêàçàòü, ÷òî 0,2 < y(1) < 0,25.

Çàäà÷à 6. (äëÿ II�V êóðñîâ)Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

π/2∫
0

dx

1 + tg9 x

Çàäà÷à 7. (äëÿ II�V êóðñîâ)Â 15 â�åäåð íàñûïàëè ïðèìåðíî ïî 10 êã ïåñêà. Äîêàçàòü, ÷òî
ñ âåðîÿòíîñòüþ P > 60% íàéäóòñÿ äâà âåäðà, ÷èñëî ïåñ÷èíîê â êîòîðûõ äåëèòñÿ íà 100 ñ
îäèíàêîâûì îñòàòêîì.
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Íîÿáðü 2016

Çàäà÷à 1. Ïðèäóìàòü âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê, èìåþùèé ñòîëüêî æå ãðàíåé, ð�åáåð è
âåðøèí, êàê êóá, ïðè÷�åì â êàæäîé âåðøèíå ñõîäÿòñÿ 3 ðåáðà, îäíàêî íå âñå åãî ãðàíè
4-óãîëüíèêè.

Çàäà÷à 2. Íàéòè 1234512345-é ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, çàäàííîé ðåêóððåíòíî:

a0 = 1000, an+1 =
{ an − 3 åñëè an > 48

2an åñëè an < 48.

Çàäà÷à 3. Êàêîâà ñîòàÿ öèôðà ïîñëå çàïÿòîé â ÷èñëå (3 +
√

10)2016 ?

Çàäà÷à 4. Íàéòè ïëîùàäü ìíîæåñòâà òåõ òî÷åê, ãäå ðàâíû ñèëû ïðèòÿæåíèÿ Çåìëè è
Ëóíû, êîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè D = 400 000 êì. Çåìëÿ òÿæåëåå Ëóíû â 81 ðàç.

Çàäà÷à 5. (äëÿ I êóðñà)Íàéòè ïîðÿäîê ìàëîñòè f(x) = cos sinx− cos tg x ïðè x→ 0.

Çàäà÷à 6. (äëÿ I êóðñà)Ëûæíèê âûøåë 1 ìàÿ ñ Ñåâåðíîãî ïîëþñà è èä�åò ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ 3 êì/÷, äåðæàñü íàïðàâëåíèÿ ñâîåé òåíè. Íà êàêîå ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå îò
ïîëþñà îí óéä�åò?

Çàäà÷à 7. (äëÿ I êóðñà)Íàðèñîâàòü îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè

f(x, y) =

√√
x2 + y2 −

√
(x− 1)2 + (y − 1)2

ln
(
1− log4(x2 + y2)

) .

Çàäà÷à 5. (äëÿ II�V êóðñîâ)Ïóñòü (xi, yi, zi), i = 1, . . . , 20� âåðøèíû ïðàâèëüíîãî äîäåêàýäðà,
âïèñàííîãî â ñôåðó {x2 + y2 + z2 = 1}. Íàéòè x2

1 + . . .+ x2
20.

Çàäà÷à 6. (äëÿ II�V êóðñîâ)Íåâåñîìûé ñîñóä â ôîðìå ïðàâèëüíîé 4-óãîëüíîé ïðèçìû
(îòíîøåíèå âûñîòû ê ðåáðó îñíîâàíèÿ 2 : 1 ) çàïîëíåí æèäêîñòüþ íàïîëîâèíó. Ñîñòàâèòü
óðàâíåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ óãëà, íà êîòîðûé íàäî íàêëîíèòü ñîñóä, ÷òîáû îí óïàë íàáîê.

Çàäà÷à 7. (äëÿ II�V êóðñîâ)Ñîñòàâèòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, îáùåå ðåøåíèå êî-
òîðîãî èìååò âèä y = x+ C1 sinx+ C2 sin 2x.
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Ìàðò 2016

Çàäà÷à 1. Êîëåñî ìàëîãî ðàçìåðà êàòèòñÿ ïî ãîðèçîíòàëüíîé äîðîãå áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ
ñî ñêîðîñòüþ 10 ì/ñ. Íà êàêîå ìàêñèìàëüíîå ãîðèçîíòàëüíîå ðàññòîÿíèå ìîæåò óëåòåòü
êàìåíü, îòâàëèâøèéñÿ îò êîëåñà? Ñ÷èòàòü g = 10 ì/ñ2.

Çàäà÷à 2.
Ïóñòü x, y, z � òî÷êè êîìïëåêñ-
íîé ïëîñêîñòè. Äîêàçàòü, ÷òî

S(4xyz) = ± i
4

∣∣∣∣∣
1 1 1
x y z
x y z

∣∣∣∣∣
Çàäà÷à 3. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò íå ìåíåå 20 ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö X ðàçìåðà 3× 3,

óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ 4X2 −X4 = B, ãäå B =

[ 2 0 2
0 2 0
2 0 2

]
.

Çàäà÷à 4. Ïðèâåñòè ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ ñóììó äðîáåé
20∑

k=1

1
(z − ak)2

ãäå a1, . . . , a20 �

âñå (ñ ó÷�åòîì êðàòíîñòè) êîðíè ìíîãî÷ëåíà P (z) = z20 + z3 + 1.

Çàäà÷à 5. (äëÿ I êóðñà) Ìîæíî ëè ðàçìåñòèòü 68 íåïåðåñåêàþùèõñÿ êðóãîâ äèàìåòðà 1
âíóòðè êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé 8 ?

Çàäà÷à 6. (äëÿ I êóðñà) Íàéòè ïðåäåë lim
x→0

1
|x|

arccos
√

1 + x+
√

1− x

2

Çàäà÷à 7. (äëÿ I êóðñà) Äàíà ðåêóððåíòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü: a0 = 0;

an+1 =
{
an + 243, åñëè an ≤ 0,
an − 343, åñëè an > 0.

Íàéòè min{n ∈ N : an = 1}.

Çàäà÷à 5. (äëÿ II�V êóðñîâ) Íàéòè äëèíó êðèâîé, â êîòîðóþ îòîáðàçèòñÿ îòðåçîê [0, 1]
ïîä äåéñòâèåì ôóíêöèè z(t) = e(1+2i)t.

Çàäà÷à 6. (äëÿ II�V êóðñîâ) Ñõîäèòñÿ ëè ðÿä
∞∑

n=1

sin
√
n

n
?

Çàäà÷à 7. (äëÿ II�V êóðñîâ)Íà ðåêå äâà îñòðîâà è ïÿòü ìîñòîâ: ïî îäíîìó ñ êàæäîãî
îñòðîâà íà êàæäûé áåðåã ðåêè è îäèí ìåæäó îñòðîâàìè. Îò öóíàìè êàæäûé ìîñò, íåçàâèñèìî
îò äðóãèõ, ðàçðóøèòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ p. Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ íåëüçÿ áóäåò ïåðåéòè ðåêó?
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Íîÿáðü 2015

Çàäà÷à 1. Äàíû òðè ðàñòâîðà:
A) 2% ñàõàðà è 10% ñîëè,
B) 7% ñàõàðà è 2% ñîëè,
C) 6% ñàõàðà è 6% ñîëè.

Ìîæíî ëè ïîëó÷èòü ðàñòâîð ñ 3% ñàõàðà è 8% ñîëè?

Çàäà÷à 2. Äîêàçàòü, ÷òî íà ëþáîì îòðåçêå ãèïåðáîëû x2 − y2 = 1 íàéä�åòñÿ áåñêîíå÷íî
ìíîãî òî÷åê ñ ðàöèîíàëüíûìè îáåèìè êîîðäèíàòàìè.

Çàäà÷à 3. Ïðàâèëüíûé òåòðàýäð ñ äëèíîé ðåáðà 1 îðòîãîíàëüíî ïðîåöèðóåòñÿ íà ïëîñêîñòü.
Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà êâàäðàòîâ ïëîùàäåé ïðîåêöèé åãî ãðàíåé íå çàâèñèò îò âûáîðà ïëîñêîñòè,
è íàéòè ýòó ñóììó.

Çàäà÷à 4. Âû÷èñëèòü äðîáíóþ ÷àñòü ÷èñëà a = 2024
√

2024 + 2026
√

2026 ñ îòíîñèòåëüíîé
ïîãðåøíîñòüþ < 1/1000.

Çàäà÷à 5. (äëÿ I êóðñà) Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ âåêòîpîâ äëèíû 5
√

2 ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè
ñóùåñòâóþò â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå?

Çàäà÷à 6. (äëÿ I êóðñà) Íàéòè ïëîùàäü, îãàíè÷åííóþ êðèâîé

x = arcsin sin t+ 2 arcsin cos t, y = 3arcsin sin t− arcsin cos t.

Çàäà÷à 5. (äëÿ II�V êóðñîâ) Âû÷èñëèòü

∫ 1

0
f(x)dx, ãäå f(x) = inf

n∈Z
|x− 2n|.

Çàäà÷à 6. (äëÿ II�V êóðñîâ) Íàéòè lim
x→+∞

logxy(x), åñëè y(x) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

x2y′′ − 2xy′ + 2y = 0, y(1) = 1, y′(1) = 3.
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Ìàðò 2015

Çàäà÷à 1. Äàí ýëëèïñîèä {x2 + 2y2 + 3z2 = 1}. Ïðîâåñòè ÷åðåç òî÷êó O(0, 0, 0) ïëîñêîñòü,
ïåðåñåêàþùóþ åãî ïî îêðóæíîñòè.

Çàäà÷à 2. Ñðåäè ìàòðèö 3 × 3, ýëåìåíòû êîòîðûõ òîëüêî 0 è 1, íàéòè âñå ìàòðèöû ñ
ìàêñèìàëüíûì îïðåäåëèòåëåì.

Çàäà÷à 3. Íàéòè öåíòð òÿæåñòè îäíîðîäíîé ïëîñêîé ïëàñòèíû
{ex

2
< y < 4− e−x

}
.

Çàäà÷à 4. Íàéòè ñóììó êóáîâ âñåõ 2014 êîðíåé ìíîãî÷ëåíà
P (z) = z2014 + 2z2013 + 3z2012 + . . .+ 2014z + 2015.

Çàäà÷à 5. (äëÿ I êóðñà)Íàéòè îáú�åì íàèìåíüøåãî âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà, ñîäåðæàùåãî
âñå öåëî÷èñëåííûå òî÷êè, ëåæàùèå âíóòðè øàðà ñ öåíòðîì (0, 0, 0) è äèàìåòðîì 7.

Çàäà÷à 6. (äëÿ I êóðñà)Ïóñòü a1 = 1, an+1 =
an

1 + a2
n

. Äîêàçàòü, ÷òî ∃ n :

0,099 < an < 0,1.

Çàäà÷à 7. (äëÿ I êóðñà)Âû÷èñëèòü lim
x→0

cosx cos(2x) cos(4x) . . . cos(2nx)− 1
x2

.

Çàäà÷à 5. (äëÿ II�V êóðñîâ)Äëÿ ôóíêöèè f(x) =

{ 1− cosx
x

, x 6= 0

0, x = 0
íàéòè f (2015)(0).

Çàäà÷à 6. (äëÿ II�V êóðñîâ)Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∫ 1

0
| sin lnx|dx.

Çàäà÷à 7. (äëÿ II�V êóðñîâ)Êóáèê ñ öèôðàìè îò 1 äî 6 ïîäáðàñûâàþò íåîãðàíè÷åííîå
÷èñëî ðàç. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ½1� âûïàäåò âïåðâûå ðàíüøå, ÷åì âïåðâûå âûïàäåò
÷�åòíàÿ öèôðà.
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Íîÿáðü 2014

Çàäà÷à 1. Ïóñòü z1, . . . , z7 � êîðíè ìíîãî÷ëåíà x7 + x4 + x + 1 = 0. Íàéòè ìíîãî÷ëåí 7
ñòåïåíè ñ êîðíÿìè z2

1 , . . . , z
2
7 .

Çàäà÷à 2. Êàæäóþ ïîëíî÷ü àïåëüñèí ðîæäàåò 2 áàíàíà, à áàíàí ðîæäàåò 1 àïåëüñèí.
Ïåðâîíà÷àëüíî áûë îäèí áàíàí. Íàéòè:

à) ñêîëüêî ÷åãî áóäåò ÷åðåç n íî÷åé,
á) ïðåäåë îòíîøåíèÿ ÷èñëà áàíàíîâ ê ÷èñëó àïåëüñèíîâ.

Çàäà÷à 3. Ñ ïîâåðõíîñòè áàññåéíà áü�åò ñòðóÿ ñî ñêîðîñòüþ v ïîä óãëîì α ê ïîâåðõíîñòè.
Ïðè êàêîì α ìàêñèìàëüíà ïëîùàäü ïîä ñòðó�åé? Cîïðîòèâëåíèåì âîçäóõà ïðåíåáðå÷ü.

Çàäà÷à 4. Íà ïëîñêîñòè äàíû (n+1)2 òî÷åê (x; y), x, y ∈ {0, 1, . . . , n}. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
èç íèõ ìîæíî âûáðàòü 4 òî÷êè, ÿâëÿþùèåñÿ âåðøèíàìè êâàäðàòà ?

Çàäà÷à 5. (äëÿ I êóðñà)Ñóùåñòâóåò ëè â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå òðåóãîëüíèê ïëîùàäè
√

7,
âåðøèíû êîòîðîãî èìåþò öåëî÷èñëåííûå êîîðäèíàòû?

Çàäà÷à 6. (äëÿ I êóðñà)Íàéòè ïðåäåë lim
x→+0

arccosxx

√
x

Çàäà÷à 5. (äëÿ II�V êóðñîâ)Íàéòè îòíîøåíèå

∫ +∞

0
e−

2015
√
xdx :

∫ +∞

0
e−

2014
√
xdx.

Çàäà÷à 6. (äëÿ II�V êóðñîâ)Hàéòè öåíòð òÿæåñòè îäíîðîäíîé ïëàñòèíû
{x2 + y2 − |x|y ≤ 1}.
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Ìàðò 2014

Çàäà÷à 1. Ðàñïîëîæèòü ãðóçû 1 ã, 2 ã,. . ., 2014 ã â âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî 2014-óãîëüíèêà
òàê, ÷òîáû öåíòð òÿæåñòè ñîâïàë ñ åãî öåíòðîì.

Çàäà÷à 2. Hàéòè òî÷êó ñàìîïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé xy = yx.

Çàäà÷à 3. Âû÷èñëèòü ñóììó
n∑

k=1

Ck
n k

3.

Çàäà÷à 4. Íà ïëîñêîñòè íà÷åð÷åíû âñå îêðóæíîñòè ðàäèóñà 2014 ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè
öåíòðîâ. Äîêàçàòü, ÷òî íàéä�åòñÿ êðóã ðàäèóñà a = 0,00003, íå ïåðåñå÷�åííûé ýòèìè îêðóæíîñòÿìè.

Çàäà÷à 5. (äëÿ I êóðñà) Âàãîí ìàññîé M = 128 ò èìååò ïîìåùåíèå 20 × 2 × 2 ì; öåíòð
òÿæåñòè ïîñåðåäèíå. Âàãîí çàïîëíÿþò êèðïè÷àìè ïëîòíîñòè ρ = 2 ò/ì3, íà÷èíàÿ îò ïåðåäíåãî
êîíöà. Ïðè êàêîì % çàïîëíåíèÿ âàãîíà åãî öåíòð òÿæåñòè áóäåò ìàêñèìàëüíî ñìåù�åí?

Çàäà÷à 6. (äëÿ I êóðñà) Íàéòè âñå ìàòðèöû, êîììóòèðóþùèå ñ ìàòðèöåé
[ 1 1

2 4

]
.

Çàäà÷à 7. (äëÿ I êóðñà) Ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [−1, 1] è äèôôåðåíöèðóåìà íà
èíòåðâàëå (−1, 1), ïðè÷�åì f(x2)− f2(x) = x(x− 1). ×åìó ðàâíà f ′(0)?

Çàäà÷à 5. (äëÿ II�V êóðñîâ) Îò îäíîðîäíîé ïëàñòèíêè x, y ≥ 0, x2 +y2 ≤ 1 îòðåçàíà ÷àñòü
x+ y < 0,5. Ãäå íàõîäèòñÿ öåíòð ìàññ îñòàâøåéñÿ ÷àñòè?

Çàäà÷à 6. (äëÿ II�V êóðñîâ) Ñêîëüêî ìîíåò íàäî ïîäáðîñèòü, ÷òîáû âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ
ðîâíî 12 îðëîâ áûëà ìàêñèìàëüíà ?

Çàäà÷à 7. (äëÿ II�V êóðñîâ) Äîêàçàòü, ÷òî

X := sin sin sin . . . sin︸ ︷︷ ︸
2014 ðàç

1 <
1
12
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Íîÿáðü 2013

Çàäà÷à 1. Ïðèäóìàòü ôóíêöèþ f , íåïðåðûâíóþ íà [0; 1], òàêóþ, ÷òî f(0) = f(1) = 0, è íå
íàéä�åòñÿ x : f(x+ 0,4) = f(x).

Çàäà÷à 2. Îøåéíèê êðîëèêà ñêîëüçèò ïî 4-ìåòðîâîé âåð�åâêå, êîíöû êîòîðîé ïðèâÿçàíû
íà âûñîòå 1 ì ê ñòîëáàì, ìåæäó êîòîðûìè 2 ì. Êàêàÿ ïëîùàäü òðàâû äîñòóïíà êðîëèêó ?

Çàäà÷à 3. Ïóñòü a2 + b2 + c2 = 1. Âû÷èñëèòü ìàòðèöó M2013, åñëè

M =

[ 0 a b
−a 0 c
−b −c 0

]

Çàäà÷à 4. Âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
x→π/2

(sinx)tg
2 x.

Çàäà÷à 5. (äëÿ I êóðña)12 òóðèñòîâ îñòàíîâèëèñü íà ïðèâàë. Íóæíî ïîñëàòü òðîèõ çà âîäîé
è ÷åòâåðûõ çà äðîâàìè. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè èõ ìîæíî âûáðàòü?

Çàäà÷à 6. (äëÿ I êóðña)ÏðÿìîóãîëüíèêABCD (AB = 20, BC = 116) ñîñòàâëåí èç åäèíè÷íûõ
êâàäðàòîâ. Ñêîëüêî êâàäðàòîâ öåëèêîì ëåæàò âíóòðè 4ABC ?

Çàäà÷à 7. (äëÿ I êóðña)Íà êàêóþ ìàêñèìàëüíóþ âåëè÷èíó ìîæåò èçìåíèòüñÿ óãîë ìåæäó
ïðÿìûìè íà ïëîñêîñòè, åñëè ðàñòÿíóòü å�å: (x; y) 7→ (x; cy), c > 1 ?

Çàäà÷à 5. (äëÿ II�V êóðñîâ)Ïÿòü ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòåé ïåðåñåêàþò øàð òàê, ÷òî
ïîëó÷èëèñü 2 ñåãìåíòà, à ìåæäó íèìè 4 ñëîÿ îäèíàêîâîé òîëùèíû, îáú�åìàìè V1, V2, V3, V4.
Äîêàçàòü, ÷òî V1 + 3V3 = 3V2 + V4.

Çàäà÷à 6. (äëÿ II�V êóðñîâ)Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ

f(x, y, z) = xyz(x2 − y2)(y2 − z2)(z2 − x2)

èìååò íà ñôåðå Σ = {x2 + y2 + z2 = 1} áîëåå 10 òî÷åê óñëîâíîãî ìàêñèìóìà.

Çàäà÷à 7. (äëÿ II�V êóðñîâ)Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ êîíñòàíòû α > 0 ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑

n=1

(
1 −

n−α
)n

?
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Ìàðò 2013

Çàäà÷à 1. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïåðåñòàâèòü áóêâû Î,Ë,È,Ì,Ï,È,À,Ä,À òàê, ÷òîáû
íå áûëî èäóùèõ ïîäðÿä â òàêîì ïîðÿäêå áóêâ Ë,È,Ï,À ?

Çàäà÷à 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà ðåêóððåíòíî:

xn+2 = 4(xn+1 − xn). Êàêèì ìîæåò áûòü ïðåäåë lim
n→∞

xn+1

xn
?

Çàäà÷à 3. Ëó÷è Ñîëíöà 21 èþíÿ ïàäàþò ïîä óãëîì δ = arcsin(2/5) ê ïëîñêîñòè ýêâàòîðà
Çåìëè. Íà êàêîé øèðîòå ψ íàäî ñòîÿòü â ýòîò äåíü, ÷òîáû êàê ìîæíî äîëüøå âèäåòü Ñîëíöå
âûøå 45o íàä ãîðèçîíòîì?

Çàäà÷à 4. (äëÿ I êóðñà) Ïóñòü A � ìàòðèöà 3× 3, òàêàÿ, ÷òî cóììà ìîäóëåé å�å ýëåìåíòîâ
ðàâíà 1. Êàêîâî ìàêñèìàëüíîå âîçìîæíîå çíà÷åíèå å�å îïðåäåëèòåëÿ ?

Çàäà÷à 5. (äëÿ I êóðñà) Ïóñòü ôóíêöèÿ f(t) > 0 äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà, è ∀ x > 0
f ′′(x) ≤ (f ′(x))2/f(x). Äîêàçàòü, ÷òî åñëè f(0) ≥ 6, f(12) ≤ 7, òî f(48) < 12.

Çàäà÷à 6. (äëÿ I êóðñà) Íà ïëîñêîñòè äàíû n íåíóëåâûõ âåêòîðîâ, íå êîëëèíåàðíûå â
ñîâîêóïíîñòè. Ïóñòü Q � ÷èñëî ñïîñîáîâ âûáðàòü èç íèõ äâà íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðà.
Íàéòè íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ Q.

Çàäà÷à 7. (äëÿ I êóðñà) Ïóñòü k > 0. Íàéòè ïðåäåë lim
n→∞

(
n · max

0≤x≤1
(xn − xn+k)

)
.

Çàäà÷à 4. (äëÿ II�V êóðñîâ) Íàéòè èíòåãðàë

∫
(1− x2)5

(1 + x2)6
dx.

Çàäà÷à 5. (äëÿ II�V êóðñîâ) Íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè íàéòè ïëîùàäü ìíîæåñòâà òåõ z,

ïðè êîòîðûõ ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑

n=1

1
n

(
z2n − 2−n(z − 1)2n

)
.

Çàäà÷à 6. (äëÿ II�V êóðñîâ) Cêîëüêî íåñîâïàäàþùèõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ 2013-ãî ïîðÿäêà
èìååò ôóíêöèÿ f(x, y, z) = sinx sin y sin z ?

Çàäà÷à 7. (äëÿ II�V êóðñîâ) Ha ýêçàìåíå äàþò äâà âîïðîñà èç 40 âîçìîæíûõ. Êàæäûé
âîïðîñ ïðåäóñìàòðèâàåò òðè âàðèàíòà îòâåòà. Ê ñêîëüêèì âîïðîñàì íàäî ïîäãîòîâèòüñÿ,
÷òîáû ñäàòü ýêçàìåí ñ âåðîÿòíîñòüþ > 1/2 ?
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Íîÿáðü 2012

Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü, ÷òî | cos7 x− cos7 y| ≤ 2|x− y| ∀x, y ∈ R.

Çàäà÷à 2. Äàíà ïðàâèëüíàÿ ïÿòèóãîëüíàÿ ïèðàìèäà ñ âåðøèíîé T è îñíîâàíèåì ABCDE,
â êîòîðîå âïèñàíà îêðóæíîñòü ðàäèóñà 1. Êàêîâà äîëæíà áûòü âûñîòà h ïèðàìèäû, ÷òîáû
óãëû ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ èç ïÿòè ïëîñêîñòåé TAB, TBC, TCD, TDE, TEA áûëè îäèíàêîâû ?

Çàäà÷à 3. (äëÿ I êóðñà)Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ ìîæíî ñîñòàâèòü èç 7 êèðïè÷åé
2× 3× 4 ?

Çàäà÷à 4. (äëÿ I êóðñà) Ïî âíóòðåííåé ñòîðîíå íåïîäâèæíîé îêðóæíîñòè ðàäèóñà 2 êàòèòñÿ
áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ îêðóæíîñòü ðàäèóñà 1. Êàêîé ïóòü ïðîéä�åò òî÷êà êàòÿùåéñÿ îêðóæíîñòè
ìåæäó äâóìÿ ñîïðèêîñíîâåíèÿìè ñ íåïîäâèæíîé îêðóæíîñòüþ?

Çàäà÷à 3. (äëÿ II�V êóðñîâ)Ïðè êàêîì α ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé íåíóëåâîé ïðåäåë

lim
n→∞

(
nα

n∑
k=1

1
n2 + k2

)
? ×åìó îí ðàâåí?

Çàäà÷à 4. (äëÿ II�V êóðñîâ)Â ÿùèêå n áåëûõ, n ñèíèõ è n êðàñíûõ øàðîâ. Ïðè êàêîì
n âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òðè ñëó÷àéíî âûíóòûõ øàðà îêàæóòñÿ ðàçíûõ öâåòîâ, íàèáîëåå
áëèçêà ê 25% ?
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Ìàðò 2012

Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî n òàêîå, ÷òî ñóììà S(n) âñåõ åãî
íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé áîëüøå 3n.

Çàäà÷à 2. Äàíû êîíñòàíòû A, B ∈ R è m > k > 0. Íàéòè ïðåäåë

lim
T→+∞

1
T

∫ T

0

(
A sin kt+B sinmt

)2
dt.

Çàäà÷à 3. Èçîáðàçèòü íà ïëîñêîñòè Oxy ìíîæåñòâî A, ñîñòîÿùåå èç òî÷åê (x; y), òàêèõ,
÷òî óðàâíåíèå

cos 2ϕ+ x cosϕ+ y = 0

èìååò äâà êîðíÿ ϕ ∈ (0;π). Âû÷èñëèòü ïëîùàäü A.

Çàäà÷à 4. Îñòðîâ, â öåíòðå êîòîðîãî êðóãëîå îçåðî, ðàçäåë�åí íà 4 ñòðàíû, êàæäàÿ èìååò
âûõîä ê ìîðþ è ê îçåðó. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñêðàñèòü êàðòó îñòðîâà (÷òîáû
ãðàíè÷àùèå ñòðàíû íå áûëè îäíîãî öâåòà), åñëè èìåþòñÿ n êðàñîê?

Çàäà÷à 5. (äëÿ I êóðñà)Ïóñòü M � ïðàâèëüíûé n-óãîëüíèê; R è r � ðàäèóñû îïèñàííîé è

âïèñàííîé îêðóæíîñòåé; ρ � ðàäèóñ êðóãà, ðàâíîãîM ïî ïëîùàäè. Íàéòè ïðåäåë lim
n→∞

R− ρ

ρ− r
.

Çàäà÷à 6. (äëÿ I êóðñà)Íàéòè ïðåäåë

lim
n→∞

ctg
(
π(2 +

√
7)n

)
.

Çàäà÷à 7. (äëÿ I êóðñà)Íàéòè âñå öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ

A2 =
[ 5 2

2 8

]
, AT = A.

Çàäà÷à 5. (äëÿ II�V êóðñîâ)Äîêàçàòü, ÷òî

∫ ln 2

0

x

1− e−x
dx =

π2

12
.

Çàäà÷à 6. (äëÿ II�V êóðñîâ)Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
n→∞

( n∑
k=1

1
k
− lnn

)
.

Çàäà÷à 7. (äëÿ II�V êóðñîâ)Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè

y(17) = y; y(0) = 1, y′(0) = y′′(0) = . . . = y(16)(0) = 0.
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Ìàðò 2011

Çàäà÷à 1. Ñêîëüêî êîðíåé èìååò óðàâíåíèå ln cosx = x2 − 1000 ?

Çàäà÷à 2. ÏóñòüK � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî íà ïëîñêîñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåçKR ìíîæåñòâî

òî÷åê, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè < R îò K. Âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
R→+∞

S(KR)
R2

.

Çàäà÷à 3. Íî÷íàÿ òåìïåðàòóðà ó÷àñòêà ëóííîé ïîâåðõíîñòè èçìåíÿåòñÿ ñîãëàñíî äèôôåðåí-
öèàëüíîìó óðàâíåíèþ dy/dt = −a·y4, a = const > 0. Ñðàçó ïîñëå çàõîäà Ñîëíöà òåìïåðàòóðà
áûëà 250 K, â ïîëíî÷ü 125 K. Êàêàÿ òåìïåðàòóðà áóäåò ïåðåä âîñõîäîì Ñîëíöà ?

Çàäà÷à 4. Âû÷èñëèòü ïðîèçâåäåíèå âñåõ íåêðàòíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà
P (z) = z5 + 15z3 − 2000z − 6016.

Çàäà÷à 5. (äëÿ I êóðñà) Äàíà ôèãóðà íà ïëîñêîñòè
Π = {y ≥ (x− 6)2, x ≥ (y − 6)2}. Äîêàçàòü, ÷òî S(Π) ≥ 20.

Çàäà÷à 6. (äëÿ I êóðñà) Äîêàçàòü, ÷òî P (n) = n13−n äåëèòñÿ íà 10 ïðè âñÿêîì íàòóðàëüíîì
n.

Çàäà÷à 7. (äëÿ I êóðñà) Âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
x→0

tg arcsinx− sin arctg x
x3

.

Çàäà÷à 5. (äëÿ II�V êóðñîâ) Ñîñòàâèòü îäíîðîäíîå ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ÷òîáû ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè áûëà ñóììà ðÿäà

y(x) =
∞∑

n=0

xn

(n!)3

Çàäà÷à 6. (äëÿ II�V êóðñîâ) Ñòðåëîê X ïîïàäàåò â ìèøåíü ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,3; ñòðåëîê
Y � ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,7. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî, ñäåëàâ ïî n íåçàâèñèìûõ âûñòðåëîâ,
X è Y ïîïàäóò îäèíàêîâîå ÷èñëî ðàç.

Çàäà÷à 7. (äëÿ II�V êóðñîâ) Ïóñòü ABC � ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê, âïèñàííûé â
êðóã U ðàäèóñà 1 íà ïëîñêîñòè Oxy. Äëÿ ôóíêöèè f(x, y) = ax+ by+ c äîêàçàòü ðàâåíñòâî∫∫

U

f(x, y)dxdy =
π

3
(f(A) + f(B) + f(C)).
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Ìàðò 2010

Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü, ÷òî ∀ x ∈ R arctg(x
√

2− 1)− arctg(x
√

2 + 1) = arctg(x2) + C.
Íàéòè êîíñòàíòó C.

Çàäà÷à 2. Êóáè÷åñêàÿ êîðîáêà ñîáèðàåòñÿ èç 6 êâàäðàòíûõ äîñîê ðàçíûõ öâåòîâ. Ó êàæäîé
äîñêè íà îäíîé ñòîðîíå íåñèììåòðè÷íûé ðèñóíîê. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ñîáðàòü êóá
òàê, ÷òîáû âñå ðèñóíêè îêàçàëèñü ñíàðóæè?

Çàäà÷à 3. Âû÷èñëèòü îáú�åì òåëà, îãðàíè÷åíîãî ïîâåðõíîñòüþ

|x+ y − z|+ |x− y + z|+ | − x+ y + z| = 2

Çàäà÷à 4. Ïîëüçóÿñü ìîíîòîííîñòüþ ôóíêöèè, äîêàçàòü, ÷òî

π

12
≤

∫ π/2

0
(cosx)1/x2

dx ≤ π

2
√
e

Çàäà÷à 5. (äëÿ I êóðñà) Íà ïëîñêîñòè çàôèêñèðîâàí êðóã è òî÷êà A íà åãî ãðàíèöå. ×åðåç
A ïðîâåäåíà êàñàòåëüíàÿ `. Åñëè ïîâåðíóòü ` âîêðóã A íà ìàëûé óãîë ε, òî êàêîâ ïîðÿäîê
ìàëîñòè ïëîùàäè ìåíüøåãî ñåãìåíòà, îòñåêàåìîãî îò êðóãà, ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàëîé ε ?

Çàäà÷à 6. (äëÿ I êóðñà) Íàéòè ðàíã ìàòðèöû n×n, ñîñòîÿùåé èç ýëåìåíòîâ aij = (i+2j−3)2.

Çàäà÷à 5. (äëÿ II�V êóðñîâ) Ïóñòü ` � ëèíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ ñôåðû
x2 + y2 + z2 = 1 ñ ïëîñêîñòüþ x+ y + z = c. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë∫

`
x2 ds.

Çàäà÷à 6. (äëÿ II�V êóðñîâ) Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∫ +∞

−∞
x2010e−x2/2dx.
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Ìàðò 2009

Çàäà÷à 1. Òî÷êà äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñàR ñ ðàâíîìåðíî âîçðàñòàþùåé ñêîðîñòüþ.
Â íà÷àëüíûé ìîìåíò îíà ïîêîèëàñü. Êàêîé ïóòü îíà ïðîéä�åò äî òîãî ìîìåíòà, êîãäà âåêòîð
å�å óñêîðåíèÿ áóäåò îáðàçîâûâàòü ñ ðàäèóñîì îêðóæíîñòè îñòðûé óãîë α ?

Çàäà÷à 2. Íà ïëîñêîñòè äàíû òî÷êè A è B, ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè ðàâíî D. Íàéòè
ïëîùàäü ìíîæåñòâà òåõ òî÷åê P äàííîé ïëîñêîñòè, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
BP > 2AP .

Çàäà÷à 3. (äëÿ I êóðñà) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà ðåêóððåíòíî:
an+1 = 2an − n. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a1 ïîëó÷èòñÿ lim

n→∞
an = +∞ ?

Çàäà÷à 4. (äëÿ I êóðñà) Íà ïëîñêîñòè ôèêñèðîâàíû ïÿòü òî÷åê, ïðè÷�åì ÷åòûðå èç íèõ
ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè êâàäðàòà. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ êðèâàÿ âòîðîãî
ïîðÿäêà, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ýòè 5 òî÷åê.

Çàäà÷à 5. (äëÿ I êóðñà) Íàéòè íåîïðåäåë�åííûé èíòåãðàë

∫
tg2009 x dx.

Çàäà÷à 6. (äëÿ I êóðñà) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññòàâèòü íà ïðÿìîóãîëüíîé øàõìàòíîé
äîñêå n×m äâóõ êîíåé � ÷�åðíîãî è áåëîãî òàê, ÷òîáû îíè óãðîæàëè äðóã äðóãó?

Çàäà÷à 3. (äëÿ II�V êóðñîâ) Íàéòè ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè, çàäàííîé ñòåïåííûì
ðÿäîì

f(x) =
∞∑

n=2

xn

n2 − 1

Çàäà÷à 4. (äëÿ II�V êóðñîâ) Ïóñòü f(x, y, z) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ.
Îáîçíà÷èì r =

√
x2 + y2 + z2. Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå

~V (x, y, z) = f
(x
r
,
y

r
,
z

r

)
· 1
r3
·

[ x
y
z

]

ÿâëÿåòñÿ ñîëåíîèäàëüíûì âî âñåé ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Çàäà÷à 5. (äëÿ II�V êóðñîâ) Ïîäáðàñûâàþò 7 áåëûõ è 7 ÷�åðíûõ êóáèêîâ ñ ÷èñëàìè îò 1
äî 6 íà ãðàíÿõ, çàòåì ïîäñ÷èòûâàþò ñóììó ÷èñåë, âûïàâøèõ íà áåëûõ, è ñóììó íà ÷�åðíûõ.
Äîêàçàòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü ñîâïàäåíèÿ ýòèõ ñóìì áîëüøå, ÷åì 1/36.

Çàäà÷à 6. (äëÿ II�V êóðñîâ) Íàéòè ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé êðèâîé x3 + y3 = xy,
x ≥ 0, y ≥ 0.
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Ìàðò 2008

Çàäà÷à 1. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà k ìèíèìàëüíî ðàññòîÿíèå ìåæäó

ôîêóñàìè ãèïåðáîëû y =
1
x

+ kx ?

Çàäà÷à 2. Ôóíêöèÿ f(x, y) íåïðåðûâíà â êðóãå {x2 + y2 < 2}. Äîêàçàòü, ÷òî ∀ a ∈ (0; 2) ∃
êâàäðàò ABCD ñî ñòîðîíîé a, òàêîé, ÷òî f(A) + f(C) = f(B) + f(D).

Çàäà÷à 3. Ïóñòü A � ìàòðèöà n× n, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû c;
I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà n× n. Âû÷èñëèòü det(I +A).

Çàäà÷à 4. Ñêîðîñòü îòíîñèòåëüíîãî ïðèðîñòà (% â ãîä) íàñåëåíèÿ îñòðîâà ïðîïîðöèî-
íàëüíà ÷èñëó, íà êîòîðîå íàñåëåíèå ìåíüøå ÷èñëà M . Íàéòè M , åñëè èçâåñòíî, ÷òî â 1920
ãîäó íà îñòðîâå áûëî 6 òûñ. æèòåëåé, â 1960 � 10 òûñ., à â 2000 � 15 òûñ.

Çàäà÷à 5. (äëÿ I êóðñà) Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Ïóñòü K � ñåðåäèíà AB, L � ñåðåäèíà AC.
Ïóñòü ïðÿìàÿ ` ïàðàëëåëüíà CK è ïåðåñåêàåò AC â òî÷êå P , KL â òî÷êå Q, AB â òî÷êå R,
ïðè ýòîì PQ = QR. Ïóñòü M � ñåðåäèíà BK. Íàéòè îòíîøåíèå CM/PK.

Çàäà÷à 6. (äëÿ I êóðñà) Íàéòè 2008-þ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè f(x) = ex · cos(
√

3 · x).

Çàäà÷à 5. (äëÿ II�V êóðñîâ) Âå÷åðîì âñòðåòèëèñü 5 õàìåëåîíîâ ðàçíûõ öâåòîâ. Çà íî÷ü
êàæäûé ïîìåíÿë ñâîé öâåò íà îäèí èç 4 äðóãèõ öâåòîâ, âûáèðàÿ öâåòà ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè
è íåçàâèñèìî îò äðóãèõ õàìåëåîíîâ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî óòðîì ýòè 5 õàìåëåîíîâ
âíîâü îêàæóòñÿ ðàçíûõ öâåòîâ.

Çàäà÷à 6. (äëÿ II�V êóðñîâ) Âû÷èñëèòü ñóììó ðÿäà S =
∞∑

n=1

n2

2n
.
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Ìàðò 2007

Çàäà÷à 1. Íà ïëîñêîñòè ôèêñèðóåòñÿ òî÷êà P . Ðàññìàòðèâàþòñÿ âñå ïðàâèëüíûå òðåóãîëüíèêè
ABC òàêèå, ÷òî AP = 3, BP = 2. Íàéòè ñðåäè òàêèõ òðåóãîëüíèêîâ ìàêñèìàëüíóþ äëèíó
CP .

Çàäà÷à 2. ×èñëà a, b, c ∈ (0;π/2). Èçâåñòíî, ÷òî cos a = a, sin(cos b) = b, cos(sin c) = c.
Ðàñïîëîæèòü a, b, c â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ.

Çàäà÷à 3. Íàéòè òàêèå êâàäðàòíûå ìàòðèöû X èç óðàâíåíèÿ
A2X2 + 2AX = 0, êîòîðûå ïåðåñòàíîâî÷íû ñ çàäàííîé ìàòðèöåé

A =
[ 0 1
−1 0

]
.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü f ∈ C2[a; b], a > 0; f(x) > 0, f ′(x) < 0, f ′′(x) < 0 ∀x ∈ (a; b). Èçâåñòíî, ÷òî
êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó y = f(x) â òî÷êå (x0; f(xo)) îòñåêàåò îò îñåé êîîðäèíàò òðåóãîëüíèê
ìèíèìàëüíîé ïëîùàäè. Äîêàçàòü, ÷òî òî÷êà êàñàíèÿ ëåæèò íà ñåðåäèíå ãèïîòåíóçû.

Çàäà÷à 5. Âñå 8 ó÷àñòíèêîâ øàõìàòíîãî òóðíèðà íàáðàëè ðàçíîå êîëè÷åñòâî î÷êîâ. Èçâåñòíî,
÷òî âòîðîé ïðèç�åð íàáðàë ñòîëüêî æå î÷êîâ, ñêîëüêî âìåñòå 4 ïîñëåäíèõ øàõìàòèñòà. Êàê
ñûãðàëè ìåæäó ñîáîé øàõìàòèñòû, çàíÿâøèå 3 è 7 ìåñòa? (Â øàõìàòàõ ïîáåäà = 1 î÷êî,
íè÷üÿ = 1/2 î÷êa, ïîðàæåíèå = 0 î÷êîâ. Òóðíèð ïðîâîäèòñÿ â îäèí êðóã, êàæäûé ó÷àñòíèê
èãðàåò îäèí ðàç ñî âñåìè îñòàëüíûìè).

Çàäà÷à 6. (äëÿ I êóðñà) Íàéòè ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû n× n

3 2 0 · · · 0 0 0
1 3 2 · · · 0 0 0
0 1 3 · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · 3 2 0
0 0 0 · · · 1 3 2
0 0 0 · · · 0 1 3


Çàäà÷à 6. (äëÿ II�V êóðñîâ) Âû÷èñëèòü îïðåäåë�åííûé èíòåãðàë

∫
y2dx, ãäå y(x) çàäàíà

íåÿâíî: xy − ey = 0, x > 0. Îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ � èíòåðâàë óáûâàíèÿ y(x).

Çàäà÷à 7. (äëÿ II�V êóðñîâ) Ñóùåñòâóåò ëè ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ y′′ =
xy, êîòîðîå êàñàåòñÿ Ox ? (êàñàåòñÿ, íî íå ñîâïàäàåò. y ≡ 0 íå ãîäèòñÿ).

16



Ìàðò 2006

Çàäà÷à 1. Ïîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà A îáðàòèìà è íàéòè A−1, åñëè
A3 − 3A2 + 4A− 7E = 0.

Çàäà÷à 2. Îáðàòèòü ìàòðèöó A (aij = 1, i 6= j; aii = i; i, j = 1, . . . , n).

Çàäà÷à 3. Â ïðÿìîóãîëüíèê 20 × 25 ïðîèçâîëüíî áðîñèëè 120 êâàäðàòîâ 1 × 1. Äîêàçàòü,
÷òî êðóã äèàìåòðîì 1 ìîæíî ïîìåñòèòü â èñõîäíûé ïðÿìîóãîëüíèê òàê, ÷òî ó íåãî íå áóäåò
íè îäíîé îáùåé òî÷êè íè ñ îäíèì èç 120 êâàäðàòîâ.

Çàäà÷à 4. Èçâåñòíî, ÷òî ó ôóíêöèè f(x), ïîëîæèòåëüíîé íà [a; b], íà ýòîì îòðåçêå ñóùåñòâóåò
f ′′(x) < 0. ×åðåç íåêîòîðóþ òî÷êóMo(xo, f(xo)) ïðîâåëè êàñàòåëüíóþ. Ðàññìîòðèì òðàïåöèþ
ñî ñòîðîíàìè x = a, x = b, y = 0 è âûøåóêàçàííîé êàñàòåëüíîé. Íàéòè òàêóþ òî÷êó Mo,
÷òîáû ó ýòîé òðàïåöèè áûëà ìèíèìàëüíàÿ ïëîùàäü.

Çàäà÷à 5. Íàéòè n èç óñëîâèÿ

lim
x→0

(1 + x)(1 + 3x) · · ·
(
1 + (2n− 1)x

)
− 1

tg x+ tg 2x+ . . .+ tg nx
=

7
4
.

Çàäà÷à 6. (äëÿ I êóðñà) Íà ïëîñêîñòè èìååòñÿ 2006 âåêòîðîâ, íå âñå èç êîòîðûõ êîëëèíåàðíû.
Èçâåñòíî, ÷òî ñóììà ëþáûõ 2005 âåêòîðîâ ïàðàëëåëüíà îñòàâøåìóñÿ 2006-ìó âåêòîðó. Íàéòè
ñóììó âñåõ 2006 âåêòîðîâ.

Çàäà÷à 7. (äëÿ I êóðñà) Èçâåñòíî, ÷òî íåðàâåíñòâî a cosx+ b cos 3x > 1 íå èìååò ðåøåíèé.
Äîêàçàòü, ÷òî òîãäà |b| ≤ 1.

Çàäà÷à 6. (äëÿ II�V êóðñîâ) Íàéòè f (2005)(0) è f (2006)(0) äëÿ f(x) =
x

1 + x2
.

Çàäà÷à 7. (äëÿ II�V êóðñîâ) Èçâåñòíî, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

y′′ + py′ + qy = 4x+ 8 + 5e−x

èìååò ÷àñòíîå ðåøåíèå y(x) = e−x +x+2. Íàéòè äðóãîå ÷àñòíîå ðåøåíèå z(x), êîòîðîå ïðè
x = 0 èìååò ýêñòðåìóì z(0) = 1.
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Ìàðò 2005

Çàäà÷à 1. (à) Äîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü êîñîñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû íå÷�åòíîãî ïîðÿäêà
ðàâåí íóëþ. (á) Âåðíî ëè ýòî äëÿ êîñîñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö ÷�åòíîãî ïîðÿäêà?

Çàäà÷à 2. Ðåøèòü (ïðè x 6= 0) äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
x2(y′)2 + 2x(y − 1)y′ + y2 − 2y = 0.

Çàäà÷à 3. (äëÿ I êóðñà) Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x), îïðåäåë�eííàÿ ëèáî íà âñåé ÷èñëîâîé îñè,
ëèáî íà íåêîòîðîì ïîëóèíòåðâàëå âèäà (a,+∞), íåïðåðûâíà è èìååò ñòðîãî ïîëîæèòåëüíóþ
âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè lim

x→+∞
f(x) = 0, òî

íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèÿ y = f(x) áîëüøå íóëÿ.

Çàäà÷à 4. (äëÿ I êóðñà) Ïðè |x| < 1 âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
n→∞

n∏
k=0

(
1 + x2k

)
.

Çàäà÷à 5. (äëÿ I êóðñà) Ñóùåñòâóåò ëè íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f : R →
R, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì: |f(x)| < 2 è f(x) · f ′(x) > sinx ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ
çíà÷åíèÿõ x?

Çàäà÷à 6. (äëÿ I êóðñà) Íàéòè ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê ïëîñêîñòè Oxy, èç êîòîðûõ

ýëëèïñ
x2

a2
+
y2

b2
= 1 âèäåí ïîä ïðÿìûì óãëîì.

Çàäà÷à 3. (äëÿ II�V êóðñîâ) Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè

{
y′′ cosx− 2y′ sinx+ 8y cosx = 0
y(0) = 1, y′(0) = 0.

Çàäà÷à 4. (äëÿ II�V êóðñîâ) Íàéòè âñå òàêèå íåïðåðûâíûå íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé
ôóíêöèè f , ÷òî äëÿ âñÿêîé íåïðåðûâíîé íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé ôóíêöèè g è äëÿ ëþáûõ
a, b âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ∫ b

a
f(g(x)) dx =

∫ b

a
g(f(x)) dx.

Çàäà÷à 5. (äëÿ II�V êóðñîâ) Ïóñòü A � ñàìîñîïðÿæ�åííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð â Rm, è
ïóñòü âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà A ïîïàðíî ðàçëè÷íû è áîëüøå íóëÿ. Äîêàçàòü, ÷òî
äëÿ ëþáûõ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ ~x, ~y ñóùåñòâóåò ïðåäåë
lim

n→∞
∠(An~x,An~y). Óêàçàòü âñå çíà÷åíèÿ, êàêèå ìîæåò ïðèíèìàòü äàííûé ïðåäåë.

Çàäà÷à 6. (äëÿ II�V êóðñîâ) Íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè {z ∈ C :

|z| = 1} íàéòè âñå òî÷êè, ãäå ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑

n=−∞

1
n2 + 1

(z − z2)n (∗)
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