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(â îáðàòíîì õðîíîëîãè÷åñêîì ïîðÿäêå)

11 ìàÿ 2017
Çàäà÷à 1. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ îïðåäåë�eííàÿ íà R ôóíêöèÿ f , ÷òî
f(sin(x + cos x)) = cos(x + sin x) ?

Çàäà÷à 2. Íàéòè êàêîé-íèáóäü ìíîãî÷ëåí P (x), x ∈ R, ñòåïåíè âûøå âòîðîé, èìåþùèé

öåëûå êîýôôèöèåíòû, è îäèí èç åãî êîðíåé x = 5
√

3 +
√

8 + 5
√

3−
√

8.

Çàäà÷à 3. Íàéòè ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Un =
∫ 1
0 xn(e− cos x + sinx)dx.

Çàäà÷à 4. Ìîæåò ëè óðàâíåíèå 1 + a1z + a2z
2 + . . . = 0 ïðè óñëîâèè, ÷òî |an| ≤ 1 äëÿ âñåõ

n ∈ N, èìåòü êîðåíü, ìîäóëü êîòîðîãî ìåíüøå 1/2 ?

Çàäà÷à 5. Ðåøèòü óðàâíåíèå cos7 x− sin7 x = 1.

Çàäà÷à 6. ×åðåç òî÷êó êàñàíèÿ äâóõ côåð ïðîâåäåíà ñåêóùàÿ ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ

ñôåðû â òî÷êàõ A è B ñîîòâåòñòâåííî. Áóäóò ëè êàñàòåëüíûå ïëîñêîñòè, ïðîâåä�eííûå ê

ñôåðàì â òî÷êàõ A è B, ïàðàëëåëüíû?

Çàäà÷à 7. Ðåøèòü óðàâíåíèå y′′ − exy = y3 ïðè óñëîâèÿõ 0 ≤ x ≤ 1, y(0) = y(1) = 0.
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12 ìàÿ 2016

Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü, ÷òî
b− a

b
<

b∫
a

dx

x
<

b− a

a
, åñëè 0 < a < b.

Çàäà÷à 2. Ðàçäåëèòü ïàðàëëåëîãðàìì íà òðè ðàâíîâåëèêèå ÷àñòè ïðÿìûìè, âûõîäÿùèìè

èç îäíîé âåðøèíû.

Çàäà÷à 3. Ôóíêöèÿ y(x) íà [a; b] óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ: yy′ = 1 + x2 + y4. Äîêàçàòü,

÷òî b− a < π/4.

Çàäà÷à 4. Íàéòè ïðåäåë lim
n→∞

1
n

exp

n∫
1

ln[x]dx.

Çäåñü [x] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x, ò.å. [x] = max
(
Z ∩ (−∞;x]

)
.

Çàäà÷à 5. Ðåøèòü óðàâíåíèå: y′(x)− x

1∫
0

y(sx)ds = 0, y(0) = 1.

Çàäà÷à 6. Íàéòè ñóììó êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà f(x) = (x10−x−1)2016+(x9−x+1)2016

ïðè ÷�åòíûõ ñòåïåíÿõ x.

Çàäà÷à 7. X2 − 7X =
(

0 12,25
24,5 0

)
.
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21 àïðåëÿ 2015
Çàäà÷à 1. Ñóùåñòâóåò ëè ìàòðèöà X òàêàÿ, ÷òî X + SX + XS = A, ãäå S2 = 0 ?

Çàäà÷à 2. Èçîáðàçèòü íà ïëîñêîñòè ìíîæåñòâî òî÷åê (a, b), äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå
ñèñòåìû ñ íåîòðèöàòåëüíûìè x, y : { 2x + y = a

x + y = b2.

Çàäà÷à 3. Òî÷êà M(x, y, z) ïðèíàäëåæèò ýëëèïñîèäó
x2

5
+

y2

5/9
+

z2

5
= 1. Êàêèå çíà÷åíèÿ

ìîæåò ïðèíèìàòü ñóììà x + 3y + z ?

Çàäà÷à 4. Ïóñòü ôóíêöèÿ f èìååò êîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå x; ïóñòü k ∈ N. Íàéòè

ïðåäåë lim
n→∞

(
f
(1 + xnk

nk

)
− f(x)

)
n.

Çàäà÷à 5. Êàêîé íàèáîëüøèé óãîë ìîãóò îáðàçîâàòü ìåæäó ñîáîé âåêòîðà ~a = (x,−y, 3) è
~b = (y, x,−1), ãäå x, y ∈ R ?

Çàäà÷à 6. Ïóñòü f îïðåäåëåíà è äèôôåðåíöèðóåìà íà [1,+∞), f(1) = 1, |f(x)| 6 1/x.
Äîêàçàòü, ÷òî ïðè íåêîòîðîì xo f ′(xo) = −x−2

o .

Çàäà÷à 7. Âû÷èñëèòü

1∫
−1

dx

1 + etg x
.
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16 àïðåëÿ 2014
Çàäà÷à 1. Íàéòè îòíîøåíèå

1 + e−2/3 + e−4/5 + e−6/7 + . . .

1/2 + e−2/4 + e−4/6 + e−6/8 + . . .

Çàäà÷à 2. Ðåøèòü óðàâíåíèå

1 +
(∫ x

0
y(t)dt

)2

= y(x)

Çàäà÷à 3. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ïàð (x, y) öåëûõ ÷èñåë óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

n∏
k=0

(
1− (x− 5k − 1)2 − y2

)(
1− (x− 5k − 3)2 − y2

)
= 0 ?

Çàäà÷à 4. Äîêàçàòü èëè îïðîâåðãíóòü óòâåðæäåíèå: ½â ñå÷åíèè íåêîòîðîé ïëîñêîñòüþ

ïîâåðõíîñòè êóáà ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ ïðàâèëüíûé ïÿòèóãîëüíèê�.

Çàäà÷à 5. Èçîáðàçèòü íà ïëîñêîñòè kOp ìíîæåñòâî òî÷åê (k; p) òàêèõ, ÷òî ïðÿìàÿ y = kx
íå ïåðåñåêàåò ïàðàáîëó p2x2 + y + 1 = 0.

Çàäà÷à 6. Èçâåñòíî, ÷òî òðè ðàçëè÷íûõ êîðíÿ óðàâíåíèÿ x5 + px + q = 0 äåéñòâèòåëüíû.

×òî ìîæíî ñêàçàòü î çíàêå êîýôôèöèåíòà p ?

Çàäà÷à 7. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì ðàñïîëîæåíèè 7 òî÷åê â ïðÿìîóãîëüíèêå 3×4 íàéä�åòñÿ
êðóã ðàäèóñà 6/5, íàêðûâàþùèé õîòÿ áû äâå èç äàííûõ òî÷åê.
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23 àïðåëÿ 2013
Çàäà÷à 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà íà [0; 1] è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:
f ′(1) < 2f(1), f ′′(x) > 0 ∀x ∈ (0; 1). Äîêàçàòü:

∫ 1
0 f(x)dx > 0.

Çàäà÷à 2. Äîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå x6 − 6x − C = 0 èìååò íå áîëåå äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ

êîðíåé.

Çàäà÷à 3. Äîêàçàòü, ÷òî íà îêðóæíîñòè, öåíòð êîòîðîé èìååò èððàöèîíàëüíûå êîîðäèíàòû,

íå ñóùåñòâóåò òð�åõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê ñ ðàöèîíàëüíûìè êîîðäèíàòàìè.

Çàäà÷à 4. Êàêîâà òî÷íàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà äëÿ ñóììû s êîñèíóñîâ äâóãðàííûõ óãëîâ ïðîèçâîëüíîãî
òåòðàýäðà?

Çàäà÷à 5. Ïðè êàêèõ p, q ∈ R ñõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü: x0 = p, xn = 1+qxn−1 ∀n ∈ N ?

Â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà íàéòè åãî.

Çàäà÷à 6. Íàéòè âñå ïàðû äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë x, y, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó y2 +
y3 + 4

√
y3 − x2 − 3xy ≤ 5xy.

Çàäà÷à 7. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ f3(x)+2f(x)−x = 0. Âû÷èñëèòü
èíòåãðàë S =

∫ 3
0 f(x)dx.
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11 îêòÿáðÿ 2011
Çàäà÷à 1. Ñóùåñòâóåò ëè öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà 3× 3 ñ îïðåäåëèòåëåì, ðàâíûì

1, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå áîëüøå 1000 ?

Çàäà÷à 2. Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

{
y′ = y2 + z
z′ = z2 + y

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì y(0) = z(0) = 1.

Çàäà÷à 3. Ñóùåñòâóåò ëè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå òðåóãîëüíèê ñ ïëîùàäüþ
√

3, âåðøèíû
êîòîðîãî èìåþò öåëî÷èñëåííûå êîîðäèíàòû ?

Çàäà÷à 4. Èçâåñòíî, ÷òî ôóíêöèÿ y(x) = e(1− 3√2)x ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî

äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Íàéòè õîòÿ áû

îäíî òàêîå óðàâíåíèå.

Çàäà÷à 5. Èçîáðàçèòü ìíîæåñòâî òî÷åê íà ïëîñêîñòè, êîîðäèíàòû x, y êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò

ñîîòíîøåíèþ lim
n→∞

x2n − |y|n

x2n + |y|n
< 0.

Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

x(x + 1)(x + 2) . . . (x + n) = 1 ìåíüøå, ÷åì 1/n!

Çàäà÷à 7. Íàéòè íåïðåðûâíóþ êóñî÷íî-ãëàäêóþ ôóíêöèþ, äëÿ êîòîðîé èíòåãðàë

∫ 3

−3

√
1 + (y′)2dx

ïðèíèìàåò min çíà÷åíèå, åñëè: y(±3) = 0; y(x) ≥ 1 ïðè |x| ≤ 1.
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30 ñåíòÿáðÿ 2010

Çàäà÷à 1. Ðåøèòü óðàâíåíèå X2011 = X, ãäå X =
(

0 x
y 0

)
,

x, y ∈ R, x 6= 0, y 6= 0.

Çàäà÷à 2. Íà ïëîñêîñòè Π äàíû òî÷êè A è B. Äâà øàðà SA è SB êàñàþòñÿ Π â òî÷êàõ A è

B è êàñàþòñÿ ìåæäó ñîáîé â òî÷êå M . Äëÿ âñåõ òàêèõ ïàð øàðîâ (SA, SB) íàéòè ìíîæåñòâî
òî÷åê M â ïðîñòðàíñòâå.

Çàäà÷à 3. Íàéòè

lim
n→∞

n
( 1

n2 + 12
+

1
n2 + 22

+ . . . +
1

n2 + n2

)
Çàäà÷à 4. Íàéòè äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ f(x) ïðè |x| < 1, åñëè:

df(sin t)
dt

= − sin 2t, f(sin t) + f(cos t) = 1.

Çàäà÷à 5. Èññëåäîâàòü ðÿä
∑∞

n=0 an íà ñõîäèìîñòü, åñëè a0 = a 6= 0, è äëÿ n > 0 :

an =
1

a0 + a1 + . . . + an−1
.

Çàäà÷à 6. ×òî ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì îêðóæíîñòè x2 + y2 = y/3 ïðè îòîáðàæåíèè w = 1/z,
z = x + iy, w = u + iv ?

Çàäà÷à 7. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè: xy′′ − y′ − x2yy′ = 0, y(1) = 0, y′(1) = 2.
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2 îêòÿáðÿ 2009
Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ m 6= 1 6= n õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë m

√
n,

n
√

m íå ïðåâîñõîäèò
3
√

3.

Çàäà÷à 2. Äëèíà âåêòîðà, ðàâíîãî ñóììå 10 äàííûõ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ, áîëüøå äëèíû

ñóììû ëþáûõ äåâÿòè èç íèõ. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò îñü, íà êîòîðóþ ïðîåêöèÿ êàæäîãî

èç äàííûõ 10 âåêòîðîâ ïîëîæèòåëüíà.

Çàäà÷à 3. Ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà [a; b], äèôôåðåíöèðóåìà íà (a; b) è f(a) = f(b) = 0.
Äîêàçàòü, ÷òî íàéä�åòñÿ òàêàÿ òî÷êà c ∈ (a; b), ÷òî f(c) = f ′(c).

Çàäà÷à 4. Ñóùåñòâóåò ëè 4-óãîëüíàÿ ïèðàìèäà, äâå ïðîòèâîëåæàùèå áîêîâûå ãðàíè êîòîðîé

ïðåïåíäèêóëÿðíû ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ ïèðàìèäû?

Çàäà÷à 5. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà òàêèìè ðàâåíñòâàìè:

a1 = 2, a2 = 1;
2
an

=
1

an−1
+

1
an+1

, n ≥ 2.

Íàéòè lim
n→∞

an.

Çàäà÷à 6. Íàéòè âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z, óäîâëåòâîðÿþùåãî

óñëîâèþ

∣∣∣z +
1
z

∣∣∣ = √
2.

Çàäà÷à 7. Íàéòè âñå ðåøåíèÿ áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

x
(
1− 1

2n

)
+ y
(
1− 1

2n+1

)
+ z
(
1− 1

2n+2

)
= 0, n = 1, 2, 3, . . .
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24 ñåíòÿáðÿ 2007
Çàäà÷à 1. Ìîæíî ëè èçìåíèòü ïîðÿäîê ïåðåõîäà ê ïðåäåëó â âûðàæåíèè:

lim
x→ 0

[
lim

n→∞

(
n∏

k=1

cos
x

2k

)]
?

Çàäà÷à 2. ×åìó ðàâíî ÷èñëî k â ðàâåíñòâå:
4∑

i=1
p(zi) = kp(s), åñëè èçâåñòíî, ÷òî:

1) p(z) = z2 + az + b, z, s, a, b ∈ C;
2) òî÷êè, èçîáðàæàþùèå ÷èñëà
z1, . . ., z4 ∈ C, ðàñïîëîæåíû â âåðøèíàõ êâàäðàòà ñ öåíòðîì â òî÷êå s.

Çàäà÷à 3. Ðåøèòü óðàâíåíèå:

√
x2 + y2 + z2 − 2y + 6z + 10 +

√
x2 + y2 + z2 − 4x− 8y − 6z + 29 = 7, x, y, z ∈ R.

Çàäà÷à 4. Êàê âûáðàòü òî÷êó C íà ãðàôèêå ñòðîãî âîçðàñòàþùåé äèôôåðåíöèðóåìîé

ôóíêöèè f , ÷òîáû ñóììà ïëîùàäåé ôèãóð, ëåæàùèõ ìåæäó ãðàôèêîì è ãîðèçîíòàëüíîé

ïðÿìîé, ïðîâåä�åííîé ÷åðåç C, áûëà íàèìåíüøåé?

Çàäà÷à 5. Íàéòè âñå x ∈ R, ïðè êîòîðûõ ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑
i=1

(
1− esin(kx)

)
arctg(kx).

Çàäà÷à 6. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óðàâíåíèå ax4 + bx3 + cx2 + dx + e = 0 èìåëî äåéñòâèòåëüíûé

êîðåíü, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû óðàâíåíèå ax2+(c−b)x+e−d = 0 èìåëî äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü,
áîëüøèé 1. Äîêàçàòü.

Çàäà÷à 7. Ðåøèòü óðàâíåíèå:

x∫
0

(x− t)y(t)dt = 2x +

x∫
0

y(t)dt.
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18 îêòÿáðÿ 2006
Çàäà÷à 1. Ïóñòü C � öåíòð ðàâíîñòîðîííåé ãèïåðáîëû íà ïëîñêîñòè, S � ìíîæåñòâî òî÷åê

ïëîñêîñòè, ñèììåòðè÷íûõ òî÷êå C îòíîñèòåëüíî êàñàòåëüíûõ, ïðîâåä�eííûõ â êàæäîé òî÷êå

ãèïåðáîëû. Íàéòè óðàâíåíèå ëèíèè L, ìíîæåñòâî òî÷åê êîòîðîé ñîñòîèò èç òî÷êè C è

ìíîæåñòâà S. Ïîëüçóÿñü ýòèì óðàâíåíèåì, ïîñòðîèòü L.

Çàäà÷à 2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè f(x) > 0, f ′(x) < 0 íà [0; 1], òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

1∫
0

xnf(x)dx ≤ 1
n + 1

1∫
0

f(x)dx, n ∈ N.

Çàäà÷à 3. Íàéòè x èç óðàâíåíèÿ:

∞∑
n=0

(−1)n+1πn

n!
cos
(
π
(
x +

n

2
))

= 1.

Çàäà÷à 4. Äîêàçàòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ôóíêöèè y(x), íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé íà

èíòåðâàëå (α;β), âêëþ÷àþùåì èíòåðâàë (0;π/2), è óäîâëåòâîðÿþùåé íà (α;β) óðàâíåíèþ:

y′ = (2 + sinx) · y2 +
2x + 4
x + 1

.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü D � îäíîñâÿçíîå êâàäðèðóåìîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â R2 ñ èçâåñòíîé

ïëîùàäüþ S, ñèììåòðè÷íîå îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = x. Äëÿ ôóíêöèè f : D → R, íåïðåðûâíîé
è ïîëîæèòåëüíîé â D, âû÷èñëèòü èíòåãðàë:∫∫

D

f(x, y)
f(x, y) + f(y, x)

dx dy.

Çàäà÷à 6. Íàéòè âñå íåïðåðûâíûå íà R ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèþ:

f(x + y) = f(x) + f(y) + xy(x + y), ∀x, y ∈ R.

Çàìå÷àíèå: Âñå íåïðåðûâíûå íà R ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèþ Êîøè: f(x +
y) = f(x) + f(y), ∀x, y ∈ R, èìåþò âèä: f(x) = cx, c = const.

Çàäà÷à 7. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an, n ≥ 1} äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ðÿä

∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ,

è an =
∞∑

k=n+1

ak, ∀n ≥ 1. Íàéòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an, n ≥ 1}.
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Çàäà÷à 1. Íàéòè y(x) èç óðàâíåíèÿ y(y′′ + y′) = (y′)2(xy2 − 1),
y(0) = y′(0) = 1.

Çàäà÷à 2. Íàéòè âñå ÷èñëà λ > 0 è ðåøåíèÿ ϕ(x) /≡ 0, x ∈ R, äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ ϕ′′(x) + λϕ(x) = 0, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì:

ϕ′(0) = 0, ϕ(0) = (1− λ)
∫ π

0
ϕ(t) sin t dt.

Çàäà÷à 3. Òî÷êà M(x; y; z) äâèæåòñÿ ïî çàêîíó: x′t = z − y, y′t = x − z, z′t = y − x. Íàéòè
òðàåêòîðèþ òî÷êè M , åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò M(0) = (1;−1; 1).

Çàäà÷à 4. Âû÷èñëèòü

π∫
−π

( ∞∑
n=1

sin2 nx

4n2 − 1

)
dx.

Çàäà÷à 5. Íàéòè ñóììó ðÿäà S =
∞∑

k=1

(−1)k−1

f (2k−1)(0)
, ãäå f(x) = x · e−x.

Çàäà÷à 6. Íàéòè x èç óðàâíåíèÿ

∞∑
n=1

(−1)n−1an cos nx

n
= 0,

ãäå −1 < a < 1.

Çàäà÷à 7. Íàéòè ñðåäíåå çíà÷åíèå êâàäðàòà ðàññòîÿíèÿ òî÷êè êðóãà x2 + y2 ≤ 2(x + y) äî
íà÷àëà êîîðäèíàò.

Çàäà÷à 8. Íàéòè íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ f(x), åñëè èçâåñòíî, ÷òî

(2x0,y0)∫
(x0,y0)

f
(y

x

)ydx− xdy

x2
= −

( y0

x0

)2
, (x0 6= 0).

Çàäà÷à 9. Èçîáðàçèòü íà ïëîñêîñòè Oab = R2 ìíîæåñòâî òî÷åê (a; b), äëÿ êîòîðûõ èìååò

ðåøåíèå óðàâíåíèå ( i cos x + sinx

cos x + i sin x

)n
= a + bi (n ∈ N),

è íàéòè ýòî ðåøåíèå.

Çàäà÷à 10. Òî÷êà (α;β) ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â êâàäðàòå |α| ≤ 1, |β| ≤ 1. Îïðåäåëèòü
ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòà p êâàäðàòíîãî òð�åõ÷ëåíà x2 +px+
q = (x− α)(x− β).

Çàäà÷à 11. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç N, ïðè÷�åì âåðîÿòíîñòè P (ξ =
n) = 2−n. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå, ìàòîæèäàíèå è äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η = cos πξ

2 .
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