
Çàäà÷è ñòóäåí÷åñêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îëèìïèàä
Ðÿçàíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî ðàäèîòåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà (ÐÃÐÒÓ)

ñ 2016 ãîäà
(â îáðàòíîì õðîíîëîãè÷åñêîì ïîðÿäêå)

25 ìàðòà 2017 (ìåæðåãèîíàëüíàÿ)

Çàäà÷à 1. Ïóñòü n ∈ N, ak = 1/Ckn, bk = 2k−n, ãäå Ckn = n!/k!(n− k)! � ÷èñëî ñî÷åòàíèé èç
n ïî k. Äoêàçàòü, ÷òî

a1 − b1
1

+
a2 − b2

2
+ . . .+

an − bn
n

= 0.

Çàäà÷à 2. Ñóùåñòâóåò ëè íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f : R 7→ R òàêàÿ, ÷òî
äëÿ ëþáîãî x ∈ R âûïîëíåíî f(x) > 0 è f ′(x) = f(f(x)) ?

Çàäà÷à 3. Ïóñòü z1 = i, z2 = 1 + i, z3 = 1− i. Íàéòè êðèâóþ, çàäàâàåìóþ óðàâíåíèåì∣∣∣∣∣∣∣∣
|z|2 z z̄ 1
|z1|2 z1 z̄1 1
|z2|2 z2 z̄2 1
|z3|2 z3 z̄3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà äëÿ ëþáîãî x ∈ R. Ìîæåò ëè f ′ èìåòü
ðàçðûâû à) 1-ãî, á) 2-ãî ðîäà?

Çàäà÷à 5. Ïóñòü A =

(
3 2
−4 −3

)
. Íàéòè expA.

Çàäà÷à 6. Íàéòè òî÷êè ýêñòðåìóìà f(x) = 2x4 − 3x2 +
√

2x− 1.

Çàäà÷à 7. Âû÷èñëèòü In =
π∫
0

sinnx

sinx
dx.

Çàäà÷à 8. Âû÷èñëèòü lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

ln
k

n
.

Çàäà÷à 9. Ïðåäñòàâèòü ôóíêöèþ f(x) = (chx)sinx ôîðìóëîé Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè 0 c
òî÷íîñòüþ äî 5-é ñòåïåíè.

Çàäà÷à 10. Ðåøèòü óðàâíåíèå
2016∑
k=0

zk = 0.

Çàäà÷à 11. Ïðåäëîæèòü ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ xy′′ = y
(
x(lnx+ 1)2 + 1

)
,

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ y(1) = 2017.

Çàäà÷à 12. Õëàäíîêðîâíûé ñòðåëîê ïðè êàæäîì âûñòðåëå ïîïàäàåò â ìèøåíü ñ âåðîÿò-
íîñòüþ p. Ýìîöèîíàëüíûé ñòðåëîê ïðè ïåðâîì âûñòðåëå ïîïàäàåò ñ âåðîÿòíîñòüþ p, íî â
ñëó÷àå ïîïàäàíèÿ âåðîÿòíîñòü ïðè ñëåäóþùåì âûñòðåëå âîçðàñòàåò íà d, à â ñëó÷àå ïðîìàõà
âåðîÿòíîñòü ïðè ñëåäóþùåì âûñòðåëå ñíèæàåòñÿ íà d. Íàéòè p, ïðè êîòîðîì ìàòåìàòè÷å-
ñêîå îæèäàíèå Mi ÷èñëà ïîïàäàíèé ïðè 3 âûñòðåëàõ äëÿ îáîèõ ñïîðòñìåíîâ îäèíàêîâî.
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9 àïðåëÿ 2016 (ìåæðåãèîíàëüíàÿ)

Çàäà÷à 1. Âû÷èñëèòü sin4 π

16
+ sin4 3π

16
+ sin4 5π

16
+ sin4 7π

16
.

Çàäà÷à 2. Ïóñòü êâàäðàòíûå ìàòðèöû èç äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë A è B òàêèå, ÷òî

A−1 +B−1 = (A+B)−1.

1) Ïðåäëîæèòü ìàòðèöû A è B, óäîâëåòâîðÿþùèå ýòîìó óðàâíåíèþ;
2) Äîêàçàòü, ÷òî detA = detB.

Çàäà÷à 3. Äîêàçàòü, ÷òî
∞∑
n=1

1√
n(n+ 1)

< 2.

Çàäà÷à 4. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) = ex cosx ïî ôîðìóëå Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè
x = 0. Ðàññ÷èòàòü êîýôôèöèåíò a2016 ïðè x

2016.

Çàäà÷à 5. Íàéòè ïðåäåëû: à) lim
x→0

(
3x+x

)1/ sinx
; á) lim

x→0

(
1+tg2 x

)1/ ln cosx
; â) lim

x→0

arcsinx− arctg x

x3
.

Çàäà÷à 6. Äàí ýëëèïñ
x2

25
+
y2

9
= 1.

1) Ïðåäëîæèòü óðàâíåíèå ãèïåðáîëû, èìåþùåå òàêèå æå êîîðäèíàòû ôîêóñîâ;
2) Ïîêàçàòü, ÷òî òàêèõ ãèïåðáîë áåñêîíå÷íî ìíîãî;
3) Ïîêàçàòü, ÷òî ýòè ãèïåðáîëû îðòîãîíàëüíû äàííîìó ýëëèïñó.

Çàäà÷à 7. Íàéòè âñå êîðíè óðàâíåíèÿ z2016 = 20162016.

Çàäà÷à 8. Íàêàíóíå Ðèî-äå-Æàíåéðî-2016 ðåøåíî ïðîâåðèòü âñåõ ñïîðòñìåíîâ íà óïî-
òðåáëåíèå ìåëüäîíèÿ. Ñîâðåìåííûå ìåòîäû ïîçâîëÿþò îáíàðóæèòü ìåëüäîíèé, äàæå åñëè
àíàëèçèðóåòñÿ ñìåñü ïðîá íåñêîëüêèõ ñïîðòñìåíîâ. Ïîýòîìó, ÷òîáû óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî
ïðîá è ðàñõîäû, áûëî ïðåäëîæåíî ñìåøèâàòü ïðîáû k ñïîðòñìåíîâ, è åñëè ïðîáà äàëà
îòðèöàòåëüíûé ðåçóëüòàò, òî âñå ñïîðòñìåíû äîïóùåíû ê ñîðåâíîâàíèÿì. Åñëè æå ðåçóëü-
òàò äîïèíã-ïðîáû ïîëîæèòåëüíûé, áåð�åòñÿ åù�å ïî ïðîáå ó êàæäîãî. Íàéòè îïòèìàëüíóþ
÷èñëåííîñòü ãðóïïû k, åñëè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñïîðòñìåí ïðèíèìàë ìåëüäîíèé 1/4.
Ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëî ñïîðòñìåíîâ äîñòàòî÷íî âåëèêî.

Çàäà÷à 9. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a ïðåäåë lim
x→0

a tg(x/a) + sinx− 2x

x5
áóäåò êî-

íå÷íûì è íåíóëåâûì? Íàéòè ýòîò ïðåäåë.

Çàäà÷à 10. Íàéòè ïðîèçâîäíûå
∂z

∂x
,
∂z

∂y
, åñëè1 z =

√
x2 + y2 ln

z√
x2 + y2

.

Çàäà÷à 11. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü ôèãóðû, çàäàííîé óñëîâèÿìè: x2 +y2 ≤ 25, |y| ≤ 5−
√
|x|.

1Ýòî ½çàäà÷à-ëîâóøêa�: íåÿâíî çàäàííàÿ ôóíêöèÿ íå èìååò òî÷åê ñóùåñòâîâàíèÿ. Åñëè ñòóäåíòû óêàçàëè

â ðåøåíèè, ÷òî ôóíêöèÿ íå ñóùåñòâóåò, òî îíè ïîëó÷àþò äîïîëíèòåëüíûå áàëëû çà çàäà÷ó.
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Çàäà÷à 12. Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû:

a)

4π∫
0

x sign sinx dx; á)

4π∫
0

x[cosx]dx; â)

π∫
0

[x]sign tg x dx.

Çäåñü [a] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà a, sign b � çíàê ÷èñëà b.

Çàäà÷à 13. 1. Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) =
1

x+ 1
óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâ-

íåíèþ f(x)f(y f(x)) = f(x+ y) äëÿ ëþáûõ x, y ∈ [0,+∞).
2. Íàéòè âñå äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè f : [0,+∞) 7→ [0,+∞), óäîâëåòâîðÿþùèå äàí-
íîìó ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ äëÿ ëþáûõ x, y ∈ [0,+∞).

Çàäà÷à 14. Ðåøèòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå x3(xy)′′ − 4x2y′ + 3y = 0. Óêàçàíèå:
èñïîëüçîâàòü çàìåíó t = 1/x.

Çàäà÷à 15. Ñáîðíàÿ Ðîññèè ïî ôóòáîëó íàñ÷èòûâàåò 28 ÷åëîâåê, êàæäûé èç êîòîðûõ
ÿâëÿåòñÿ ðûöàðåì (âñåãäà ãîâîðèò ïðàâäó) èëè ëæåöîì (âñåãäà ëæ�åò). Âî âðåìÿ ïðåññ-
êîíôåðåíöèè ó êàæäîãî ñïðîñèëè, ñêîëüêî â ñáîðíîé ðûöàðåé. 1-é ñêàçàë: ½×èñëî ðûöàðåé
� äåëèòåëü 1�. 2-é ñêàçàë: ½Êîëè÷åñòâî ðûöàðåé � äåëèòåëü 2� è ò. ä. äî 28-ãî, êîòîðûé ñêà-
çàë: ½Êîëè÷åñòâî ðûöàðåé � äåëèòåëü 28�. Îïðåäåëèòå, ñêîëüêî â ñáîðíîé Ðîññèè ðûöàðåé.
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