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Àïðåëü 2016

Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü ðàâåíñòâî tg20o − tg 40o + tg 80o = 3
√

3.

Çàäà÷à 2. Íàéòè íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè

f(x, y) =
(√

x2 + 3− x + y
)2

+
(√

y2 + 3− y + x
)2

ïðè x, y ∈ R.

Çàäà÷à 3. Äàíà ôóíêöèÿ f(x), îïðåäåë�åííàÿ íà [0,+∞), íåïðåðûâíàÿ, ïîëîæèòåëüíàÿ è

ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ, ïðè÷�åì
∞∫
0

f(x)dx ñõîäèòñÿ. Äîêàçàòü, ÷òî lim
x→∞

x f(x) = 0.

Çàäà÷à 4. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ Φ(t) =
1∫
0

e−xdx√
|x− t|

íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [0, 1].

Çàäà÷à 5. Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òðè ñëó÷àéíî âûáðàííûå òî÷êè íà ïëîñêîñòè

íå ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà.

Çàäà÷à 6. Ïðîíóìåðóåì ãðàíè ïðîèçâîëüíîãî òåòðàýäðà ÷èñëàìè, è ïóñòü ϕij , i 6= j �

âíóòðåííèé äâóãðàííûé óãîë, îáðàçîâàííûé ãðàíÿìè ñ íîìåðàìè i, j. Äîêàçàòü, ÷òî∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 cos ϕ12 cos ϕ13 cos ϕ14

cos ϕ12 −1 cos ϕ23 cos ϕ24

cos ϕ13 cos ϕ23 −1 cos ϕ34

cos ϕ14 cos ϕ24 cos ϕ34 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Çàäà÷à 7. Ìàòðèöó A ðàçìåðà (2n+1)× (2n+1), n ∈ N, äâà èãðîêà ïî î÷åðåäè çàïîëíÿþò
ëþáûìè íå ïîâòîðÿþùèìèñÿ äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè. Äîêàçàòü, ÷òî íà÷èíàþùèé âñåãäà

ìîæåò äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòåëü |A| ñòàë ðàâåí íóëþ.
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Àïðåëü 2015

Çàäà÷à 1. Åñëè f(x) íåïðåðûâíà íà [0, 1], b > a > 0, òî ÷åìó ðàâåí lim
ε→+0

∫ bε

aε

f(x)dx

x
?

Çàäà÷à 2. Íàéòè óðàâíåíèå êðèâîé, êîòîðóþ îïèñûâàåò îñíîâàíèå âûñîòû, îïóùåííîé èç

âåðøèíû ïðÿìîãî óãëà íà îòðåçîê äëèíû 2a, êîíöû êîòîðîãî ñêîëüçÿò ïî ñòîðîíàì äàííîãî

óãëà.

Çàäà÷à 3. Íàéäèòå âñå äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé,

äëÿ êîòîðûõ ïðè ëþáûõ âåùåñòâåííîì x è öåëîì ïîëîæèòåëüíîì n âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

f ′(x) =
f(x + n)− f(x)

n
.

Çàäà÷à 4. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî ïðÿìàÿ, íàóäà÷ó áðîøåííàÿ íà ïëîñêîñòü è ïåðåñåêàþùàÿ

îêðóæíîñòü ðàäèóñà r = 10, ïåðåñå÷åò îòðåçîê äëèíû 2l = 4, ëåæàùèé íà äèàìåòðå ñèììåòðè÷íî
îòíîñèòåëüíî öåíòðà îêðóæíîñòè.

Çàäà÷à 5. Äàíî y(0) = 0 è y′ =
1
2

(
sin2(xy+1)+

1 + 2
√

xy

1 + x + y

)
. Äîêàçàòü, ÷òî ãðàôèê y = y(x)

ëåæèò â I ÷åòâåðòè ìåæäó ïðÿìûìè y = 0 è y = x.

Çàäà÷à 6. Êàñàòåëüíûå ê ïàðàáîëå y2 = 2px â òî÷êàõ A, B, C îáðàçóþò òðåóãîëüíèê KLM .

Äîêàçàòü, ÷òî ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC â äâà ðàçà áîëüøå ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà KLM .

Çàäà÷à 7. Çíàÿ, ÷òî

∫ ∞

0
e−x2

dx =
√

π/2, íàéòè f(y) =
∫ ∞

0
e−x2

cos 2xy dx.
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Íîÿáðü 2011
Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå

1 + 2x2 + 3x3 + . . . + 2010x2010 = 2011x2011

èìååò åäèíñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü.

Çàäà÷à 2. Íàéòè ñóììó ðÿäà

∞∑
n=2

ln
(
1− 1

n2

)
.

Çàäà÷à 3. Íàéäèòå âñå ôóíêöèè f(x) òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà g(x) íà âñåé

÷èñëîâîé ïðÿìîé âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî f(g(x)) ≡ g(f(x)).

Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ áû îäíà èç ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, ðàñïîëîæåííîãî â åäèíè÷íîì

êâàäðàòå, íå áîëüøå r =
√

6−
√

2.

Çàäà÷à 5. Â ÷èñëîâîé òàáëèöå 5× 5
11 17 26 19 16
24 10 13 15 3
12 5 14 2 18
23 4 1 8 22
4 20 7 24 9


âûáåðèòå 5 ÷èñåë (ïî îäíîìó èç êàæäîé ñòðîêè è ñòîëáöà) òàê, ÷òîáû ìèíèìàëüíîå èç íèõ

áûëî ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûì. Îáîñíóéòå ïðåäëîæåííûé âûáîð.

Çàäà÷à 6. Ïóñòü f, g : [0; 1] 7→ R � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ ÷èñëà

x, y ∈ [0; 1] òàêèå, ÷òî |xy − f(x)− g(y)| ≥ 1/4.

Çàäà÷à 7. Êëàä çàðûò íà íåîáèòàåìîì îñòðîâå, òàì ðàñò�åò âñåãî äâå ïàëüìû: ìàëåíüêàÿ

è áîëüøàÿ íà ðàññòîÿíèè 400 ì äðóã îò äðóãà. Ðàññòîÿíèå îò êëàäà äî ìàëåíüêîé ïàëüìû

â òðè ðàçà áîëüøå, ÷åì äî áîëüøîé. Êàêîâà L � äëèíà òðàíøåè, êîòîðóþ íàäî âûðûòü,

÷òîáû íàéòè êëàä ?

Çàäà÷à 8. Íàéòè íàèìåíüøóþ äëèíó îòðåçêà, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç òî÷êó M(1; 5
√

5), êîíöû
êîòîðîãî ëåæàò: îäèí � íà ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñèOy, à äðóãîé íà ïîëîæèòåëüíîì
íàïðàâëåíèè îñè Ox.

Çàäà÷à 9. Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ôóíêöèè f(x), îïðåäåë�åííîé íà ìíîæåñòâå âåùåñòâåííûõ
÷èñåë, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

f(f(x)) = x2 − 1.

Çàäà÷à 10. Íàéòè èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ óðàâíåíèÿ y′′ + ky = 0, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òo÷êó

M(xo, yo) è êàñàþùóþñÿ â ýòîé òî÷êå ïðÿìîé

` = {y − yo = a(x− xo)}.
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Íîÿáðü 2010
Çàäà÷à 1. Èç ÷èñåë 1, 2, . . . , 2010 âûáðàëè 1006 øò. Äîêàæèòå, ÷òî îäíî èç âûáðàííûõ

÷èñåë äåëèòñÿ íà äðóãîå.

Çàäà÷à 2. Íàéäèòå âñå âåùåñòâåííûå ôóíêöèè f(P ), îïðåäåë�åííûå íà ïëîñêîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèå
óñëîâèþ: åñëè A, B, C � âåðøèíû ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà, òî f(A)+f(B)+f(C) = 0.

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

T (x) =
n∑

k=1

ak cos(kx), ak ∈ R,

èìååò áîëüøå îäíîãî êîðíÿ íà [0; 2π].

Çàäà÷à 4. Ðåøèòå óðàâíåíèå Xn = E, ãäå X =
(

a b
−b a

)
, E =

(
1 0
0 1

)
.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü x > 0 èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî, y = 1/x. Äîêàæèòå, ÷òî ∀ N ∈ N ìåæäó N
è N + 1 åñòü â òî÷íîñòè îäíî ÷èñëî èç îäíîé èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

(1 + x), 2(1 + x), 3(1 + x), . . . ; (1 + y), 2(1 + y), 3(1 + y), . . .

Çàäà÷à 6. Ïëîñêàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé

âûïóêëîé îáëàñòè. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ëþáàÿ ïðîåêöèÿ çàìêíóòîé ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé

âûïóêëà, òî ñàìà êðèâàÿ ïëîñêàÿ.

Çàäà÷à 7. Ïóñòü ðÿä
∞∑
i=1

ui ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè ñõîäèòñÿ.

Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä
∞∑
i=1

ui

ri
ðàñõîäèòñÿ (rn =

∞∑
k=n

uk).

Çàäà÷à 8. Ïóñòü P (x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè âûøå 1, íå èìåþùèé êðàòíûõ êîðíåé. Íàéäèòå

ñóììó âåëè÷èí, îáðàòíûõ ðàçíîñòÿì ìåæäó âñåâîçìîæíûìè êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà P è âñåâîçìîæíûìè

êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà P ′.
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Íîÿáðü 2009

Çàäà÷à 1. Ðåøèòü ñèñòåìó:


(~x,~c)~b = (~x,~b)~c
(~b,~c, ~x) = 1
~b× ~c 6= ~0

Çàäà÷à 2. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû n× n:

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 1 · · · 1 1
1 0 1 · · · 1 1
1 1 0 · · · 1 1
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
1 1 1 · · · 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Çàäà÷à 3. Ïóñòü Ω ⊂ R2 � âûïóêëàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé, ïðè÷�åì | ~MN | < 1 äëÿ

ëþáûõ M , N ∈ Ω. Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü Ω íå ïðåâîñõîäèò π/4.

Çàäà÷à 4. Ôóíêöèÿ f ∈ C2(R) îãðàíè÷åíà. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò x0 òàêîå, ÷òî f ′′(x0) =
0.

Çàäà÷à 5. Îäèíàêîâûå êèðïè÷è äëèíû L êëàäóò äðóã íà äðóãà áåç ðàñòâîðà. Êàêîé äëèíû

íàâåñ ìîæíî ïîëó÷èòü òàêèì îáðàçîì?

Çàäà÷à 6. Èçâåñòíî, ÷òî

+∞∫
0

e−x2
dx =

√
π

2
. Âû÷èñëèòü

+∞∫
0

e−x2
cos αx dx.

Çàäà÷à 7. Â åäèíè÷íîì êâàäðàòå îòìå÷åíî n òî÷åê. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ

n ñóùåñòâóåò ëîìàíàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ýòè òî÷êè, äëèíà êîòîðîé íå ïðåâîñõîäèò 2,5
√

n.

Çàäà÷à 8. Íàéäèòå âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê ìèíèìàëüíîé ïëîùàäè, êîòîðûé ïåðåñåêàåòñÿ

ñ îáåèìè âåòâÿìè ãèïåðáîëû xy = 1 è ñ îáåèìè âåòâÿìè ãèïåðáîëû xy = −1.

Çàäà÷à 9. Ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ F (x, y) óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó F (x, y) + F (y, z) +
F (z, x) = 0. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ g(x), ÷òî F (x, y) ≡ g(x)− g(y).

Çàäà÷à 10. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê ìîæåò ðàñïîëàãàòüñÿ íà îêðóæíîñòè

íà ïëîñêîñòè, öåíòð êîòîðîé íå ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé òî÷êîé? (Òî÷êà íà ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ

ðàöèîíàëüíîé, åñëè ðàöèîíàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ îáå åå êîîðäèíàòû).
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Äåêàáðü 2008
Çàäà÷à 1. Âçàèìíûì ê áàçèñó {e1, e2, e3} íàçûâàåòñÿ áàçèñ:

e∗1 =
e2 × e3

(e1, e2, e3)
, e∗2 =

e3 × e1

(e1, e2, e3)
, e∗3 =

e1 × e2

(e1, e2, e3)
.

Äîêàæèòå, ÷òî e∗∗1 = e1, e∗∗2 = e2, e∗∗3 = e3.

Çàäà÷à 2. ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} âîçðàñòàåò è îãðàíè÷åíà. Äîêàæèòå,

÷òî
∞∑

n=1

(
1− an

an+1

)
< +∞.

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî

∣∣∣∣(sinx

x

)(n)
∣∣∣∣ ≤ 1

n + 1
∀ n ∈ N, x ∈ R, x 6= 0.

Çàäà÷à 4. Ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà [a; b], è äëÿ ëþáûõ x1 < x2 < x3 èç [a; b] âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî ∣∣∣∣∣∣

1 1 1
x1 x2 x3

f(x1) f(x2) f(x3)

∣∣∣∣∣∣ ≥ 0. (1)

Äîêàæèòå, ÷òî

∫ b

a
f(x)dx ≥ f

(a + b

2

)
(b− a).

Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî èç ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñîñòîÿùåé èç 2008 ðàçëè÷íûõ

âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, ìîæíî èçâëå÷ü âîçðàñòàþùóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîäåðæàùóþ

10 ÷èñåë, èëè óáûâàþùóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîäåðæàùóþ 224 ÷èñëà, èëè îáå òàêèå

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Çàäà÷à 6. Íàéäèòå âñå ïàðû ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë (a, b), ïðè êîòîðûõ ñõîäèòñÿ èíòåãðàë∫ +∞

a

(√√
x + a−

√
x−

√√
x−

√
x− b

)
dx.

Çàäà÷à 7. Ïóñòü f(x)� ìíîãî÷ëåí íåíóëåâîãî ïîðÿäêà ñ êîýôôèöèåíòàìè � íàòóðàëüíûìè

÷èñëàìè. Äîêàæèòå, ÷òî f(n) ïðè íàòóðàëüíîì n ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà f(f(n)+1) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà n = 1.

Çàäà÷à 8. Íà ïëîñêîñòè ðàñïîëîæåí ïðàâèëüíûé òåòðàýäð. Ðàç â ìèíóòó îí ïåðåâîðà÷èâàåòñÿ

÷åðåç îäíî èç ð�åáåð, ïðè÷�åì ïåðåâîðîòû ÷åðåç ðàçíûå ð�åáðà ðàâíîâåðîÿòíû. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü

òîãî, ÷òî ÷åðåç n ìèíóò òåòðàýäð áóäåò ëåæàòü íà òîé æå ãðàíè, ÷òî è â íà÷àëå.
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Àïðåëü 2007
Çàäà÷à 1. Íàéäèòå âñå ôóíêöèè, äèôôåðåíöèðóåìûå íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, äëÿ êîòîðûõ

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî f ′(x + y) = f(x)f(y) ïðè ëþáûõ x, y.

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî: sin
√

x <
√

sinx ïðè ëþáûõ 0 < x < π
2 .

Çàäà÷à 3. ×åòûðå êîðàáëÿ A, B, C è D ñ ïîñòîÿííûìè è ðàçëè÷íûìè ñêîðîñòÿìè äâèæóòñÿ

ïðÿìîëèíåéíî è ñ ðàçëè÷íûìè êóðñàìè. Ïÿòü ïàð A è B, B è C, C è D, C è A, B è D
ïðîøëè âïëîòíóþ äðóã îò äðóãà (åñëè ñ÷èòàòü èõ ìàòåðèàëüíûìè òî÷êàìè, òî îíè ïîïàðíî

îäíîâðåìåííî ïðîøëè ÷åðåç îäíó òî÷êó). Äîêàæèòå, ÷òî A è D äîëæíû ïðîéòè âïëîòíóþ

äðóã îò äðóãà. Îêåàí ñ÷èòàòü ïëîñêèì. Òðè ñðàçó íå âñòðå÷àþòñÿ.

Çàäà÷à 4. Hàéäèòå âñå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè

y = f(x), f(0) = 0 òàêèå, ÷òî îáúåìû òåë, ïîëó÷åííûõ âðàùåíèåì âîêðóãOY êðèâîëèíåéíûõ

òðàïåöèé, îãðàíè÷åííûõ ãðàôèêàìè ôóíêöèé x = 0, y = f(t), y = f(x) è y = 0, x = t, y =
f(x) ñîâïàäàþò äëÿ ëþáîãî t > 0.

Çàäà÷à 5. Âû÷èñëèòü
1∫
0

ln(1 + t)
(1 + t2)

dt.

Çàäà÷à 6. Íà ïëîñêîñòè xOy ëåæèò ñôåðà S : x2 + y2 + (z − R)2 = R2. ×åðåç òî÷êó

B(x, y) ∈ R2 è òî÷êó A(0, 0, 2R) ïðîâîäÿò ïðÿìóþ L, êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò S â òî÷êå B′(ýòî
ñòåðåîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ ñôåðû S íà ïëîñêîñòüR2). Äîêàæèòå, ÷òî óãîë ìåæäó ïåðåñåêà-

þùèìèñÿ ïðÿìûìè L1 è L2 íà ïëîñêîñòè ðàâåí óãëó ìåæäó èõ îáðàçàìè L′1 è L′2 íà ñôåðå
S.

Çàäà÷à 7. ÏóñòüX è Y � äâå ñëó÷àéíûå íåçàâèñèìûå âåëè÷èíû, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå

íà (−b, b). Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî óðàâíåíèå t2 + tX + Y = 0 èìååò äåéñòâèòåëüíûå

êîðíè. Íàéòè ïðåäåë ýòîé âåðîÿòíîñòè ïðè b →∞.

Çàäà÷à 8. Íàéäèòå, äëÿ êàêèõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ f(x) òàêàÿ, ÷òî ïåðèìåòð è ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè, îãðàíè÷åííîé

ãðàôèêîì ôóíêöèè f(x) è ïðÿìûìè x = a, x = 0, y = 0 ÷èñëåííî ðàâíû.
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