
Çàäà÷è ñòóäåí÷åñêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îëèìïèàä
ßðîñëàâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà (ßÃÒÓ)

ñ 2012 ãîäà
(â îáðàòíîì õðîíîëîãè÷åñêîì ïîðÿäêå)

4 îêòÿáðÿ 2016 (ìåæäóíàðîäíàÿ)

Çàäà÷à 1. Ïóñòü ìàòðèöà A =


1 2 1 2
4 −1 2 1
0 0 1 3
0 0 1 −1

, E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà 4 ïîðÿäêà. Ïðè

êàêèõ x ∈ R ìàòðèöà A + xE îáðàòèìà?

Çàäà÷à 2. Íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìîé
{ x + y + z = 8

2x + y + 2z = 4
è ïîâåðõíîñòüþ

x2 + y2 + z2 − 2x + 4y + 1 = 0.

Çàäà÷à 3. Îáëàñòü G çàäàíà â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ: x2 + y2 − z2 + 3x− 1 < 0. Ìîæíî

ëè, äâèãàÿñü ïî ïðÿìîé, ïîïàñòü èç íà÷àëà êîîðäèíàò O ∈ G â òî÷êó M(2, 2, 4) ∈ G, íå
âûõîäÿ èç G ?

Çàäà÷à 4. Íàéòè lim
x→+0

√
a sin bx−

√
b sin ax√

a sin bx− b sin ax
, ãäå a > b > 0.

Çàäà÷à 5. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x, y, z) =
x

y + z
+

y

x + z
+

z

x + y
äîñòèãàåò íàèìåíüøåå

çíà÷åíèå íà îáëàñòè D = {x, y, z > 0}, è íàéòè åãî.

Çàäà÷à 6. Âû÷èñëèòü
∞∫
0

x2 − 4
x4 + 16

dx.

Çàäà÷à 7. Ïóñòü f � íåïðåðûâíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ íà [a, b]. Äîêàçàòü,
÷òî ∀ c ∈ (a, b)

1
c− a

c∫
a

f(x)dx <
1

b− a

b∫
a

f(x)dx,

ò. å. ñðåäíåå çíà÷åíèå f íà [a, c] ìåíüøå, ÷åì íà [a, b].

Çàäà÷à 8. Ïóñòü y(x) � ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ xy′ + (2x2 − 1)y = 0,
óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ y(xo) = yo (xo, yo > 0). Äîêàçàòü, ÷òî äîñòèãàåòñÿ

max
x>0

y(x) è íàéòè åãî.

Çàäà÷à 9. ×åìó ðàâíî íàèáîëüøåå ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé y(x), ñòðåìÿùèõñÿ
ê 0 ïðè x → +∞, ó ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ y(n) + y(n−1) +
. . . + y′ + y = 0 ?

Çàäà÷à 10. Ñõîäèòñÿ ëè ðÿä
∞∑

n=1
un, ãäå u1 = 1/2 è ∀n ∈ N un+1 = un − u2

n ?
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5 äåêàáðÿ 2015 (ìåæðåãèîíàëüíàÿ)
Çàäà÷à 1. Íà ïëîñêîñòè âûáðàíû 4 òî÷êè, íèêàêèå 3 íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Äîêàçàòü,

÷òî êàêèå-òî 3 òî÷êè îáðàçóþò íåîñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê.

Çàäà÷à 2. Íàéòè âñå ìàòðèöû B, ïåðåñòàíîâî÷íûå ñ ìàòðèöåé A =

 1 1 0
0 1 1
0 0 1

.

Çàäà÷à 3. Ïî ïðÿìîìó êàíàëó øèðèíîé 5ì ïëûâ�åò ïëîò 6ì×4ì. Êàíàë ïîâîðà÷èâàåò ïîä
ïðÿìûì óãëîì. Ïðîéä�åò ëè òàì ïëîò?

Çàäà÷à 4. Îãðàíè÷åíî ëè ìíîæåñòâî íà ïëîñêîñòè Oxy, çàäàííîå íåðàâåíñòâîì
x4 + y4 − 5x3 − 4x2y + 7xy2 + x2 + y2 6 0 ?

Çàäà÷à 5. Ïðè êàæäîì x ∈ R ñðàâíèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèé

f(x) =
x + 3

x4 + 5x2 + 4
è g(x) =

x + 2
x4 + 4x2 + 3

.

Çàäà÷à 6. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà ðàâåíñòâàìè x1 = −1,5,

xn+1 =
2xn + 2
xn + 3

, n ∈ N. Äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ; íàéòè å�å ïðåäåë.

Çàäà÷à 7. Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò óðàâíåíèå x2 = 2x ?

Çàäà÷à 8. Íàéòè lim
a→+∞

a∫
−a

x(x3 + 1)
x10 + 1

dx.

Çàäà÷à 9. Âû÷èñëèòü

+∞∫
0

x2e−2xdx.

Çàäà÷à 10. Íàéòè ðåøåíèå y(x) äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ y′ = cos(x + y2)/2y
ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì y(0) = −

√
2π.

Çàäà÷à 11. Íàéòè âñå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè y(x), x ∈ R, òàêèå, ÷òî ∀x ∈ R

y(x) = 1 +

x∫
0

(x− s)y(s)ds.

Çàäà÷à 12. Ñõîäèòñÿ ëè ðÿä

∞∑
n=1

un, ãäå un =

1/
√

n∫
1/
√

n+2

dx√
x2n − x2n−1 + . . . + x2 − x + 2

?
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15 îêòÿáðÿ 2014 (ìåæäóíàðîäíàÿ)
Çàäà÷à 1. Íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà 1 îòìå÷åíû 33 òî÷êè. Äîêàçàòü, ÷òî èç íèõ ìîæíî

âûáðàòü 3 òî÷êè A, B, C òàê, ÷òî S(4ABC) < 0,01.

Çàäà÷à 2. Íàéòè õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ X2 − 2X −Q = 0, ãäå Q �

ìàòðèöà 2014× 2014, â êîòîðîé íà äèàãîíàëè íóëè, à âíå äèàãîíàëè � åäèíèöû.

Çàäà÷à 3. Äîêàçàòü, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî ñåðåäèí ïàðàëëåëüíûõ îòðåçêîâ ñ êîíöàìè

íà ðàçíûõ âåòâÿõ ãèïåðáîëû åñòü ïðÿìàÿ.

Çàäà÷à 4. Íàéòè lim
n→∞

1 +
1
3

+
1
5

+ . . . +
1

2n− 1
1
2

+
1
4

+
1
6

+ . . . +
1
2n

.

Çàäà÷à 5. Äëÿ ôóíêöèè f(x) =
{

exp(− ctg2 x) ïðè x 6= 0,
0 ïðè x = 0

íàéòè f ′(0).

Çàäà÷à 6. Ïóñòü f(x) = P (x)/Q(x), P è Q � ìíîãî÷ëåíû, lim
x→∞

f ′(x) = 0. Äîêàçàòü, ÷òî

ãðàôèê f(x) èìååò íåâåðòèêàëüíóþ àñèìïòîòó.

Çàäà÷à 7. Íàéòè ïðîìåæóòêè ìîíîòîííîñòè è ýêñòðåìóìû f(x) = x
x∫
0

et2dt.

Çàäà÷à 8. Íàéòè âñå ôóíêöèè y(x), x ∈ R, òàêèå, ÷òî ∀ x ∈ R

y′(x) =
∫ 1

0
max{1, y(t)}dt è y(0) =

1
2

Çàäà÷à 9. Ïóñòü f(x), x ∈ (0,+∞), íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà, f(x) 6= 0, è f ′(x) ∼

−f2(x) ïðè x → +∞, ò.å. lim
x→+∞

f ′(x)
f2(x)

= −1. Äîêàçàòü, ÷òî lim
x→+∞

f(x) = 0.

Çàäà÷à 10. Ñõîäèòñÿ ëè ðÿä

∞∑
n=1

(π

2
− arctg n2

)
?
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4 ìàÿ 2012 (ìåæäóíàðîäíàÿ)
Çàäà÷à 1. (1 êóðñ è ñòàðøèå ôèçìàò) Ïóñòü A � ìàòðèöà (n − 1) × n; Dk � îïðåäåëè-

òåëü ìàòðèöû, ïîëó÷åííîé èç A âû÷�åðêèâàíèåì k-ãî ñòîëáöà. Äîêàçàòü, ÷òî ñòîëáåö X =
(x1, x2, . . . , xn)T ñ ýëåìåíòàìè xk = (−1)kDk ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ AX = 0.

Çàäà÷à 2. (1 êóðñ è ñòàðøèå òåõíàðè) Óáåäèòüñÿ, ÷òî ∀x ∈ R ìàòðèöà

A(x) =

 2 x 0
x 2 0
2 x x2

 èìååò äåéñòâèòåëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Ïóñòü λmin(x) � íàèìåíüøåå

ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû A(x). Íàéòè max
x∈R

λmin(x).

Çàäà÷à 3. (òåõíàðè 1 êóðñ) Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a è b ýëëèïñ
x2

a2
+

y2

b2
= 1 ïåðåñåêàåòñÿ ñ

ïàðàáîëîé y2 = 2px ïîä íàèáîëüøèì óãëîì?

Çàäà÷à 4. (ôèçìàò) Îãðàíè÷åíî ëè ìíîæåñòâî òî÷åê (x; y) ∈ R2, çàäàâàåìûõ

óðàâíåíèåì x5 + x3y2 − xy3 − x3 + 3y − 5 = 0 ?

Çàäà÷à 5. (1 êóðñ) Íàéòè n-þ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè f(x) =
√

x +
√

x2 − 2.

Çàäà÷à 6. (ýòó çàäà÷ó ìû íå ðåøàëè, îíà ïðåäíàçíà÷àëàñü ýêîíîìèñòàì) Óáåäèòüñÿ, ÷òî

ôóíêöèÿ f(x) =
sinx

x
ïðè x 6= 0, f(0) = 1, äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x = 0, è íàéòè f ′(0).

Çàäà÷à 7. (1 êóðñ) Ïóñòü f � äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ íà ïðîìåæóòêå (0;+∞), è
ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò è ïåðåñåêàþùàÿ ãðàôèê ôóíêöèè

õîòÿ áû â äâóõ òî÷êàõ. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç

íà÷àëî êîîðäèíàò.

Çàäà÷à 8. (âñåì) Äâà øàðà ðàäèóñà 6 ñì êàòÿòñÿ ïî ïëîñêîñòè âäîëü ðàçëè÷íûõ ïðÿìûõ ñ

ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè ðàâíÿëîñü

5 ñì, ÷åðåç 1 ñåêóíäó
√

257− 12 ≈ 4 ñì, ÷åðåç 5 ñåêóíä 1 ñì. Ñòîëêíóòñÿ ëè øàðû?

Çàäà÷à 9. (ýêîíîìèñòàì) Íàäî ïîêðàñèòü 6000 ì òêàíè â îäèí öâåò è 2000 ì � â äðóãîé.

Êàæäûé ðàáî÷èé òðàòèò íà ïîêðàñêó 5 ì òêàíè â ïåðâûé öâåò îäèíàêîâîå âðåìÿ, òàêîå æå,

êàê íà ïîêðàñêó 3 ì òêàíè âî âòîðîé öâåò. Êàê ðàçäåëèòü 21 ðàáî÷åãî íà 2 áðèãàäû, ÷òîáû

âûïîëíèòü çàêàç çà íàèìåíüøåå âðåìÿ, åñëè âñå ðàáî÷èå ïðèñòóïÿò ê ðàáîòå îäíîâðåìåííî,

è êàæäàÿ áðèãàäà áóäåò êðàñèòü â îäèí öâåò?

Çàäà÷à 10. (1 êóðñ è ñòàðøèå òåõíàðè) Âû÷èñëèòü

∫ +∞

1

dx

x3 + x
.

Çàäà÷à 11. (âñåì) Äëÿ ëþáîãî x 6= 0 íàéòè lim
n→∞

f (n)(x), ãäå f(x) =
cos x− 1

x
.

Çàäà÷à 12. (ñòàðøèå êóðñû) Íàéòè

∫∫
G

[1,5x2 + 2y2]dxdy, ãäå [a] � öåëàÿ ÷àñòü a; îáëàñòü

G = {(x, y) : x2 + y2 < 1}.

4



Çàäà÷à 13. (ñòàðøèå êóðñû) Íàéòè âñå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè f : R \ {0} → R òàêèå, ÷òî

äëÿ âñåõ x, y ∈ R, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ xy < 0, âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

f(x) + f(y) = (x + y)f(x)f(y). (∗)

Çàäà÷à 14. (ñòàðøèå êóðñû) Ïóñòü ðåøåíèå y(x), x ∈ R, äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

y′′− 2y′+ y = 2ex ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ. Ïîêàçàòü, ÷òî y(x) èìååò îäíó òî÷êó
ìèíèìóìà è îäíó òî÷êó ìàêñèìóìà.

Çàäà÷à 15. (ñòàðøèå êóðñû) Íàéòè âñå ôóíêöèè y(x), x ∈ R, òàêèå, ÷òî

∀ x ∈ R
y′′′(x)
y′′(x)

=
y′(x)
y(x)

.

Çàäà÷à 16. (ñòàðøèå êóðñû) Ñõîäèòñÿ ëè ðÿä

∞∑
n=1

(−1)n−1

n + 2 cos n
?

Çàäà÷à 17. (ñòàðøèå ôèçìàò) Äîêàçàòü, ÷òî ∀x ∈ R
∞∑

n=0

cos nx

n!
> 0.

Çàäà÷à 18. (ñòàðøèå òåõíàðè) Âû÷èñëèòü

∞∑
n=0

πn

3nn!
cos

πn

2
.
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