
Çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêèõ îëèìïèàä
ñòóäåíòîâ òåõíè÷åñêèõ âóçîâ Ìîñêâû, Çåëåíîãðàä, c 1996 ãîäà

(â îáðàòíîì õðîíîëîãè÷åñêîì ïîðÿäêå)

Àïðåëü 2017

I êóðñ

Çàäà÷à 1. Ìîæíî ëè íàéòè â ïðîñòðàíñòâå R3 ïÿòü âåêòîðîâ òàêèõ, ÷òî äëèíà ñóììû

ëþáûõ òð�åõ èç íèõ ìåíüøå äëèíû ñóììû îñòàëüíûõ äâóõ?

Çàäà÷à 2. Âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
n→∞

n3
(
arctg(n + 2)− 2 arctg(n + 1) + arctg n

)
.

Çàäà÷à 3. Âû÷èñëèòü

∫ 1

0
2x2

+
√

log2(x + 1) dx.

Çàäà÷à 4. Äàíû ôóíêöèè f(x) = x + x−1 è g(x) = x2. Ñóùåñòâóåò ëè ìíîãî÷ëåí P (u, v)
òàêîé, ÷òî P (f(x), g(x)) = x + 1 ïðè x 6= 0 ?

II�V êóðñ

Çàäà÷à 1. Ïóñòü A,B � ìàòðèöû ðàçìåðà n × n, n ≥ 2; E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà n × n.
Äîêàçàòü, ÷òî åñëè (AB − E)2017 = E, òî (BA− E)2017 = E.

Çàäà÷à 2. Óïðîñòèòü âûðÿæåíèå

t∑
j=1

jt

t

t−j∑
k=0

(−1)k j Ck
t−j .

Çàäà÷à 3. Ïóñòü a1, a2, . . . � âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, èìåþùèå â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ëèøü

öèôðû 0 è 1. Ñõîäèòñÿ ëè ðÿä

∞∑
n=1

a−1
n ?

Çàäà÷à 4. Âû÷èñëèòü

∫∫∫
G

dx dy dz

(x + y + z)4
, ãäå G çàäà�åòñÿ íåðàâåíñòâàìè

{ x, y, z ≥ 0
x + y + z ≥ 1
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Àïðåëü 2016

I êóðñ

Çàäà÷à 1. Ïóñòü ABCD � ïðàâèëüíûé òåòðàýäð ñ ðåáðîì 1. Âû÷èñëèòü∣∣ ~AB × ~CD + ~BC × ~DA
∣∣.

Çàäà÷à 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) çàäàíà ðåêóððåíòíî:

a1 = 1, an+1 =
{ a1 + . . . + an, åñëè n ÷�åòíî,

an + 1, åñëè n íå÷�åòíî.
Íàéòè îñòàòîê îò äåëåíèÿ a2016 íà 24.

Çàäà÷à 3. Âû÷èñëèòü lim
x→1

x2∫
x

dt

ln t
.

Çàäà÷à 4. Èñòèííî ëè íà ìíîæåñòâå N âûñêàçûâàíèå ∀x ∃ y ∀ z ∃ t ∀u |x−y|u + tz ≤ uxy ?

II�V êóðñ

Çàäà÷à 1. Äàíà ìàòðèöà H ðàçìåðà 10 × 10 : hij = 1 ïðè j = i + 1, îñòàëüíûå hij = 0.
Äîêàçàòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ìàòðèöû X òàêîé, ÷òî X2 = H.

Çàäà÷à 2. Ñêîëüêî âñåãî ñòðî÷åê (ε1, ε2, . . . , ε21) èç 0 è 1 òàêèõ, ÷òî

ε1 + . . . + ε10 < ε11 + . . . + ε21 ?

Çàäà÷à 3. Äâîå èãðîêîâ ïîî÷åð�åäíî íàçûâàþò ÷èñëà èç îòðåçêà [−1; 1]: a1, a2, a3, . . .

Âûèãðûâàåò 1-é èãðîê, åñëè ðÿä

∞∑
n=1

an

n
ñõîäèòñÿ, è 2-é, åñëè ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Ñóùåñòâóåò ëè ó êîãî-íèáóäü âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ?

Çàäà÷à 4. Ôóíêöèÿ f : N 7→ N îïðåäåëåíà ðåêóððåíòíî: f(1) = 1, à ïðè n ≥ 2 f(n) � ýòî

íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k /∈ {f(1), . . . , f(n−1)}, òàêîå, ÷òî k+n = 2j ïðè íåêîòîðîì

j ∈ N. Âû÷èñëèòü f(1024).
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Àïðåëü 2015

I êóðñ

Çàäà÷à 1. Äàí ïðàâèëüíûé 17-óãîëüíèê A1A2 . . . A17 ñ öåíòðîì O. Âûðàçèòü âåêòîð ~OA5

÷åðåç ~OA1 è ~OA2.

Çàäà÷à 2. Âû÷èñëèòü lim
x→1

1
x− 1

x2∫
x

et2dt.

Çàäà÷à 3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) çàäàíà ðåêóððåíòíî: a1 = 1, an+1 = 2an+3. Âû÷èñëèòü
log3a2015.

Çàäà÷à 4. Êàëüêóëÿòîð, óïàâøèé â ëóæó, ìîæåò âûïîëíÿòü äâà äåéñòâèÿ: âìåñòî ñëîæåíèÿ

äåëàåò x ⊕ y = x + y + 1, à âìåñòî óìíîæåíèÿ x � y = x2 − y2. Êîíñòàíòû, â òîì ÷èñëå

îòðèöàòåëüíûå, íàáèðàþòñÿ áåçîøèáî÷íî. Ìîæíî ëè íà ýòîì êàëüêóëÿòîðå âû÷èñëèòü x+y
è xy ?

II�V êóðñ

Çàäà÷à 1. Íàéòè íàèáîëüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû A = (aij) ðàçìåðà 10×10, ãäå
aij = i.

Çàäà÷à 2. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè ðÿä
∑

an ñõîäèòñÿ, òî ðÿä
∑ an

1 + an
òîæå ñõîäèòñÿ ?

Çàäà÷à 3. Ïóñòü w0, w1, . . . wn−1 � ðàçëè÷íûå êîðíè n-é ñòåïåíè èç 1. Âû÷èñëèòü ñóììó

S =
n−1∑
k=0

wk|1− wk|.

Çàäà÷à 4. Ñóùåñòâóåò ëè îòîáðàæåíèå f : N 7→ N òàêîå, ÷òî f(f(n)) = 2n ∀n ∈ N ?
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Àïðåëü 2014

I êóðñ

Çàäà÷à 1. Ïóñòü A,B � äåéñòâèòåëüíûå ìàòðèöû 5×3. Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü
det(ABT ) ?

Çàäà÷à 2. Èçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèå P (x) = x3 + ax + 4 = 0 èìååò êðàòíûé êîðåíü. Íàéòè

a.

Çàäà÷à 3. Êàêîå ìíîæåñòâî íà ïëîñêîñòè ñîñòàâëÿþò òî÷êè, íå ëåæàùèå íè íà îäíîé èç

ïðÿìûõ y = 4C3x− C4 ?

Çàäà÷à 4. Äâîå ïîî÷åð�åäíî íàçûâàþò ïî îäíîìó ÷èñëó 0 èëè 1. Ýòî äåëàåòñÿ â îáùåé

ñëîæíîñòè 2014 ðàç. Ïåðâûé èãðîê âûèãðûâàåò, åñëè ñóììà íàçâàííûõ ÷èñåë íå äåëèòñÿ íà

3. Åñòü ëè ó íåãî âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ?

II�V êóðñ

Çàäà÷à 1. Äâîå èãðîêîâ ïîî÷åð�åäíî çàïîëíÿþò êëåòêè ïóñòîé òàáëèöû 2014 × 2014. Çà
îäèí õîä ìîæíî ëþáóþ ïóñòóþ êëåòêó çàïîëíèòü ëþáûì äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì. Ïåðâûé

èãðîê âûèãðûâàåò, åñëè â êîíöå èãðû ïîëó÷èòñÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà. Âåðíî ëè, ÷òî

âòîðîé èãðîê ìîæåò äîáèòüñÿ ïîáåäû ïðè ëþáîé èãðå ïåðâîãî?

Çàäà÷à 2. Âû÷èñëèòü
∫∫∫
G

ρ(x, y, z) dx dy dz, ãäå G � ïðàâèëüíûé îêòàýäð ñ ðåáðîì a;

ρ(x, y, z) � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè (x, y, z) äî ïîâåðõíîñòè îêòàýäðà.

Çàäà÷à 3. Ïóñòü X = {1, 2, . . . , 9}. Îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâî îòîáðàæåíèé g : X 7→ X òàêèõ,

÷òî 10− g(x) = g(10− x) ∀x ∈ X.

Çàäà÷à 4. Äîêàçàòü, ÷òî, êàêîâà áû íè áûëà öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà A ðàçìåðà n × n,
íàéä�åòñÿ òàêîå k, ÷òî âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû A2k −Ak äåëÿòñÿ íà 3.
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Àïðåëü 2013

I êóðñ

Çàäà÷à 1. Ñóùåñòâóåò ëè ìàòðèöà 10× 10 èç 0 è 1, îïðåäåëèòåëü êîòîðîé ðàâåí 10 ?

Çàäà÷à 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} çàäàíà ðåêóððåíòíî:
a1 = 1, an+1 = an − 1 ïðè ÷�åòíîì n, an+1 = an + n ïðè íå÷�åòíîì n.
Âû÷èñëèòü lim

n→∞
(an/n2).

Çàäà÷à 3. Ìîæíî ëè íàéòè òàêîå íàòóðàëüíîå n, ÷òî 2013n = . . . 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2013

1 ?

Çàäà÷à 4. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(x), íåïðåðûâíîé íà ïðîìåæóòêå [0;+∞),
óðàâíåíèå f(x2) + 2x = f(x) + 1 èìååò ðåøåíèå.

II�V êóðñ

Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðûõ ìàòðèö A è B èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

AB −BA = A, òî ìàòðèöà A âûðîæäåíà.

Çàäà÷à 2. Ñóùåñòâóåò ëè ìíîãî÷ëåí f(x) ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, óäîâëåòâîðÿþùèé

óñëîâèÿì f(4) = 1, f(9) = 11, f ′(4) = 0 ?

Çàäà÷à 3. Âû÷èñëèòü lim
n→∞

n
1p + 2p + . . . + np

1p+1 + 2p+1 + . . . + np+1
(p > 0).

Çàäà÷à 4. Ðåøèòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå x(x + y)y′ = x + xy + y2.
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Àïðåëü 2012

I êóðñ

Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðîé ìàòðèöû A âûïîëíÿåòñÿ A3 = 2E, òî ìàòðèöà

A− E íåâûðîæäåíà.

Çàäà÷à 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} çàäàíà ðåêóððåíòíî: x1 = a, xn+1 =
√

1− x2
n.

Ïðè êàêèõ a ñóùåñòâóåò lim
n→∞

xn ?

Çàäà÷à 3. Íàéòè îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà
(
3 +

√
17

)2012
+

(
3−

√
17

)2012
íà 5.

Çàäà÷à 4. Äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ f(x) òàêîâà, ÷òî ïðè âñåõ x ≥ 1 âûïîëíÿåòñÿ

0 < f(x) ≤ 1√
f2(x)− x2

. Äîêàçàòü, ÷òî ∃ lim
x→+∞

f(x)
x

, è âû÷èñëèòü åãî.

II�V êóðñ

Çàäà÷à 1. Âåðíî ëè, ÷òî ëþáóþ êâàäðàòíóþ ìàòðèöó ðàçìåðà n ≥ 2 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â

âèäå A = B + C, ãäå B2 = B, C3 = 0 ?

Çàäà÷à 2. Äîêàçàòü, ÷òî x3 + y3 + xy ≤ 1/27 ïðè x, y ∈ [−2; 0].

Çàäà÷à 3. Íàéòè ñóììó ðÿäà

∞∑
n=2

2n− 1
n3 − n

.

Çàäà÷à 4. Âû÷èñëèòü
∫∫
Σ

f(M)dS, ãäå Σ − ñôåðà ðàäèóñà R, a f(M) − ðàññòîÿíèå îò òî÷êè

M äî ôèêñèðîâàííîé òî÷êè ñôåðû.
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Àïðåëü 2011

I êóðñ

Çàäà÷à 1. Íàéòè ïëîùàäü êâàäðàòà ABCD, âåðøèíû êîòîðîãî ëåæàò íà êðèâîé y = x− 1
x
.

Çàäà÷à 2. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî [2x + 1] ≤ 7x + 3 (çäåñü [a] îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà

a).

Çàäà÷à 3. Îáðàçóþò ëè ìíîãî÷ëåíû fk(x) = (x − k)(x − k − 1) . . . (x − k − n + 1) ëèíåéíî
íåçàâèñèìóþ cèñòåìó ?

Çàäà÷à 4. Ñóùåñòâóåò ëè íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f(x) òàêàÿ, ÷òî ∀x f(f(x)) = |x| − 2x ?

II�V êóðñ

Çàäà÷à 1. Íà ïîëêå ñòîÿò 25 òîìîâ. Ðàçðåøàåòñÿ áðàòü ëþáûå 4 êíèãè (íå îáÿçàòåëüíî

ñòîÿùèå ðÿäîì) è ïåðåñòàâëÿòü èõ öèêëè÷åñêè. Ìîæíî ëè ïîñëå íåñêîëüêèõ òàêèõ ïåðåñòàíîâîê

ïîëó÷èòü îáðàòíîå ðàñïîëîæåíèå êíèã ?

Çàäà÷à 2. Ñóùåñòâóåò ëè ìàòðèöà A ðàçìåðà n× n, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

A = AT + A−1 ?

Çàäà÷à 3. Äëÿ ôóíêöèè f(x) =
∞∑

n=1

xn

1− xn
âû÷èñëèòü f (10)(0).

Çàäà÷à 4. Ìîæåò ëè óðàâíåíèå z2+a|z|+b = 0 (a, b ∈ C) èìåòü 20 ðàçëè÷íûõ êîìïëåêñíûõ
êîðíåé ?
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Àïðåëü 2010

I êóðñ

Çàäà÷à 1. Âåðíî ëè, ÷òî ëþáóþ ìàòðèöó ðàçìåðà 4× 4 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû

íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû è ìàòðèöû ðàíãà 1 ?

Çàäà÷à 2. ×åðåç òî÷êè A, B ïàðàáîëû ïðîâåäåíû äâå êàñàòåëüíûå ê íåé. Îíè îêàçàëèñü

ïåðïåíäèêóëÿðíûìè. Äîêàçàòü, ÷òî îòðåçîê AB ñîäåðæèò ôîêóñ ïàðàáîëû.

Çàäà÷à 3. Ïðè êàêèõ a ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, çàäàííàÿ ïðàâèëîì

x1 = a, xn+1 = 4
√

xn − 3− xn + 6, îïðåäåëåíà ïðè âñåõ n ∈ N ?

Çàäà÷à 4. Ìîæíî ëè ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ðàçáèòü íà 2 íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâà

S1, S2 òàê, ÷òîáû ∀x ∈ S1, y ∈ S2 ÷èñëî x + y áûëî ïðîñòûì ?

II�V êóðñ

Çàäà÷à 1. Âåðíî ëè, ÷òî ëþáóþ êâàäðàòíóþ ìàòðèöó A ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèç-

âåäåíèÿ ñèììåòðè÷åñêîé è íåâûðîæäåííîé ìàòðèö ?

Çàäà÷à 2. Ïðèäóìàòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ó êîòîðîãî îáùåå ðåøåíèå èìåò âèä

y = C1 + C2x
2.

Çàäà÷à 3. Îïðåäåëèòü, ñõîäèòñÿ ëè ðÿä

1√
1

+
1√

1 +
√

2
+

1√
1 +

√
2 +

√
3

+ . . . (1)

Çàäà÷à 4. Äëÿ ôóíêöèè ϕ(x) =
∫ ∞

0

dt

(1 + t2)(1 + tx)
âû÷èñëèòü ϕ′(2010).
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Àïðåëü 2009

I êóðñ

Çàäà÷à 1. Ìîæåò ëè ïðè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ìàòðèöû A èçìåíèòüñÿ ðàíã

ìàòðèöû A2 ?

Çàäà÷à 2. Äëÿ ôóíêöèè f(x) =
(3x2 − 6x + 5) ln

(
x− 1 +

√
x2 − 2x + 2

)
2x2 − 4x + 5

âû÷èñëèòü f ′′(1).

Çàäà÷à 3. Âåðíî ëè, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}, ãäå x1 = 0, xn+1 =
1

1− 2xn
∀ n ∈ N,

ñîäåðæèò âñå öåëûå ÷èñëà?

Çàäà÷à 4. Íàéòè íàèáîëüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
∑
i<j

|xi − xj |,

ãäå x1, . . . , xn ∈ [0; 1].

II�V êóðñ

Çàäà÷à 1. Ïóñòü P (x)� ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 2n ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äîêàçàòü,

÷òî ìíîãî÷ëåíû P (x), P ′(x− 1), P ′′(x− 2), . . .,P (n)(x− n) ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Çàäà÷à 2. Ñóùåñòâóåò ëè îòîáðàæåíèå f : N → N òàêîå, ÷òî îáðàç ëþáîãî ìíîæåñòâà èç

2009 ýëåìåíòîâ ñîäåðæèò ÷�åòíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ?

Çàäà÷à 3. Âû÷èñëèòü lim
x→0+0

√
x

∞∑
n=1

(1− x)n

√
n

.

Çàäà÷à 4. Ôóíêöèÿ f(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ f(x) = x− 1 +

x∫
0

|f(t)|dt. Âû÷èñëèòü

f(1).
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Àïðåëü 2008

I êóðñ

Çàäà÷à 1. Äàíà ìàòðèöà A ðàçìåðà 10 × 10 ñ îïðåäåëèòåëåì, ðàâíûì 2008. Èç êàæäîãî

ýëåìåíòà ìàòðèöû âû÷èòàþò 1, ïîëó÷åííóþ ìàòðèöó âîçâîäÿò â êâàäðàò, çàòåì èç êàæäîãî

ýëåìåíòà íîâîé ìàòðèöû âû÷èòàþò 10 è, íàêîíåö, îò ïîëó÷åííîé ìàòðèöû îòíèìàþò ìàòðèöó

A2. Íàéòè îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ïîëó÷åííîé ïîñëå âñåõ ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Çàäà÷à 2. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ èìååò ôóíêöèÿ

u(x, y) = sin
x√
2

cos
y√
2

exp
x + y√

2
?

Çàäà÷à 3. Ñóùåñòâóåò ëè íåïðåðâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f(x), êîòîðàÿ äëÿ âñåõ

x ∈ R óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó f ′(x)f(x− 1) = x− x2?

Çàäà÷à 4. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè âñå êîðíè óðàâíåíèÿ z3 + az2 + bz + c = 0 (ñ êîìïëåêñíûìè

êîýôôèöèåíòàìè) ïî ìîäóëþ ðàâíû 1, òî âñå êîðíè óðàâíåíèÿ z3 + |a|z2 + |b|z + |c| = 0
òàêæå ïî ìîäóëþ ðàâíû 1.

II�V êóðñ

Çàäà÷à 1. Êâàäðàòíûå ìàòðèöû A è B òàêîâû, ÷òî AB = 0 . ×òî ìîæíî ñêàçàòü î

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ ìàòðèöû E + BA (E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà)?

Çàäà÷à 2. Íàéòè ìíîæåñòâî âñåõ x, äëÿ êîòîðûõ ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑

n=0

x(x− 1)(x− 2) . . . (x− n + 1)
n!

.

Çàäà÷à 3. Ïóñòü x(t), y(t)�ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé{
ẋ = x2 + 6xy + 3,
ẏ = 2y2 − xy − 1

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = y(0) = 0. Çíàÿ, ÷òî x(1) = 2, íàéòè y(1).

Çàäà÷à 4. Âû÷èñëèòü
∫∫∑ max(x, y, z) dS, ãäå

∑
ñôåðà ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â íà÷àëå

êîîðäèíàò.
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Àïðåëü 2007

I êóðñ

Çàäà÷à 1. Íàéòè ðàíã ìàòðèöû A = ‖aij‖ ðàçìåðà n × n (n ≥ 3), ãäå aij =
= i + j − 2ij.

Çàäà÷à 2. Âû÷èñëèòü lim
x→+∞

1
x6

x2∫
1

√
1 + t4 dt.

Çàäà÷à 3. Ìîæíî ëè ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ðàçáèòü íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ

áåñêîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà A1, A2, ... òàêèå, ÷òî äëÿ êàæäîãî i ñóììà äâóõ èëè áîëüøåãî

÷èñëà ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Ai íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì?

Çàäà÷à 4. Äèôôåðèíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f(x) òàêîâà, ÷òî f(a) = f(b) = 0. Äîêàçàòü, ÷òî
ñóùåñòâóåò òî÷êà c ∈ (a, b) òàêàÿ, ÷òî f ′(c) = f(c).

II�V êóðñ

Çàäà÷à 1. Ñóùåñòâóåò ëè íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà A è êàêàÿ-ëèáî ìàòðèöà B òàêèå, ÷òî

AB −BA = A?

Çàäà÷à 2. Îïðåäåëèòü, ñõîäèòñÿ ëè ðÿä
∞∑

n=2

(−1)[ln n]

n ln n ([x] = öåëàÿ ÷àñòü x).

Çàäà÷à 3. Ïóñòü ϕ(x) � ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ôóíêöèè f(x) = ex + x − 1, y(x) � ðåøåíèå

äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ xy′−y = x2ϕ(x) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì y(e) = e. Âû÷èñëèòü
lim
x→0

y′(x).

Çàäà÷à 4. Âû÷èñëèòü

∫∫
. . .

∫
|xi|+...|xn|≤p

(|x1|+ . . . + |xn|)q dx1. . . dxn
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Àïðåëü 2006

I êóðñ

Çàäà÷à 1. Âåðíî ëè, ÷òî âñÿêóþ 4×4 ìàòðèöó ðàíãà 2 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
äâóõ 4×4 ìàòðèö ðàíãà 3?

Çàäà÷à 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (cn) çàäàíà ðåêóððåíòíî: c1 = 0, cn+1 =
=

√
(1 + cn)/2 ïðè n ≥ 1. Äîêàçàòü,÷òî ñóùåñòâóåò lim

n→∞
(2n ·

√
1− c2

n), è âû÷èñëèòü åãî.

Çàäà÷à 3. Ïóñòü ôóíêöèè f(x), g(x), h(x) íåïðåðûâíû íà îòðåçêå [a, b] è äèôôåðåíöèðóåìû
â èíòåðâàëå (a, b). Äîêàçàòü, ÷òî∣∣∣∣∣∣
f(a) f(b) f ′(ξ)
g(a) g(b) g′(ξ)
h(a) h(b) h′(ξ)

∣∣∣∣∣∣ = 0 ïðè íåêîòîðîì ξ ∈ (a, b).

Çàäà÷à 4. Âû÷èñëèòü
∫

x(x− 1)(x− 2)...(x− 2006) dx.

II�V êóðñ

Çàäà÷à 1. Äëÿ êàêèõ ïîäñòàíîâîê

(
1 2 . . . n
i1 i2 . . . in

)
ñóììà

n∑
k−1

(k − ik)2 ìàêñèìàëüíà?

Çàäà÷à 2. Ïóñòü an - êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé x2
1 x2

2 . . . x2
n.

Äîêàçàòü,÷òî an ∼ 3n ïðè n →∞.

Çàäà÷à 3. Ïóñòü ζ = exp
2π

n
i, S =

∑
(k,n)=1

ζk . Âû÷èñëèòü S70.

Çàäà÷à 4. Ðåøèòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (y′′)3 = 48y3 + 2(y′)3.
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Àïðåëü 2005

I êóðñ

Çàäà÷à 1. Âû÷èñëèòü lim
x→1−0

xx − 1
arccos2 x

.

Çàäà÷à 2. Ñóùåñòâóþò ëè â ïðîñòðàíñòâå R3 ðàçëè÷íûå åäèíè÷íûå âåêòîðà ~a1 , ~a2 , ~a3 ,

~a4 , ~a5 , îáðàçóþùèå äðóã ñ äðóãîì îäèíàêîâûå óãëû?

Çàäà÷à 3. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü ôèãóðû, çàäàâaåìîé íåðàâåíñòâàìè 2x2 ≤ y ≤ 3−
√

log2(x + 1)

Çàäà÷à 4. Ñðàâíèòü ÷èñëà

2005∑
k=1

(
(k − 1)2005 + k2005

)
è 2 · 20052006

2006
.

II�V êóðñ

Çàäà÷à 1. Íàéòè ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå èíòåãðàëà ϕ(t) =
1∫

−1

1∫
−1

∣∣y − x2 − t
∣∣ dx dy.

Çàäà÷à 2. Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

{
x′ = y2 + z,
z′ = z2 + y

ñ íà÷àëüíûì

óñëîâèåì y(0) = z(0) = 1.

Çàäà÷à 3. Âûÿñíèòü,÷òî ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì ìåñòîì òî÷åê, ðàâíîóäàë¼ííûõ îò äâóõ

ñêðåùèâàþùèõñÿ ïðÿìûõ.

Çàäà÷à 4. Âû÷èñëèòü ñóììó
n−1∑
k=0

1
2− ωk

, ãäå ωk = exp
2πki

n
.
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Àïðåëü 2004

II�V êóðñ

Çàäà÷à 1. Âû÷èñëèòü lim
x→1

xx − 1
sinπx

.

Çàäà÷à 2. ~a , ~b , ~c , ~d � âåêòîðû åäèíè÷íîé äëèíû, ïîïàðíî îáðàçóþùèå íà ïëîñêîñòè

ðàâíûå óãëû, òàêèå, ÷òî ~a +~b +~c + ~d = ~0 . Íàéòè äëèíó âåêòîðà
[
~a,~b

]
+

[
~c,~d

]
.

Çàäà÷à 3. Ðåøèòü óðàâíåíèå ax = loga x ïðè a = e−e .

Çàäà÷à 4. Ñóùåñòâóåò ëè ôóíêöèÿ f(x) , âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàþùàÿ îòðåçîê [0, 1]
íà ñåáÿ è ðàçðûâíàÿ â êàæäîé òî÷êå ýòîãî îòðåçêà?

II�V êóðñ

Çàäà÷à 1. Ïîñòðîèòü îáðàç åäèíè÷íîãî êðóãà |z| ≤ 1 ïðè îòîáðàæåíèè

f(z) = z + |z|.

Çàäà÷à 2. Âû÷èñëèòü lim
n→∞

√
2
1
· 5
2
· 8
3
· . . . · 3n− 1

n
.

Çàäà÷à 3. Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ëþáîé äåéñòâèòåëüíîé (n × n) � ìàòðèöû A (ïðè n ≥ 2)
ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå XAX = A2 ðàçðåøèìî?

Çàäà÷à 4. Îòêðûòûì ìíîæåñòâîì â R íàçûâàåòñÿ îáúåäèíåíèå (êîíå÷íîãî èëè áåñêîíå÷íîãî

÷èñëà) èíòåðâàëîâ, çàìêíóòûì � äîïîëíåíèåì äî îòêðûòîãî. Ïðèâåñòè ïðèìåð ìíîæåñòâà,

íå ÿâëÿþùåãîñÿ ïåðåñå÷åíèåì îòêðûòîãî è çàìêíóòîãî ìíîæåñòâ.
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Àïðåëü 2003

I êóðñ

Çàäà÷à 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn) , (yn) îïðåäåëåíû ðåêóððåíòíî: x1 = 1 ,
xn+1 = 2x 2

n+1 + 1 , y1 = 1 , yn+1 = 2y 2
n+1 + n . Âåðíî ëè, ÷òî xn ∼ yn ïðè n →∞ ?

Çàäà÷à 2. Ñóùåñòâóåò ëè ôóíêöèÿ f(x) , äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé è

äëÿ âñåõ x , óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâó

f ′ (f(x) + f ′(x)) = 2x2 ?

Çàäà÷à 3. Íàéòè ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ f(x) ñòåïåíè ≤ 8 òàêèõ, ÷òî

f(x) = f(2− x) .

Çàäà÷à 4. Äîêàçàòü, ÷òî
3∫
1

ttdt ≥ 7 .

II�V êóðñ

Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü, ÷òî arccos
√

1− x =
√

x(1 + Cx + o(x)) ïðè x → 0+, è íàéòè C.

Çàäà÷à 2. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ (n×n)-ìàòðèöà A ( n � ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî

≥ 2), ÷òî äëÿ ëþáîé (n×n)-ìàòðèöû B ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå AX+XB2 = B èìååò ðåøåíèå?

Çàäà÷à 3. ×åìó ðàâíî íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ÷àñòåé, íà êîòîðûå âûïóêëûé n - óãîëüíèê

ðàçáèâàåòñÿ îòðåçêàìè, ñîåäèíÿþùèìè ñåðåäèíû åãî ñòîðîí?

Çàäà÷à 4. Ïóñòü E � ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà R òàêîå, ÷òî ∀x, y x, y ∈ E ⇒ x + y

2
∈ E.

Èçâåñòíî, ÷òî [0, 1]⊆ E è 2003 ∈ E. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî [500, 1000] ⊆ E?
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Àïðåëü 2002

I êóðñ

Çàäà÷à 1. Íàéòè âñå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè f(x) òàêèå,÷òî f(x) + f(y) =
= f

(√
x2 + y2

)
ïðè âñåõ x, y ∈ R .

Çàäà÷à 2. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà, íà ïîâåðõíîñòè êîòîðîãî ëåæàò

îêðóæíîñòè Γ1 : z = 0 , (x − 2)2 + y2 = 1 è Γ2 : x =
= 0 , y2 + (z − 2)2 = 1.

Çàäà÷à 3. Ñóùåñòâóþò ëè 2002 ðàçëè÷íûå äåéñòâèòåëüíûå ìàòðèöû

A1, A2, . . . , A2002 ðàçìåðà 3× 3 òàêèå, ÷òî Ai ·Aj = Aj ïðè âñåõ i, j ?

Çàäà÷à 4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: x0 = a , x1 = b ,

xn+2 =
1
3
(xn + xn+1) ïðè n ≥ 0. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò lim

n→0
(xn) , è âû÷èñëèòü åãî.

II�V êóðñ

Çàäà÷à 1. Íàéòè âñå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè y(x), óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ
x∫
−x

ty(t)dt =

y(x) + 1.

Çàäà÷à 2. Ñóùåñòâóþò ëè äåéñòâèòåëüíûå ìàòðèöû A è B ðàçìåðà 2×2 òàêèå, ÷òî ñðåäè

ìàòðèö A,AB, ABA, ABAB, ABABA, ... ðîâío 2002 ðàçëè÷íûõ?

Çàäà÷à 3. Ôóíêöèÿ y(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ y′ = 4
√

y − x2. Èçâåñòíî, ÷òî y(1) = 2.
Âû÷èñëèòü y(3).

Çàäà÷à 4. Äîêàçàòü, ÷òî

∞∑
n=1

n!
2n!

< 1,1.
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Àïðåëü 2001

I êóðñ

Çàäà÷à 1. Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà òàêàÿ, ÷òî A4 = 0. Èìååò ëè ðåøåíèå ìàòðè÷íîå
óðàâíåíèå X3 + X2 + X = A ?

Çàäà÷à 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) çàäàíà ðåêóððåíòíî: x1 = 1 , xn+1 =

=
√

6 +
9
xn

. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò lim
n→∞

(xn) , è âû÷èñëèòü åãî.

Çàäà÷à 3. Íàéòè íàèáîëüøóþ ïëîùàäü ïÿòèóãîëüíèêà, âïèñàííîãî â ýëëèïñ x2 + 2y2 = 1 .

Çàäà÷à 4. Âû÷èñëèòå
10∫
0

g(x)dx , ãäå g(x) � ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê ôóíêöèè f(x) = x3 + x .

II�V êóðñ

Çàäà÷à 1. Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ëþáîé êîìïëåêñíîé ìàòðèöû A ðàçìåðà 10×10 ìàòðè÷íîå

óðàâíåíèå X2 = A èìååò ðåøåíèå?

Çàäà÷à 2. Ïóñòü F (x) = x − 2
3
x3 +

22

3 · 5
x5 − 23

3 · 5 · 7
x7 + ... . Äîêàçàòü, ÷òî 0 ≤ F (x) ≤ x

ïðè âñåõ x.

Çàäà÷à 3. Âû÷èñëèòü íàèìåíüøåå çíà÷åíèå |cos z| â åäèíè÷íîì êðóãå |z| ≤ 1.

Çàäà÷à 4. Íàéòè ñðåäíåå çíà÷åíèå øèðîòû òî÷êè ñåâåðíîãî ïîëóøàðèÿ, ò.å. âåëè÷èíó
1

2πR2

∫∫
Σ

θdS , ãäå θ � øèðîòà, à Σ � ïîëóñôåðà

x2 + y2 + z2 = R2, z ≥ 0 .
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Àïðåëü 2000

I êóðñ

Çàäà÷à 1. Âû÷èñëèòå lim
x→0

xx − 1
(2x)x − 1

.

Çàäà÷à 2. Äîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå x4 + ax3 + bx2 − cx + d = 0 ïðè a, b, c, d > 0 èìååò íå

áîëåå äâóõ ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé.

Çàäà÷à 3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) çàäàíà ðåêóððåíòíî: x1 = a , xn+1 = 2x 2
n − 1 (n ≥ 1).

Óêàçàòü 5 ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) èìååò
ïðåäåë.

Çàäà÷à 4. Ñóùåñòâóåò ëè 2000 äåéñòâèòåëüíûõ ìàòðèö A1, A2, . . . , A2000 ðàçìåðà 10 × 10
òàêèõ, ÷òî A 2

i = Ai è Ai ·Aj = 0 ïðè i 6= j ?

II�V êóðñ

Çàäà÷à 1. Äoêàçàòü, ÷òî
√

1 +
√

2 + ... +
√

n ∼ 2
3
n
√

n ïðè n →∞.

Çàäà÷à 2. Ïóñòü A � 4× 4 ìàòðèöà ðàíãà 2. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò 4× 4 ìàòðèöû B è

C ðàíãà 3 òàêèå, ÷òî A = BC.

Çàäà÷à 3. Ïóñòü f(R) =
∫∫∫
BR

dx dy dz

1 + x2000 + y2000 + z2000
, ãäå BR � øàð ðàäèóñà R ñ öåíòðîì

â íà÷àëå êîîðäèíàò. Âû÷èñëèòü f ′′′(0).

Çàäà÷à 4. Èìååò ëè ðåøåíèå óðàâíåíèå ez = z, z ∈ C.
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Àïðåëü 1999

I êóðñ

Çàäà÷à 1. Âû÷èñëèòå lim
x→0

(
sinx

x

) 1
x2

.

Çàäà÷à 2. Ïóñòü l (a, b) � äëèíà ýëëèïñà ñ ïîëóîñÿìè a è b . Äîêàæèòå, ÷òî l (a, b) ≥
π (a + b) .

Çàäà÷à 3. Èìååòñÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ìàòðèö S = A1, A2, . . . , An ðàçìåðà n × n òàêîå,

÷òî Ai ·Aj ∈ S ïðè âñåõ i, j . Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ìàòðèöà Ai ∈ S òàêàÿ, ÷òî A 2
i = Ai .

Çàäà÷à 4. Âû÷èñëèòå ïðîèçâåäåíèå (1− ε1)(1− ε2). . .(1− εn−1), ãäå εk =

= cos
2πk

n
+ i sin

2πk

n
(k = 1, 2, . . . , n− 1) .

II�V êóðñ

Çàäà÷à 1. Íàéäèòå âñå ôóíêöèè f(x), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ
f(x) + f ′(π − x) = 1 äëÿ âñåõ x ∈ R.

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî
∞∑

n=1
2−n2

èððàöèîíàëüíîå.

Çàäà÷à 3. Ñóùåñòâóåò ëè íåíóëåâàÿ ìàòðèöàA ðàçìåðà n×n ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè

òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé n × n− ìàòðèöû X ìàòðèöà E − XA íåâûðîæäåííàÿ (çäåñü E �

åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà).

Çàäà÷à 4. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå |sin z| â êðóãå |z| ≤ 1.
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Àïðåëü 1998

I êóðñ

Çàäà÷à 1. Âû÷èñëèòå
5/4∫
1

ln(x +
√

x2 − 1)dx.

Çàäà÷à 2. Ñóùåñòâóåò ëè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå òðåóãîëüíèê ïëîùàäüþ
√

3 , âåðøèíû
êîòîðîãî èìåþò öåëî÷èñëåííûå êîîðäèíàòû?

Çàäà÷à 3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) îáëàäàåò ñâîéñòâàìè (1) ∀n an > 0 ,
(2) ∀m,n am+n ≤ am + an . Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò lim

n→∞

an

n
.

Çàäà÷à 4. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå |z| , åñëè |z + i| − |z − i| = 1/2 .

II�V êóðñ

Çàäà÷à 1. Ìîæíî ëè íàéòè 1998 ìàòðèö A ðàçìåðà 12×12, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ

AT = 3A−A−1?

Çàäà÷à 2. Êàêèå çíà÷åíèÿ ïðèíèìàåò tgz , åñëè z � êîìïëåêñíîå ÷èñëî?

Çàäà÷à 3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì: an >0,
am+n ≤ am ·an ïðè âñåõ m,n. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò lim

n→+∞
n
√

an .

Çàäà÷à 4. Ôóíêöèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

y′ = (x2 + y2)−1 ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì y(0) = 1. Ïóñòü y(1) = a. Âûðàçèòå ÷åðåç a èíòåãðàë
1∫
0

xy(x)dx.
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Àïðåëü 1997

I êóðñ

Çàäà÷à 1. Ñóùåñòâóåò ëè öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà 3×3 ñ îïðåäåëèòåëåì, ðàâíûì 1,

âñå ýëåìåíòû êîòîðîé ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå áîëüøå 100 ?

Çàäà÷à 2. Íàéòè ñîòóþ öèôðó ïîñëå çàïÿòîé â äåñÿòè÷íîì ðàçëîæåíèè ÷èñëà
(
2 +

√
3
)1997

.

Çàäà÷à 3. Âû÷èñëèòå lim
n→∞

(
n
√

5 + n
√

3− 1
)n

.

Çàäà÷à 4. Ôóíêöèÿ f(x) èìååò ïðîèçâîäíóþ ïðè âñåõ x ≥ 1 è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

f(1) = 1 , |f(x)| ≤ x−1 ïðè x ≥ 1 . Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà a , äëÿ êîòîðîé f ′ (a) =
−a−2 .

II�V êóðñ

Çàäà÷à 1. Ìîæíî ëè ôóíêöèþ Äèðèõëå (D(x) = 1 , åñëè x ðàöèîíàëüíî, è D(x) = 0, åñëè
x èððàöèîíàëüíî) ïðåäñòàâèòü â âèäå ðàçíîñòè äâóõ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé?

Çàäà÷à 2. Âû÷èñëèòü ñóììó
∞∑

n=2
2−n

n−1∑
k=1

k−1(n− k)−1.

Çàäà÷à 3. Íàéòè âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ y′′ − 2(1− x−1)y′ + (1− 2x−1) = 0.

Çàäà÷à 4. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) = ez − z, z ∈ C íå îáðàùàåòñÿ â 0 íà åäèíè÷íîì

êðóãå |z| ≤ 1.
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Àïðåëü 1996

I êóðñ

Çàäà÷à 1. Ðàçëàãàåòñÿ ëè ìíîãî÷ëåí x4 − x3 + 3x2 − 4x + 6 â ïðîèçâåäåíèå ìíîãî÷ëåíîâ

ìåíüøåé ñòåïåíè ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè?

Çàäà÷à 2. Ïóñòü A � ìàòðèöà n×n òàêàÿ, ÷òî A2 = A , E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Äîêàçàòü,

÷òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû E −A ðàâåí 0 èëè 1.

Çàäà÷à 3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) çàäàíà ðåêóððåíòíî: äëÿ θ ∈ [0, 1] x1 = 0 , xn+1 =
xn + 0,5(θ − x2

n) (n ≥ 1). Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò lim
n→∞

(xn) , è âû÷èñëèòü åãî.

Çàäà÷à 4. Ñóùåñòâóåò ëè íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ f(x) , îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå

x ≥ 0 è óäîâëåòâîðÿþùàÿ äëÿ âñåõ x, y ≥ 0 ñîîòíîøåíèþ f(x + f(y)) = 1− 1
(x + 1)(y + 1)

?

II�V êóðñ

Çàäà÷à 1. Ïóñòü A � ìàòðèöà ðàçìåðà n × n òàêàÿ,÷òî A2 = 2A. Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò

ïðèíèìàòü îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû 2E −A? (E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà)

Çàäà÷à 2. Âû÷èñëèòü
∫∫∫

max(x, y, z)dx dy dz, ãäå B � øàð åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì

â íà÷àëå êîîðäèíàò.

Çàäà÷à 3. Ôóíêöèÿ y(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [0, a] è óäîâëåòâîðÿåò äëÿ âñåõ x ∈ [0, a]

ñîîòíîøåíèþ y(x) =
x2

2
+

x∫
0

y2(t)dt . Äîêàçàòü, ÷òî a < 5.

Çàäà÷à 4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà ðåêóððåíòíî: a0 = 1,

an =
an−1

2
− an−2

3
+ ... +

(−1)n · a0

n + 1
, (n ≥ 1). Âû÷èñëèòü ñóììó

∞∑
n=0

anxn (äëÿ âñåõ |x| < 1).
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