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1 Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ

1.1 Ñîáûòèÿ. Îïåðàöèè íàä ñîáûòèÿìè

Ñëó÷àéíûì ñîáûòèåì íàçûâàþò òàêîå ñîáûòèå, êîòîðîå, ñ òî÷êè çðåíèÿ
îãðàíè÷åííûõ çíàíèé ÷åëîâåêà, ìîæåò ïðîèçîéòè èëè íå ïðîèçîéòè. Íàïðèìåð:
½çàâòðà ïîéäåò äîæäü�, ½Äèíàìî è Ñïàðòàê ñûãðàþò 2:2�, ½àòîì ðàäîíà
ðàñïàäåòñÿ çà ÷àñ�, ½ëåòîì íèêîãî èç ãðóïïû íå îò÷èñëÿò�, ½â ÿíâàðå áóäåò
ïîáèò ñòîëåòíèé òåìïåðàòóðíûé ðåêîðä� è ò. ï. Äàëåå áóäåì íàçûâàòü
ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ ïðîñòî ñîáûòèÿìè.

Ñîáûòèå íàçûâàåòñÿ äîñòîâåðíûì, åñëè îíî îáÿçàòåëüíî ïðîèçîéäåò;
íåâîçìîæíûì, åñëè íå ìîæåò ïðîèçîéòè. Ãîâîðÿò, ÷òî ñîáûòèåB ïîä÷èíåíî
ñîáûòèþ A, åñëè B ïðîèñõîäèò òîëüêî êîãäà ïðîèñõîäèò A. Íàïðèìåð,
ñîáûòèå ½ñûãðàþò 2:2� ïîä÷èíåíî ñîáûòèþ ½ñûãðàþò âíè÷üþ�, à ñîáûòèå
½íèêîãî íå îò÷èñëÿò� ïîä÷èíåíî ñîáûòèþ ½îò÷èñëÿò íå áîëåå äâîèõ�.

Äâà ñîáûòèÿ íåñîâìåñòíû, åñëè îíè íå ìîãóò ïðîèçîéòè îäíîâðåìåííî.
Ñîáûòèå íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíûì, åñëè íå ñóùåñòâóåò ïîä÷èíåííîå

åìó äðóãîå âîçìîæíîå ñîáûòèå.

Ïðèìåð 1. à) Ïîäáðîñèì òðè ìîíåòû. Ñîáûòèå ½âûïàëî 3 îðëà� � ýëåìåíòàðíîå,
ò. ê. îíî ìîæåò ïðîèçîéòè îäíèì ñïîñîáîì. Ñîáûòèå ½âûïàë 1 îðåë è 2
ðåøêè� � íå ýëåìåíòàðíîå: åìó ïîä÷èíåíî ñîáûòèå ½íà 1-é ìîíåòå âûïàë
îðåë, à íà 2-é è 3-é ðåøêè�.

á) Ñîáûòèå ½àòîì ðàñïàäåòñÿ çà ÷àñ� íå ýëåìåíòàðíîå, à ñîáûòèå ½àòîì
ðàñïàäåòñÿ ðîâíî ÷åðåç 48 ìèíóò� ýëåìåíòàðíîå.

Òàêèì îáðàçîì, âñå âîçìîæíûå ñîáûòèÿ ñîñòîÿò èç ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé
(èñõîäîâ), ïðè÷åì äâà ðàçíûõ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäà íåñîâìåñòíû. Ýòî
ïîçâîëÿåò íàì ïåðåâåñòè òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé íà ÿçûê òåîðèè ìíîæåñòâ.
Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâΩ� ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ

ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, êîòîðûå ìîãóò ïðîèçîéòè â ðåçóëüòàòå ñëó÷àéíîãî
ýêñïåðèìåíòà. Ëþáûå ïîäìíîæåñòâàA ⊂ Ω (âêëþ÷àÿ ∅ è âñåΩ) íàçûâàþòñÿ
ñîáûòèÿìè.
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Oïåðàöèè íàä ñîáûòèÿìè ñîîòâåòñòâóþò îïåðàöèÿì íàä ìíîæåñòâàìè:

íàä ìíîæåñòâàìè íàä ñîáûòèÿìè

îáúåäèíåíèå A ∪B äèçúþíêöèÿ
(A èëè B)

A ∨B

ïåðåñå÷åíèå A ∩B êîíúþíêöèÿ
(A è B)

A ∧B = AB

äîïîëíåíèå Ω\A îòðèöàíèå
(íå A)

A

âëîæåíèå B ⊂ A
B ïîä÷èíåíî A
(åñëè B, òî A)

B ⇒ A

Çíàê êîíúþíêöèè, êàê è çíàê óìíîæåíèÿ, ÷àñòî íå ïèøóò. È òàê æå,
êàê óìíîæåíèå ïðèîðèòåòíî ïåðåä ñëîæåíèåì, êîíúþíêöèÿ ïðèîðèòåòíà
ïåðåä äèçúþíêöèåé.

Íåâîçìîæíîå ñîáûòèå � ýòî ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅. Âñå ïðîñòðàíñòâî
Ω � äîñòîâåðíîå ñîáûòèå. Íåñîâìåñòíîñòü ñîáûòèé A è B îçíà÷àåò, ÷òî
AB = ∅. Ïðîñòåéøèì ñîîòíîøåíèÿì òåîðèè ìíîæåñòâ îòâå÷àþò òàêèå
ñîîòíîøåíèÿ ñîáûòèé:

A∅ = ∅, A ∨ ∅ = A, AΩ = A, A ∨ Ω = Ω,

AB ⇒ A, A⇒ A ∨B, AB = A ∨B, A ∨B = A B,

A(B ∨ C) = AB ∨ AC, A ∨BC = (A ∨B)(A ∨ C),

∞∧
i=1

Ai =
∞∨
i=1

Ai,

∞∨
i=1

Ai =
∞∧
i=1

Ai,

åñëè A⇒ B, òî B ⇒ A.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî íàãëÿäíûõ ïðèìåðîâ ïðîñòðàíñòâ ýëåìåíòàðíûõ
èñõîäîâ è ðàçëè÷íûõ ñîáûòèé â íèõ.

Ïðèìåð 2. Ïîäáðîñèì èãðàëüíóþ êîñòü ñ ÷èñëàìè 1, . . . , 6. Âûïàäåíèå
íåêîòîðîãî ÷èñëà � ýëåìåíòàðíîå ñîáûòèå, è ìîæíî îòîæäåñòâèòü Ω =
{1, 2, 3, 4, 5, 6}. ÏóñòüA� ñîáûòèå ½âûïàëî ÷åòíîå ÷èñëî�,B � ½âûïàâøåå
÷èñëî äåëèòñÿ íà 3�, C � ½âûïàëî 6�. Ýòè ñîáûòèÿ èìåþò òàêóþ ñòðóêòóðó:

A = {2, 4, 6}, B = {3, 6}, C = {6};

AB = C, A ∨B = {2, 3, 4, 6}, A = {1, 3, 5}, B = {1, 2, 4, 5}.
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Ïðèìåð 3. Âûñòðåëèì ïî ìèøåíè, êîòîðàÿ íàñòîëüêî âåëèêà, ÷òî ïîïàäàíèå
â íåå � äîñòîâåðíîå ñîáûòèå. Ýëåìåíòàðíûå èñõîäû � ïîïàäàíèÿ â êîíêðåòíûå
òî÷êè, ïîýòîìó ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ìîæíî îòîæäåñòâèòü
ñ ñàìîé ìèøåíüþ. Åñëè A � ïîïàäàíèå â áîëüøèé êðóã, B � ïîïàäàíèå
â ìåíüøèé êðóã, òî B ïîä÷èíåíî A (ðèñ. 1).

Ðèñ. 1

Ïðèìåð 4. Ïîäáðîñèì 10 ìîíåò. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíè ïðîíóìåðîâàíû.
Òîãäà Ω = {0; 1}10, ò. å. ýëåìåíòàðíûå èñõîäû îáîçíà÷åíû ñòðîêàìè èç 10
öèôð 0 è 1 (0 íà k-ì ìåñòå îçíà÷àåò, ÷òî k-ÿ ìîíåòà âûïàëà îðëîì, 1 �
ñîîòâåòñòâåííî ðåøêîé).

Ïðèìåð 5. Åñëè íàñ èíòåðåñóåò èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû â òå÷åíèå 24
÷àñîâ, òî â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ìîæíî âçÿòü
ïîñòðàíñòâî ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå: Ω = C[0, 24]. Ïóñòü
ñîáûòèå A � ½ñðåäíÿÿ òåìïåðàòóðà çà ýòè ñóòêè íå íèæå 0�, ñîáûòèå
B � ½â òå÷åíèå ýòèõ ñóòîê íå áûëî ìîðîçà�. Òî åñòü

A =
{
x ∈ Ω :

24∫
0

x(t)dt ≥ 0
}
,

B =
{
x ∈ Ω : ∀ t ∈ [0, 24] x(t) ≥ 0

}
.

Ñîáûòèå B ïîä÷èíåíî ñîáûòèþ A.

1.2 Äèàãðàììû Ýéëåðà�Âåííà

Äèàãðàììîé Ýéëåðà�Âåííà íàçûâàåòñÿ ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ïðî-
ñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ â âèäå ïðÿìîóãîëüíèêà, ãäå èíòåðåñóþùèå
íàñ ñîáûòèÿ ïðåäñòàâëåíû îáëàñòÿìè ñ ãëàäêèìè ãðàíèöàìè. Âàæíîå
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óñëîâèå: íà äèàãðàììå äîëæíû áûòü ïðåäñòàâëåíû âñå ëîãè÷åñêèå âîçìîæíîñòè,
ò. å. åñëè ½îáâåäåíû� ñîáûòèÿ A è B, òî äîëæíû áûòü íåïóñòûå îáëàñòè
AB, AB, AB è A B; åñëè ½îáâåäåíû� n ñîáûòèé, òî âñå 2n êîíúþíêöèé
ýòèõ ñîáûòèé è/èëè èõ îòðèöàíèé äîëæíû ïðèñóòñòâîâàòü íà äèàãðàììå.
Êàê ýòî ìîæíî óäîáíî ñäåëàòü ïðè n = 2, 3 è 4, ïîêàçàíî íà ðèñ. 2 è 3.
Ïðè á�oëüøèõ n ïðèøëîñü áû äåëàòü îáëàñòè íåâûïóêëûìè.

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíû ïðîñòåéøèå îïåðàöèè íàä ñîáûòèÿìè.

Ðèñ. 4

Ïðè ïîìîùè äèàãðàìì Ýéëåðà�Âåííà ìîæíî äîêàçûâàòü ëîãè÷åñêèå
òîæäåñòâà. Íàïðèìåð, äîêàæåì

(A ∨B)(A ∨ C) = A ∨BC.

Â ïåðâîì ðÿäó äèàãðàìì (ðèñ. 5) ñîáûòèå (A∨B)(A∨C) ïîëó÷åíî ïåðåñå÷åíèåì
äâóõ îáëàñòåé � îíî çàøòðèõîâàíî äâàæäû.
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Ðèñ. 5

Âî âòîðîì ðÿäó (ðèñ. 6) ñîáûòèå A ∨ BC ïîëó÷åíî îáúåäèíåíèåì äâóõ
çàêðàøåííûõ îáëàñòåé.

Ðèñ. 6

Ïðèìåð 6. Èçîáðàçèòü íà äèàãðàììå Ýéëåðà�Âåííà òàêîå ñîáûòèå F :
½èç 4 ñîáûòèé A,B,C,D ïðîèçîéäóò îäíî èëè äâà�.

Èç 16 êîíúþíêöèé ABCD, ABCD, . . . , A B C D ñîáûòèå F âêëþ÷àåò
â ñåáÿ 10: ÷åòûðå � ñ òðåìÿ îòðèöàíèÿìè è øåñòü � ñ äâóìÿ. Çàêðàñèì
ñîîòâåòñòâóþùèå îáëàñòè íà ðèñ. 7.

Ðèñ. 7

Ïðèìåð 7. Íà îñòàíîâêå ñòîÿò äâå æåíùèíû A,B è äâîå ìóæ÷èí C,D.
Ñîáûòèå ½÷åëîâåê ñÿäåò â àâòîáóñ� îáîçíà÷èì òîé æå áóêâîé, ÷òî è ñàìîãî
÷åëîâåêà. Èçîáðàçèòü íà äèàãðàììå Ýéëåðà�Âåííà ñîáûòèåG: ½â àâòîáóñ
ñÿäóò áîëüøå æåíùèí, ÷åì ìóæ÷èí�.

Åñëè â àâòîáóñ ñÿäóò îáå æåíùèíû (ïðîèçîéäåò AB), òî íå äîëæíû
ñåñòü ñðàçó îáà ìóæ÷èíû (ò. å. äîëæíî ïðîèçîéòè CD). Åñëè æå ñÿäåò
îäíà æåíùèíà (AB ∨AB), òî íè îäèí ìóæ÷èíà íå äîëæåí ñåñòü (C D).
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Ñëó÷àé A B (íè îäíîé æåíùèíû) íàñ íå óñòðàèâàåò. Ñôîðìóëèðóåì
ñîáûòèå G è ïåðåïèøåì åãî â äèçúþíêòèâíî-íîðìàëüíîé ôîðìå, ò. å. â
âèäå äèçúþíêöèè íåñîâìåñòíûõ êîíúþíêöèé, è çàêðàñèì ñîîòâåòñòâóþùóþ
îáëàñòü íà ðèñ. 8.

G = ABCD ∨ (AB ∨ AB)C D =

= ABC ∨ ABCD ∨ AB C D ∨ AB C D.

Ðèñ. 8

Â òîì ñëó÷àå, åñëè çàâåäîìî íå âñå 2n ðàçëè÷íûõ êîíúþíêöèé ñîáûòèé
A1, . . . , An è/èëè èõ îòðèöàíèé ÿâëÿþòñÿ âîçìîæíûìè ñîáûòèÿìè, íåêîòîðûå
ÿ÷åéêè äèàãðàììû Ýéëåðà�Âåííà ìîãóò èñ÷åçíóòü.

Ïðèìåð 8. Åñëè ñîáûòèåB ïîä÷èíåíî ñîáûòèþA, òî íåâîçìîæåí ñëó÷àé
AB. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ îáëàñòü èñ÷åçíåò, è äèàãðàììà áóäåò âûãëÿäåòü
êàê ìèøåíü íà ðèñ. 1.

Ïðèìåð 9. Ïàäàþò äâà êàìíÿ, êàæäûé ïîïàäåò â îäèí èç òðåõ ÿùèêîâ
A,B,C. Ñîáûòèå ½â ÿùèêå îêàæåòñÿ õîòÿ áû îäèí êàìåíü� îáîçíà÷èì
òîé æå áóêâîé, ÷òî è ÿùèê. Òîãäà íåâîçìîæíû ñëó÷àè ABC è A B C.
Äèàãðàììà Ýéëåðà�Âåííà ðåäóöèðóåòñÿ, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 9.

Ðèñ. 9
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1.3 Îñíîâíûå ïðèíöèïû êîìáèíàòîðèêè

Çàäà÷à êîìáèíàòîðèêè � âû÷èñëèòü, ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûïîëíèòü
íåêîòîðîå äåéñòâèå. Âîò íåñêîëüêî ïðèìåðîâ çàäà÷ êîìáèíàòîðèêè:

1. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïîëîæèòü ðàçíîöâåòíûé êóá íà êâàäðàòíûé
ñòîë òàêîãî æå ðàçìåðà? Îòâåò: 24 (âíèçó ìîæåò îêàçàòüñÿ ëþáàÿ èç 6
ãðàíåé, ñïåðåäè � ëþáàÿ èç 4 ñîñåäíèõ).

2. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññòàâèòü íà øàõìàòíîé äîñêå 8
ôåðçåé, íå óãðîæàþùèõ äðóã äðóãó? Îòâåò: 92 (ïîëó÷åí êîìïüþòåðíûì
ïåðåáîðîì).

3. Ñêîëüêî íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé èìååò ÷èñëî n? Åñëè n = pk1
1 · . . . ·

pkm
m � ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè, òî îòâåò èçâåñòåí èç êóðñà
àëãåáðû: (1 + k1) · . . . · (1 + km).

Îñíîâíûå ïðèíöèïû êîìáèíàòîðèêè � ïðèíöèïû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ
� ïîçâîëÿþò íàõîäèòü ÷èñëî ñïîñîáîâ âûïîëíåíèÿ ñëîæíîãî äåéñòâèÿ,
åñëè òàêèå ÷èñëà èçåñòíû äëÿ áîëåå ïðîñòûõ äåéñòâèé.

Ïðèíöèï ñëîæåíèÿ. Åñëè íåêîòîðîå äåéñòâèå ìîæíî âûïîëíèòü k

âçàèìíî èñêëþ÷àþùèìè ïóòÿìè: 1-ì ïóòåì n1 ñïîñîáàìè, . . . , k-ì ïóòåì
nk ñïîñîáàìè, òî îáùåå ÷èñëî ñïîñîáîâ âûïîëíèòü äàííîå äåéñòâèå ñîñòàâëÿåò

N = n1 + . . .+ nk.

Íàïðèìåð, åñëè ó ÷åëîâåêà åñòü 3 øàïêè, 2 øëÿïû è 4 êåïêè, òî îí ìîæåò
âûáðàòü ãîëîâíîé óáîð 3 + 2 + 4 = 9 ñïîñîáàìè.

Ïðèíöèï óìíîæåíèÿ. Åñëè ìîæíî âûïîëíèòü 1-å äåéñòâèå n1 ñïîñîáàìè;
ïðè êàæäîì ñïîñîáå åãî âûïîëíåíèÿ ìîæíî âûïîëíèòü 2-å äåéñòâèå n2

ñïîñîáàìè; . . . , íàêîíåö, ïðè êàæäîì ñïîñîáå âûïîëíåíèÿ ïåðâûõ k − 1
äåéñòâèé ìîæíî âûïîëíèòü k-å äåéñòâèå nk ñïîñîáàìè, òî ìîæíî âûïîëíèòü
ñðàçó âñå k äåéñòâèé

N = n1 · . . . · nk ñïîñîáàìè.

Íàïðèìåð, åñëè ó ÷åëîâåêà 9 ãîëîâíûõ óáîðîâ, 5 ïàð îáóâè è 4 êóðòêè,
òî îí ìîæåò îäåòüñÿ è îáóòüñÿ 9 · 5 · 4 = 180 ðàçíûìè ñïîñîáàìè.

Ïðèíöèï óìíîæåíèÿ ïðèìåíèì è ïðè k = 0: ïðîèçâåäåíèå 0 ñîìíîæèòåëåé
ðàâíî 1, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò î÷åâèäíîìó ôàêòó: áåçäåéñòâîâàòü ìîæíî
òîëüêî 1 ñïîñîáîì.
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Õîòÿ ïðèíöèïû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ âïîëíå î÷åâèäíû, âàæíî íàó÷èòüñÿ
ãðàìîòíî ïðèìåíÿòü èõ è íå ïóòàòü îäèí ñ äðóãèì. Ðàññìîòðèì ïðèìåðû,
ãäå ïðèìåíÿþòñÿ îáà ïðèíöèïà.

Ïðèìåð 10. Íà ðåêå îäèí îñòðîâ, ñ êîòîðîãî 3 ìîñòà âåäóò íà ñåâåðíûé
áåðåã è 2 � íà þæíûé; êðîìå òîãî, åñòü 2 ìîñòà íàïðÿìóþ ñ îäíîãî
áåðåãà ðåêè íà äðóãîé (ðèñ. 10). Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïðîéòè ñ
ñåâåðíîãî áåðåãà ðåêè íà þæíûé? Âîçâðàùàòüñÿ íà áåðåã, íà êîòîðîì
óæå ïîáûâàëè, íåëüçÿ.

Ðèñ. 10

Åñòü äâà âçàèìîèñêëþ÷àþùèõ ïóòè: (1) ÷åðåç îñòðîâ, (2) íå ÷åðåç îñòðîâ.
(1) Ìîæíî 3 ñïîñîáàìè âûáðàòü ìîñò ÷åðåç ñåâåðíûé ïðîòîê è íåçàâèñèìî

îò ýòîãî 2 ñïîñîáàìè âûáðàòü ìîñò ÷åðåç þæíûé ïðîòîê. Ïî ïðèíöèïó
óìíîæåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ 3 · 2 ñïîñîáîâ.

(2) Ìîæíî 2 ñïîñîáàìè âûáðàòü ìîñò ÷åðåç âñþ ðåêó.
Òåïåðü ïðèìåíÿåì ïðèíöèï ñëîæåíèÿ : (1) + (2).

Îòâåò: 3 · 2 + 2 = 8 ñïîñîáîâ.

Ïðèìåð 11. Â ÿùèêå 2 êðàñíûõ, 3 æåëòûõ è 4 çåëåíûõ øàðà, îíè
ïðîíóìåðîâàíû. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âçÿòü 2 øàðà ðàçíûõ öâåòîâ?

Åñòü òðè âçàèìîèñêëþ÷àþùèõ ïóòè: âçÿòü êðàñíûé è æåëòûé (2 · 3
ñïîñîáîâ), êðàñíûé è çåëåíûé (2 · 4 ñïîñîáîâ), èëè æåëòûé è çåëåíûé
(3 · 4 ñïîñîáîâ).

Îòâåò: 2 · 3 + 2 · 4 + 3 · 4 = 26 ñïîñîáîâ.

Ñëåäóþùèé ïðèìåð áîëåå õèòðûé.

Ïðèìåð 12. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññòàâèòü íà ïóñòîé øàõìàòíîé
äîñêå 8 ëàäåé òàê, ÷òîáû âñå ïóñòûå êëåòêè áûëè ïîä óäàðîì?

Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñòîÿëî ïî ëàäüå ëèáî â
êàæäîé âåðòèêàëè, ëèáî â êàæäîé ãîðèçîíòàëè. Íî ýòè äâå ñèòóàöèè íå
ÿâëÿþòñÿ âçàèìîèñêëþ÷àþùèìè! Ïðèäåòñÿ ðàññìîòðåòü òðè òèïà ïîçèöèé,
ïðèìåðû êîòîðûõ äàíû íà ðèñ. 11.
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Ðèñ. 11

À: è â êàæäîé âåðòèêàëè, è â êàæäîé ãîðèçîíòàëè ïî 1 ëàäüå. Ïîñêîëüêó
âî âñåõ âåðòèêàëÿõ íàäî ñòàâèòü ëàäüè íà ðàçíûõ îðäèíàòàõ, ñäåëàòü ýòî
ìîæíî 8! ñïîñîáàìè.

Á: â êàæäîé âåðòèêàëè ïî 1 ëàäüå, íî â íåêîòîðûõ ãîðèçîíòàëÿõ ëàäåé
íåò. Òàêèõ ñïîñîáîâ ðàññòàíîâêè ëàäåé áóäåò 88 − 8! Äåéñòâèòåëüíî,
îðäèíàòû 8 ëàäåé âûáèðàþòñÿ íåçàâèñèìî êàæäàÿ èç 8 âîçìîæíûõ, íî
ïîòîì íàäî èñêëþ÷èòü ïîçèöèè, ïîïàâøèå â ½À�.

Â: â êàæäîé ãîðèçîíòàëè ïî 1 ëàäüå, íî â íåêîòîðûõ âåðòèêàëÿõ èõ
íåò. ×èñëî òàêèõ ïîçèöèé òàêæå 88 − 8! (àíàëîãè÷íî).

Èòîãî

8! + 2(88 − 8!) = 2 · 88 − 8! = 33 514 112 ñïîñîáîâ.

Ïðèìåð 13. Îñòðîâ, â öåíòðå êîòîðîãî êðóãëîå îçåðî, ðàçäåëåí íà 4
ñòðàíû, êàæäàÿ èìååò âûõîä ê ìîðþ è ê îçåðó. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
ìîæíî ðàñêðàñèòü êàðòó îñòðîâà (ãðàíè÷àùèå ñòðàíû íå äîëæíû áûòü
îäíîãî öâåòà), åñëè èìåþòñÿ n êðàñîê?

Çàíóìåðóåì ñòðàíû ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå (ðèñ. 12). Ñíà÷àëà ïîêðàñèì
ñòðàíû 1 è 3.

Ðèñ. 12

1-é ïóòü: åñòü n ñïîñîáîâ ïîêðàñèòü 1 è 3 â îäèí öâåò, ïîñëå ÷åãî
ñòðàíû 2 è 4 íåçàâèñèìî îäíà îò äðóãîé êðàñÿòñÿ â ëþáîé èç n − 1
öâåòîâ, òàê ÷òî 1-é ïóòü äàåò N1 = n(n− 1)2 âàðèàíòîâ ðàñêðàñêè.
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2-é ïóòü: åñòü n(n − 1) ñïîñîáîâ ïîêðàñèòü 1 è 3 â ðàçíûå öâåòà,
ïîñëå ÷åãî 2 è 4 íåçàâèñèìî îäíà îò äðóãîé êðàñÿòñÿ â ëþáîé èç n − 2
îñòàâøèõñÿ öâåòîâ, ñëåäîâàòåëüíî, 2-é ïóòü äàåò N2 = n(n − 1)(n − 2)2

âàðèàíòîâ.
Íàêîíåö, ïðèìåíèì ïðèíöèï ñëîæåíèÿ. Îòâåò:

N = N1 +N2 = n(n− 1)(n2 − 3n+ 3) ñïîñîáîâ.

1.4 ×èñëà ïåðåñòàíîâîê, ñî÷åòàíèé è ðàçìåùåíèé

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñòàíäàðòíûõ ñèòóàöèé, ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ â
êîìáèíàòîðèêå, è ñâÿçàííûå ñ íèìè ÷èñëà.
×èñëî ïåðåñòàíîâîê n ýëåìåíòîâ.
Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññòàâèòü n ðàçëè÷èìûõ ýëåìåíòîâ íà n
ìåñòàõ? Äðóãèìè ñëîâàìè: ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ áèåêöèé âîçìîæíû ìåæäó
äâóìÿ n-ýëåìåíòíûìè ìíîæåñòâàìè? Ðåøåíèå: 1-é ýëåìåíò ñòàâèì íà
ëþáîå èç n ìåñò, çàòåì 2-é ýëåìåíò íà ëþáîå èç n − 1 îñòàâøèõñÿ ìåñò,
çàòåì 3-é ýëåìåíò � íà ëþáîå èç n − 2 îñòàâøèõñÿ ìåñò, . . . , íàêîíåö,
ïîñëåäíèé ýëåìåíò íà ïîñëåäíåå ñâîáîäíîå ìåñòî. Ïî ïðèíöèïó óìíîæåíèÿ
÷èñëî ñïîñîáîâ ðàâíî

n · (n− 1) · (n− 2) · . . . · 2 · 1 = n!

Íàïðèìåð, 10 çðèòåëåé ìîãóò ñåñòü íà 10 ìåñòàõ â êèíîçàëå 10!=3 628 800
ñïîñîáàìè! Ìîæíî ïî÷òè 10 000 ëåò êàæäûé äåíü õîäèòü â êèíî è ñàäèòüñÿ
ïî-ðàçíîìó.
×èñëî ïåðåñòàíîâîê ñ ïîâòîðåíèÿìè.
Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññòàâèòü íà n ìåñòàõ n ýëåìåíòîâ, ñðåäè
êîòîðûõ åñòü k1 îäèíàêîâûõ, . . . , km îäèíàêîâûõ? Ðåøèì çàäà÷ó òàê:
ïîìåòèì îäèíàêîâûå ýëåìåíòû, ÷òîáû âðåìåííî ñäåëàòü èõ ðàçíûìè.
Èìååì n! ðàçëè÷íûõ ðàññòàíîâîê ìå÷åíûõ ýëåìåíòîâ. Îäíàêî, ïîñëå óäàëåíèÿ
ìåòîê ìíîãèå ðàññòàíîâêè ñòàíóò îäèíàêîâûìè. À èìåííî, êàæäîé ðàñ-
ñòàíîâêå íåìå÷åíûõ ýëåìåíòîâ ñîîòâåòñòâóþò k1! · . . . · km! ðàññòàíîâîê
ìå÷åíûõ, ïîñêîëüêó k1 ìå÷åíûõ ýëåìåíòîâ ïåðâîãî ïîâòîðÿþùåãîñÿ âèäà
ìîæíî k1! ñïîñîáàìè ðàññòàâèòü íà òåõ ìåñòàõ, êîòîðûå çàíèìàþò ýëåìåíòû
ýòîãî âèäà â íåìå÷åíîé ðàññòàíîâêå; íåçàâèñèìî îò íèõ ìå÷åíûå ýëåìåíòû
âòîðîãî âèäà ìîæíî k2! ñïîñîáàìè ðàññòàâèòü íà èõ ìåñòàõ, è ò. ä.; ïðèìåíÿåì
ïðèíöèï óìíîæåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, â ñïèñêå n! ìå÷åíûõ ðàññòàíîâîê
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êàæäàÿ íåìå÷åíàÿ ðàññòàíîâêà ïðåäñòàâëåíà k1!·. . .·km! ðàç. Ñëåäîâàòåëüíî,
÷èñëî ïåðåñòàíîâîê ñ ïîâòîðåíèÿìè ðàâíî

n!

k1! · . . . · km!
(1)

Ïðèìåð 14. ×èñëî ïåðåñòàíîâîê áóêâ ÊÎËÎÁÎÊ. Èìååì k1 = 2, k2 =
3. Ïîìåòèâ îäèíàêîâûå áóêâû:K1O1ËO2ÁO3K2, ïîëó÷èì ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê
7! = 5040. Íî ïîñëå óäàëåíèÿ ìåòîê îíî óìåíüøèòñÿ â 2! · 3! ðàç.

Îòâåò: 7!/2!3! = 420.

Ïðèìåð 15. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïåðåñòàâèòü áóêâû Î, Ë, È,
Ì, Ï, È, À, Ä, À òàê, ÷òîáû íå áûëî èäóùèõ ïîäðÿä â òàêîì ïîðÿäêå
áóêâ Ë, È, Ï, À ?

Ñðåäè äàííûõ 9 áóêâ äâå ïàðû îäèíàêîâûõ, ïîýòîìó ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê
9!

2!2!
= 90 720. Ôðàãìåíò ñëîâà ½ËÈÏÀ� ìîæåò íà÷èíàòüñÿ ñ 1-ãî, 2-

ãî,. . .,6-ãî ìåñòà, à îñòàâøèåñÿ 5 áóêâ (âñå ðàçíûå) ìîæíî ðàññòàâèòü íà
îñòàâøèõñÿ ìåñòàõ 5! ñïîñîáàìè. Òàê ÷òî ÷èñëî çàïðåùåííûõ ïåðåñòàíîâîê
ñîñòàâëÿåò 6 · 5! = 720.

Îòâåò: 90 000.

×èñëî ñî÷åòàíèé èç n ïî k, 0 ≤ k ≤ n.
Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî èç n ðàçëè÷èìûõ ýëåìåíòîâ âûáðàòü k øò.
(íåâàæíî, â êàêîì ïîðÿäêå)? Äðóãèìè ñëîâàìè: ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ k-
ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ èìååò n-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî? ×èñëî ñî÷åòàíèé
èç n ïî k ðàâíî

Ck
n =

n!

k!(n− k)!
=
n(n− 1) · . . . · (n+ 1− k)

k!
. (2)

Ýòó ôîðìóëó ìîæíî âûâåñòè èç ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ôîðìóëû (1). Ïóñòü n
ýëåìåíòîâ âûïèñàíû â ðÿä. Ïîìåòèì åäèíèöàìè òå k ýëåìåíòîâ, êîòîðûå
ìû âûáåðåì, è íóëÿìè � îñòàëüíûå. Òàêèì îáðàçîì óñòàíîâëåíà áèåêöèÿ
ìåæäó ìíîæåñòâîì k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ è ìíîæåñòâîì âñåõ ñòðîê,
ñîñòîÿùèõ èç k åäèíèö è n − k íóëåé, ò. å. ïåðåñòàíîâîê n öèôð, ñðåäè
êîòîðûõ åñòü k îäèíàêîâûõ è n−k îäèíàêîâûõ. Ïîêàæåì, êàê ýòî âûãëÿäèò
ïðè n = 4, k = 2 (âûáèðàåì 2 èç 4 ýëåìåíòîâ a, b, c, d):

{a, b} ↔ 1100
{a, c} ↔ 1010
{a, d} ↔ 1001

{b, c} ↔ 0110
{b, d} ↔ 0101
{c, d} ↔ 0011
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Ïîëó÷àåì C2
4 = 6.

Åñëè òðåáóåòñÿ íàéòè ìíîãî ÷èñåë ñî÷åòàíèé, ìîæíî èñïîëüçîâàòü
ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó

Ck+1
n+1 = Ck

n + Ck+1
n , 0 ≤ k < n.

Ñîãëàñíî ýòîé ôîðìóëå ñòðîèòñÿ òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ � òàáëèöà ÷èñåë
ñî÷åòàíèé, â íåé êàæäîå ÷èñëî ðàâíî ñóììå âûøåñòîÿùåãî è âûøå-ëåâåå-
ñòîÿùåãî. Òðåóãîëüíàÿ ôîðìà òàáëèöû îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî 0 ≤ k ≤ n.

k = 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 . . .
n = 0 1
n = 1 1 1
n = 2 1 2 1
n = 3 1 3 3 1
n = 4 1 4 6 4 1
n = 5 1 5 10 10 5 1
n = 6 1 6 15 20 15 6 1
n = 7 1 7 21 35 35 21 7 1
n = 8 1 8 28 56 70 56 28 8 1
n = 9 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

n = 10 1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Î÷åâèäíû ñîîòíîøåíèÿ C0
n = Cn

n = 1 (íè÷åãî íå âçÿòü èëè âñå âçÿòü
ìîæíî îäíèì ñïîñîáîì) è Cn−k

n = Ck
n (âûáðàòü, êàêèå ýëåìåíòû áåðåì,

ìîæíî ñòîëüêèìè æå ñïîñîáàìè, ÷òî è âûáðàòü, êàêèå ýëåìåíòû íå áåðåì).

Ïðèìåð 16. Ñêîëüêî öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ðåøåíèé èìååò äèîôàíòîâî
óðàâíåíèå x1 + . . . + xk = s ? Ñêîëüêî íàòóðàëüíûõ ðåøåíèé èìååò ýòî
óðàâíåíèå?

Çàïèøåì x1, . . . , xk â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 0 è 1 ñëåäóþùèì îáðàçîì:
âìåñòî xi áóäåì ïèñàòü xi åäèíèö, åñëè xi ≥ 1, è íè÷åãî íå áóäåì ïèñàòü,
åñëè xi = 0.Äëÿ ðàçãðàíè÷åíèÿ çàïèñè xi è xi+1 ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè
èì åäèíèöàìè áóäåì ïèñàòü íîëü. Ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âèäà

11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
x1

0 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
x2

0 . . . 0 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
xk

,

â êîòîðîé ðîâíî s åäèíèö è k−1 íîëü. ×èñëî ðàçíûõ òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
Cs

s+k−1 è áóäåò ðàâíî ÷èñëó ðàçëè÷íûõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ x1 + . . . + xk = s. Òåïåðü ïîñìîòðèì, ñêîëüêî áóäåò öåëûõ
ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé. Ïóñòü yi = xi−1, i = 1, . . . , k. Òîãäà èñõîäíîå
óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî y1 + . . .+yk = s−k. Òàê êàê âñå yi ≥ 0, òî ÷èñëî
ðåøåíèé áóäåò ðàâíî Cs−k

s−k+k−1 = Cs−k
s−1 .
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Ïðèìåð 17. 12 òóðèñòîâ îñòàíîâèëèñü íà ïðèâàë. Íóæíî ïîñëàòü òðîèõ
çà âîäîé è ÷åòâåðûõ çà äðîâàìè. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè èõ ìîæíî âûáðàòü?

Òðîèõ èç 12 ìîæíî âûáðàòü C3
12 ñïîñîáàìè. Ïðè ëþáîì ðåçóëüòàòå

ýòîãî âûáîðà ìîæíî áóäåò âûáðàòü 4 èç 9 îñòàâøèõñÿ C4
9 ñïîñîáàìè. Ïî

ïðèíöèïó óìíîæåíèÿ ïîëó÷èì

N = C3
12 · C4

9 =
12!

3!9!
· 9!

4!5!
=

12!

3!4!5!
= 27 720.

Äðóãîé ñïîñîá ðåøåíèÿ: ðàñïîëîæèâ òóðèñòîâ â àëôàâèòíîì ïîðÿäêå,
îáîçíà÷èòü ½1� òåõ, êòî ïîéäåò çà âîäîé, ½2� � çà äðîâàìè, ½3� � îñòàþùèõñÿ.
×èñëî ðàçëè÷íûõ ñòðîê èç 12 öèôð, ñðåäè êîòîðûõ 3, 4 è 5 îäèíàêîâûõ,

ðàâíî
12!

3!4!5!
.

×èñëî ðàçìåùåíèé èç n ïî k, 0 ≤ k ≤ n.
Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî èç n ðàçëè÷èìûõ ýëåìåíòîâ âûáðàòü k,
ó÷èòûâàÿ ïîðÿäîê? ×èñëî ðàçìåùåíèé èç n ïî k ðàâíî

Ak
n =

n!

(n− k)!
= n(n− 1) · . . . · (n+ 1− k).

Ýòà ôîðìóëà òàêæå âûâîäèòñÿ èç (1). Ïóñòü n ýëåìåíòîâ âûïèñàíû â
ðÿä. Ïîìåòèì íîìåðàìè îò 1 äî k òå k ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ìû âûáåðåì, è
íóëÿìè � îñòàëüíûå. Òàêèì îáðàçîì óñòàíîâëåíà áèåêöèÿ ìåæäó ìíîæåñòâîì
ðàçìåùåíèé èç n ïî k è ìíîæåñòâîì âñåõ ñòðîê, ñîñòîÿùèõ èç öèôð îò
1 äî k è n − k íóëåé, ò. å. ïåðåñòàíîâîê n öèôð, ñðåäè êîòîðûõ òîëüêî
n− k îäèíàêîâûõ.

1.5 Âû÷èñëåíèå âåðîÿòíîñòåé ïóòåì
ïîäñ÷åòà ÷èñëà âîçìîæíîñòåé

Ðàññìîòðèì ñàìóþ ïðîñòóþ âåðîÿòíîñòíóþ ìîäåëü � êîíå÷íîå ïðîñòðàíñòâî
ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè

Ω = {ω1, ω2, . . . , ωN}, P(ωj) = 1/N.

Åñëè A � ñîáûòèå, ò. å. ïîäìíîæåñòâî Ω, ñîñòîÿùåå èç M ýëåìåíòàðíûõ
èñõîäîâ, òî î÷åâèäíî

P(A) = M/N.
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Â ïàðàãðàôå 2.1 áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî òàêîå ½èíòóèòèâíîå� îïðåäåëåíèå P
ïðàâîìåðíî ñ òî÷êè çðåíèÿ ñîâðåìåííîãî àïïàðàòà òåîðèè âåðÿòíîñòåé.

Èñõîäû ω ∈M áóäåì íàçûâàòü áëàãîïðèÿòíûìè (äëÿ A), à èñõîäû
ω /∈ M � íåáëàãîïðèÿòíûìè. Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëåíèå âåðîÿòíîñòè
ñâîäèòñÿ ê êîìáèíàòîðèêå.

Ïðèìåð 18. Äàíû êàðòî÷êè ñ áóêâàìè Ò,Ð,Î,Ï,È,Ê. Èç íèõ ñëó÷àéíî
âûòàñêèâàþò òðè êàðòî÷êè. Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ ïîëó÷èòñÿ ñëîâî ÊÈÒ,
åñëè:

(à) êàðòî÷êè íàêëåèâàþò îäíó çà äðóãîé,
(á) êàðòî÷êè ìîæíî ìåíÿòü ìåñòàìè?

Â ñëó÷àå (à) ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ (î÷åâèäíî, ðàâíîâåðîÿòíûõ)
ðàâíî ÷èñëó ðàçìåùåíèé N = A3

6 = 6 · 5 · 4 = 120; áëàãîïðèÿòíûé èñõîä
òîëüêî îäèí. Ïîëó÷àåì P = 1/120.

Â ñëó÷àå (á) áëàãîïðèÿòíûõ èñõîäîâ 6, òàê êàê íóæíûå êàðòî÷êè
ìîãóò âûéòè â 3! ðàçíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ. Ïîëó÷àåì P = M/N =
6/120 = 1/20. Ïîñêîëüêó â ñëó÷àå (á) íå âàæíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âûòàñêèâàíèÿ êàðòî÷åê, ìîæíî ðàññìîòðåòü äðóãóþ âåðîÿòíîñòíóþ ìîäåëü:
ñ÷èòàòü ýëåìåíòàðíûìè èñõîäàìè âñå ñî÷åòàíèÿ èç 6 ïî 3, òîãäà N =
C3

6 = 20, áëàãîïðèÿòíûé èñõîä îäèí, è îïÿòü ïîëó÷àåì P = 1/20.

Ïðèìåð 19. Â ÿùèêå n áåëûõ, n ñèíèõ è n êðàñíûõ øàðîâ. Íàéòè
âåðîÿòíîñòü Pn òîãî, ÷òî òðè ñëó÷àéíî âûíóòûõ øàðà îêàæóòñÿ ðàçíûõ
öâåòîâ.

Èìååì N = C3
3n; M âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïðèíöèïó óìíîæåíèÿ, ïîñêîëüêó

áåëûé, êðàñíûé è ñèíèé øàðû âûáèðàþò íåçàâèñèìî. Âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî òðè øàðà îêàæóòñÿ ðàçíîöâåòíûìè, ðàâíà

Pn =
M

N
=

(C1
n)

3

C3
3n

=
n33!

3n(3n− 1)(3n− 2)
=

2n2

(3n− 1)(3n− 2)

Èìååì P1 = 1, äàëåå Pn óáûâàåò, ñòåìÿñü ê 2/9 ïðè n→∞.

Ïðèìåð 20.Øåñòíàäöàòü áîðöîâ ñîðåâíóþòñÿ ïî ñèñòåìå play-o� (ðèñ. 13).
Ïîáåäèâøåìó â ôèíàëå ïðèñóæäàåòñÿ I ìåñòî, ïîáåæäåííîìó â ôèíàëå
� II ìåñòî. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî II ìåñòî ïðèñóäÿò ñïðàâåäëèâî?
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Ðèñ. 13

×òîáû âòîðîé ïî ñèëå áîðåö ïîëó÷èë II ìåñòî, îí äîëæåí âñòðåòèòüñÿ â
ôèíàëå ñ ïîáåäèòåëåì. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðè
æåðåáüåâêå îíè îêàçàëèñü â ðàçíûõ ïîëîâèíàõ ñïèñêà. ×èñëî âîçìîæíûõ
ðåçóëüòàòîâ æåðåáüåâêè åñòü N = 16! ×èñëî áëàãîïðèÿòíûõ èñõîäîâ
M = 16 · 8 · 14!, òàê êàê ïîáåäèòåëþ äîñòàåòñÿ ëþáîé íîìåð, âòîðîìó ïî
ñèëå � íîìåð èç äðóãîé ïîëîâèíû (èç âîñüìè), à îñòàëüíûå 14 íîìåðîâ
äîñòàþòñÿ îñòàëüíûì. Ïîëó÷àåì

P =
M

N
=

16 · 8 · 14!

16!
=

8

15
≈ 53%.

Ïðèìåð 21. Íà ïóñòóþ øàõìàòíóþ äîñêó ïîñòàâèëè 8 ëàäåé. Íàéòè
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âñå ïóñòûå êëåòêè îêàæóòñÿ ïîä óäàðîì.

×èñëî ðàâíîâåðîÿòíûõ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâN ðàâíî ÷èñëó ñî÷åòàíèé
èç 64 ïî 8. ×èñëî áëàãîïðèÿòíûõ èñõîäîâ M áûëî âû÷èñëåíî â ïðèìåðå
12. Ïîëó÷àåì

P =
M

N
=

2 · 88 − 8!

C8
64

=
33 514 112

64 · . . . · 57/8!
≈ 0,76%.

Ïðèìåð 22. Âå÷åðîì âñòðåòèëèñü 5 õàìåëåîíîâ ðàçíûõ öâåòîâ. Çà íî÷ü
êàæäûé ïîìåíÿë ñâîé öâåò íà îäèí èç 4 äðóãèõ, âûáèðàÿ öâåòà ñ ðàâíûìè
âåðîÿòíîñòÿìè è íåçàâèñèìî îò äðóãèõ õàìåëåîíîâ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî óòðîì ýòè 5 õàìåëåîíîâ âíîâü îêàæóòñÿ ðàçíûõ öâåòîâ.

×èñëî âñåõ ðàâíîâåðîÿòíûõ èñõîäîâN = 45 = 1024. ×èñëî áëàãîïðèÿòíûõ
èñõîäîâM ðàâíî ÷èñëó òåõ ïåðåñòàíîâîê 5 ýëåìåíòîâ, êîòîðûå íå èìåþò
íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáàÿ ïåðåñòàíîâêà ðàñïàäàåòñÿ íà
öèêëû; äëÿ ïåðåñòàíîâîê 5 ýëåìåíòîâ äëèíû ýòèõ öèêëîâ ìîãóò áûòü
òàêèìè:

3 + 2
5

}
íåò íåïîäâèæíûõ òî÷åê,
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1 + 1 + 1 + 1 + 1
2 + 1 + 1 + 1

2 + 2 + 1
3 + 1 + 1

4 + 1

 åñòü íåïîäâèæíûå òî÷êè.

×èñëî ïåðåñòàíîâîê òèïà 3+2 ðàâíî C3
5 · 2 = 20 (âûáèðàåì, êàêèå 3

ýëåìåíòà îáðàçóþò 3-öèêë, è â êàêîì íàïðàâëåíèè îí ½êðóòèòñÿ�); ÷èñëî
öèêëè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâîê 5 ýëåìåíòîâ ðàâíî 4! = 24, ïîñêîëüêó ýëåìåíò
a ìîæíî ñ÷èòàòü 1-ì â öèêëå, à îñòàëüíûå çàíèìàþò â öèêëå ïðîèçâîëüíûå
ìåñòà. Èòàê, ÷èñëî áëàãîïðèÿòíûõ èñõîäîâ M = 44.

Îòâåò: P =
44

1024
=

11

256
≈ 4,3%.

Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ñâÿçàíû ñî ñëåäóþùåé
ñõåìîé. Ïóñòü r ÷àñòèö ðàçìåùàþòñÿ ïî n ÿ÷åéêàì, è âñå èõ ðàçìåùåíèÿ
ðàâíîâîçìîæíû (ñõåìà ñëó÷àéíûõ ðàçìåùåíèé). Ïðè ýòîì ÷àñòèöû ìîãóò
áûòü êàê ðàçëè÷èìûìè, òàê è íåðàçëè÷èìûìè, à òàêæå âîçìîæíû êàêèå-
òî îãðàíè÷åíèÿ íà ÷èñëî ÷àñòèö â ÿ÷åéêå. Ýòè ìîäåëè òåñíî ñâÿçàíû ñ
ðåàëüíûìè ÿâëåíèÿìè. Òàê, íàïðèìåð, ñõåìà ñ ðàçëè÷èìûìè ÷àñòèöàìè
áåç îãðàíè÷åíèé íà èõ êîëè÷åñòâî â ÿ÷åéêå õîðîøî îïèñûâàåò ïîâåäåíèå
ìîëåêóë (ñòàòèñòèêè Ìàêñâåëëà�Áîëüöìàíà). Ìîäåëü ñ íåðàçëè÷èìûìè
÷àñòèöàìè ñïðàâåäëèâà äëÿ ôîòîíîâ è àòîìíûõ ÿäåð (ñòàòèñòèêè Áîçå�
Ýéíøòåéíà). Ìîäåëü ñ îãðàíè÷åíèÿìè (íå áîëåå îäíîé ÷àñòèöû â ÿ÷åéêå)
îïèñûâàåò ïîâåäåíèå ýëåêòðîíîâ èëè ïðîòîíîâ (ñòàòèñòèêè Ôåðìè�Äèðàêà).

Ñõåìó ðàçìåùåíèÿ ÷àñòèö ïî ÿ÷åéêàì ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê
ïîñëåäîâàòåëüíûé âûáîð ÿ÷åéêè äëÿ êàæäîé ÷àñòèöû. Òàê, íàïðèìåð,
ðàçëè÷èìûì ÷àñòèöàì áåç îãðàíè÷åíèé íà èõ ÷èñëî â ÿ÷åéêå ñîîòâåòñòâóåò
ìîäåëü óïîðÿäî÷åííîãî âûáîðà ñ âîçâðàùåíèåì.

Ïðèìåð 23. Ïóñòü 8 ÷àñòèö ðàçìåùàþòñÿ ïî 7 ÿ÷åéêàì. Íàéäåì âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî ðîâíî 2 ÿ÷åéêè îêàæóòñÿ ïóñòûìè (ñîáûòèå A), ñ÷èòàÿ, ÷òî âñå
âîçìîæíûå ðàçìåùåíèÿ ÷àñòèö ðàâíîâåðîÿòíû.

Ðàññìîòðèì äâå ñèòóàöèè: ñ ðàçëè÷èìûìè è íåðàçëè÷èìûìè ÷àñòèöàìè.
à) ×àñòèöû íåðàçëè÷èìû. Ðåçóëüòàò ðàçìåùåíèÿ íåðàçëè÷èìûõ ÷àñòèö

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå âåêòîðà (r1, . . . , r7), ãäå rj � ÷èñëî ÷àñòèö,
ïîïàâøèõ â j-þ ÿ÷åéêó. ×èñëà r1, . . . , r7 ïðè ýòîì óäîâëåòâîðÿþò åñòåñòâåííûì
îãðàíè÷åíèÿì

r1 + . . .+ r7 = 8, r1 ≥ 0, . . . , r7 ≥ 0.
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Òàêèõ ðàçíûõ íàáîðîâ (r1, . . . , r7) îêàæåòñÿ N = C8
7+8−1 = C8

14 (ñì.
ïðèìåð 16). Áëàãîïðèÿòíûìè èñõîäàìè äëÿ ñîáûòèÿA áóäóò òàêèå íàáîðû
(r1, . . . , r7), â êîòîðûõ ðîâíî 2 ýëåìåíòà ðàâíû 0, à îñòàëüíûå íå ìåíüøå
1. Íàïðèìåð, r1 = r2 = 0, òîãäà

r3 + . . .+ r7 = 8, r3 ≥ 1, . . . , r7 ≥ 1.

Ïîëîæèì t3 = r3−1, . . . , t7 = r7−1. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå, t3+ . . .+t7 =
3, ýêâèâàëåíòíîå èñõîäíîìó. ×èñëî åãî öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ðåøåíèé
ðàâíî C3

5+3−1 = C3
7 . Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî âûáðàòü 2 ïóñòûå ÿ÷åéêè ìîæíî

C2
7 ñïîñîáàìè. Ïîýòîìó M = C2

7C
3
7 . Ïîëó÷àåì

P =
M

N
=
C2

7C
3
7

C8
14

=
21 · 35

3003
≈ 24,5%.

á) ×àñòèöû ðàçëè÷èìû. ×èñëî èñõîäîâ ðàâíî ÷èñëó ñïîñîáîâ âûáîðà
ÿ÷åéêè äëÿ êàæäîé ÷àñòèöû íåçàâèñèìî: N = 78. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷èñëà
áëàãîïðèÿòíûõ èñõîäîâ M çàìåòèì, ÷òî âîçìîæíûå ÷èñëà çàïîëíåíèé
ÿ÷ååê, äëÿ êîòîðûõ ðîâíî 2 ÿ÷åéêè îñòàëèñü ïóñòûìè, îïèñûâàþòñÿ îäíèì
èç ñëåäóþùèõ íàáîðîâ:

A = {0, 0, 4, 1, 1, 1, 1};
B = {0, 0, 3, 2, 1, 1, 1};
C = {0, 0, 2, 2, 2, 1, 1}.

Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ A. Âûáepåì 2 ÿ÷åéêè, êîòîðûå áóäóò ïóñòûìè, è îäíó
ÿ÷åéêó, â êîòîðîé áóäåò 4 ÷àñòèöû. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü C2

7C
1
5 ñïîñîáàìè.

Çàòåì èç 8 ÷àñòèö âûáèðàåì 4, êîòîðûå áóäóò ëåæàòü âìåñòå, C4
8 ñïîñîáàìè.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî îñòàâøèåñÿ ÷àñòèöû (êîòîðûå ëåæàò ïî îäíîé)
ìîæíî ïåðåñòàâèòü ìåæäó ñîáîé 4! ñïîñîáàìè. Çíà÷èò, â ñëó÷àå A ÷èñëî
áëàãîïðèÿòíûõ èñõîäîâ áóäåò

MA = C2
7C

1
5C

4
84! = 21 · 5 · 70 · 24 = 176 400.

Â ñëó÷àå B îïÿòü âûáèðàåì 2 ïóñòûå ÿ÷åéêè è ïî îäíîé ÿ÷åéêå ñ 3
è 2 ÷àñòèöàìè C2

7C
1
5C

1
4 . Äàëüøå âûáèðàåì ïî 3 è 2 ÷àñòèöû, êîòîðûå

ïîëîæèì â ñîîòâåòñòâóþùèå ÿ÷åéêè, C3
8C

2
5 ñïîñîáàìè è óìíîæàåì íà

÷èñëî ïåðåñòàíîâîê îñòàâøèõñÿ 3 ÷àñòèö ìåæäó ñîáîé. Òàêèì îáðàçîì,
÷èñëî áëàãîïðèÿòíûõ èñõîäîâ áóäåò

MB = C2
7C

1
5C

1
4C

3
8C

2
53! = 21 · 5 · 4 · 56 · 10 · 6 = 1 411 200.

18



Àíàëîãè÷íî, â ñëó÷àå C ïîëó÷èì, ÷òî

MC = C2
7C

3
5C

2
8C

2
6C

2
42! = 21 · 10 · 28 · 15 · 6 · 2 = 1 058 400.

Òàê êàê ñëó÷àè A, B è C íåñîâìåñòíû, òî

M = MA +MB +MC ; P(A ∨B ∨ C) =
M

N
=

2 646 000

5 764 801
≈ 46%.

Çàäà÷è ïî òåìå ãëàâû 1

1.1. Ïîäáðîñèëè 4 ìîíåòû: 1, 2, 5 è 10 ðóáëåé. Îáîçíà÷èì Cm ñîáûòèå ½ìîíåòà m
ðóáëåé âûïàëà ðåøêîé�. Âûðàçèòü ÷åðåç ñîáûòèÿ C1, C2, C5, C10 ñëîæíîå ñîáûòèå T :
½ñóììà âûïàâøèõ ðåøåê äåëèòñÿ íà 3�. Ïîñòðîèòü äèàãðàììó Ýéëåðà�Âåííà äëÿ
ñîáûòèÿ T .

1.2. Ïðè ïîìîùè äèàãðàìì Ýéëåðà�Âåííà äîêàçàòü òîæäåñòâî

A(B ∨ C) = AB ∨ AC.

1.3. Íà ðèñ. 14 ïîêàçàíà ýëåêòðè÷åñêàÿ ñõåìà ñ ïÿòüþ âûêëþ÷àòåëÿìè A, B, C, D,
E.

Ðèñ. 14
Ñîáûòèå ½òàêîé-òî âûêëþ÷àòåëü âêëþ÷åí� îáîçíà÷èì òîé æå áóêâîé. Âûðàçèòü ÷åðåç
ñîáûòèÿ A, B, C, D, E ñëîæíîå ñîáûòèå F : ½ëàìïà âêëþ÷åíà�.

1.4. Äëÿ ñîáûòèÿ F èç çàäà÷è 1.3 íàðèñîâàòü ½äâóõñëîéíóþ� äèàãðàììó Ýéëåðà�
Âåííà (äâå 16-êëåòî÷íûå äèàãðàììû � äëÿ ñëó÷àåâ C è C).

1.5. Çàïèñàòü ôîðìóëàìè ñëîæíûå ñîáûòèÿ, ïðåäñòàâëåííûå äèàãðàììàìè íà ðèñ. 15.

Ðèñ. 15
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1.6. Êóáè÷åñêàÿ êîðîáêà ñîáèðàåòñÿ èç 6 êâàäðàòíûõ äîñîê, ó êàæäîé íà îäíîé
ñòîðîíå íàïèñàí íîìåð. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ñîáðàòü êóá òàê, ÷òîáû âñå
íîìåðà îêàçàëèñü ñíàðóæè?

1.7. Äàíû äâå ïëèòû 2×1 è äâå ïëèòû 1×1. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî çàìîñòèòü
èìè ïëîùàäêó 3× 2 ? Ðàññìîòðåòü òàêèå âàðèàíòû óñëîâèé:

à) ïëèòû áåñöâåòíûå,
á) êàæäàÿ ïëèòà ïîêðàøåíà â ñâîé öâåò ñ îáåèõ ñòîðîí,
â) êàæäàÿ ïëèòà ïîêðàøåíà â ñâîé öâåò ñ îäíîé ñòîðîíû,
ã) íà îäíîé ñòîðîíå êàæäîé ïëèòû íàïèñàí íîìåð.

1.8. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññòàâèòü íà øàõìàòíîé äîñêå n× n äâóõ êîíåé
� ÷åðíîãî è áåëîãî òàê, ÷òîáû îíè óãðîæàëè äðóã äðóãó?

1.9. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçäåëèòü 12 ÷åëîâåê íà äâå õîêêåéíûå êîìàíäû
½À� è ½Á� è íàçíà÷èòü â íèõ âðàòàðåé?

1.10. Íà òðåõ èãðàëüíûõ êîñòÿõ âûïàëè öèôðû îò 1 äî 6: íà ïåðâîé x, íà âòîðîé y,
íà òðåòüåé z. Íàéòè P{x ≤ y ≤ z}.

1.11. Ïÿòü áåëûõ è äåñÿòü ÷åðíûõ øàðîâ ñëó÷àéíûì îáðàçîì ðàçëîæèëè â ðÿä.
Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íèêàêèå äâà áåëûõ øàðà íå îêàæóòñÿ ëåæàùèìè ðÿäîì.

1.12. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè ñëó÷àéíîé ïåðåñòàíîâêå áóêâ â ñëîâå ½çàïðåòåí�
ïîëó÷èòñÿ ½íåçàïåðò�.

1.13. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî 4 ñëó÷àéíî âûáðàííûå âåðøèíû êóáà ëåæàò â
îäíîé ïëîñêîñòè.

1.14. Â ëåâîì ÿùèêå ïî 2 áåëûõ, ñèíèõ è êðàñíûõ øàðèêà, â ïðàâîì � ïî 3 òàêèõ
æå. Áåðåì èç ëåâîãî ÿùèêà 1 øàðèê, èç ïðàâîãî 2 øàðèêà. Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ
îíè áóäóò ðàçíûõ öâåòîâ?

1.15. Â ÿùèêå ëåæàò 8 ïàð òóôåëü. Íàóäà÷ó âçÿëè 7 òóôåëü. Íàéòè âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî ñðåäè íèõ a) íå áóäåò ïàðíûõ; á) îêàæåòñÿ ðîâíî äâå ïàðû.

1.16. 10 ðàçëè÷èìûõ ÷àñòèö ðàâíîâåðîÿòíî ðàçìåùàþòñÿ ïî 9 ÿ÷åéêàì. Íàéòè âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî áóäóò õîòÿ áû 2 ïóñòûå ÿ÷åéêè.

1.17. 8 íåðàçëè÷èìûõ ÷àñòèö ðàâíîâåðîÿòíî ðàçìåùàåòñÿ ïî 5 ÿ÷åéêàì. Íàéòè âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî íå áóäåò ïóñòûõ ÿ÷ååê.
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2 Âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî

2.1 Àêñèîìû âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà

Äëÿ ðàçëè÷íûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèòóàöèé ìîæíî ñòðîèòü ðàçíîîáðàçíûå
âåðîÿòíîñòíûå ìîäåëè: àëãåáðàè÷åñêèå, ãåîìåòðè÷åñêèå è ò. ï. Íî ëó÷øå
èìåòü åäèíûé ïîäõîä íà âñå ñëó÷àè. Ðàññìîòðèì îáùåå ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòíîãî
ïðîñòðàíñòâà, ââåäåííîå Àíäðååì Íèêîëàåâè÷åì Êîëìîãîðîâûì.

Îïðåäåëåíèå 1. Âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàíñòâîìíàçûâàåòñÿ òðîéêà
(Ω,F ,P), ãäå
Ω 6= ∅ � ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ;
F � êëàññ ïîäìíîæåñòâ Ω, ÿâëÿþùèéñÿ σ-àëãåáðîé, ò. å.

1) ∅, Ω ∈ F ,
2) äëÿ êàæäîãî A ∈ F èìååì A = Ω\A ∈ F ,

3) äëÿ A1, A2, . . . ∈ F
N∨

k=1

Ak ∈ F ,
N∧

k=1

Ak ∈ F , N ≤ ∞;

P � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà, ò. å. ôóíêöèÿ P : F 7→ [0, 1], P(∅) = 0,
P(Ω) = 1, îáëàäàþùàÿ ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòüþ:

åñëè A1, A2, . . . ∈ F , AjAk = ∅, òî P
( ∞∨

k=1

Ak

)
=

∞∑
k=1

P(Ak).

Êëàññ ìíîæåñòâ F íàçûâàåòñÿ σ-àëãåáðîé ñîáûòèé, ìíîæåñòâà A ∈
F � ñîáûòèÿìè. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî ñîáûòèÿ îïðåäåëåíà
âåðîÿòíîñòü. Ñ÷åòíàÿ àääèòèâíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî åñëè äàíî êîíå÷íîå
èëè ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ïîïàðíî íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé, òî âåðîÿòíîñòü
èõ äèçúþíêöèè (ò. å. âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðîèçîéäåò õîòÿ áû îäíî èç
ýòèõ ñîáûòèé) ðàâíà ñóììå èõ âåðîÿòíîñòåé.

Èç àääèòèâíîñòè âåðîÿòíîñòè âûòåêàþò ñîîòíîøåíèÿ

P(A) = 1−P(A); P(B) ≤ P(A) åñëè B ⇒ A.

Êðîìå òîãî, èç ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè âûòåêàþò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà
âåðîÿòíîñòíîé ìåðû, íàçûâàåìûå íåïðåðûâíîñòüþ ñâåðõó è íåïðåðûâíîñòüþ
ñíèçó:

åñëè A1 ⇒ A2 ⇒ . . . ,
∞∨

k=1
Ak = A,

èëè A1 ⇐ A2 ⇐ . . . ,
∞∧

k=1
Ak = A, òî lim

k→∞
P(Ak) = P(A).
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Âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâîΩ íàçûâàþò äèñêðåòíûì, åñëè îíî êîíå÷íî
èëè ñ÷åòíî. Â ýòîì ñëó÷àå F ñîäåðæèò âñå ïîäìíîæåñòâà Ω. Ïóñòü

Ω = {ωk}N
k=1, N ≤ ∞.

Îïðåäåëåíû âåðîÿòíîñòè ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, ïðè ýòîì

N∑
k=1

P(ωk) = P(Ω) = 1. (3)

Âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà, áëàãîäàðÿ ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè, çàäàåòñÿ âåðîÿòíîñòÿìè
ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ:

P(A) =
∑
ω∈A

P(ω). (4)

Ñëó÷àé êîíå÷íîãîΩ ñ îäèíàêîâûìè âåðîÿòíîñòÿìè ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ
ðàññìîòðåí â ïàðàãðàôå 1.5, â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëà (4) ñâîäèòñÿ ê ôîðìóëå
P(A) = M/N , ãäå M � ìîùíîñòü ìíîæåñòâà A, à N � ìîùíîñòü Ω.
Ýëåìåíòàðíûå èñõîäû â òàêîé ìîäåëè â ïðîñòîðå÷èè íàçûâàþò ½øàíñàìè�.

Â ñëó÷àå ñ÷åòíîãî Ω âåðîÿòíîñòè ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ íå ìîãóò áûòü
îäèíàêîâûìè, òàê êàê ðÿä (3) ñõîäèòñÿ.

Åñëè ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóì,
òî íå âñåãäà âîçìîæíî çàäàòü âåðîÿòíîñòü íà âñåõ åãî ïîäìíîæåñòâàõ,
ò. å. σ-àëãåáðà ñîáûòèé F ìîæåò îêàçàòüñÿ ìåíüøå, ÷åì ìíîæåñòâî âñåõ
ïîäìíîæåñòâΩ. Îäíàêî, ñóùåñòâîâàíèå ïîäìíîæåñòâ, äëÿ êîòîðûõ âåðîÿòíîñòü
íåâîçìîæíî îïðåäåëèòü, íå ïðèâîäèò ê òðóäíîñòÿì, ïîñêîëüêó òàêèå
ïîäìíîæåñòâà íåêîíñòðóêòèâíû (òàê ñëîæíî óñòðîåíû, ÷òî íà ïðàêòèêå
ìû ñ íèìè íå ñòîëêíåìñÿ).

Åñëè Ω � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (îòðåçîê, ïðÿìàÿ, êâàäðàò, êóá,
C[a, b] è ò. ï.), òî îáû÷íî áåðóò σ-àëãåáðó, ñîäåðæàùóþ âñå îòêðûòûå
ìíîæåñòâà (à ñëåäîâàòåëüíî, è âñå çàìêíóòûå).

Ïðèìåð 24. Íà Ω = [0, 1] ïîëîæèì P([0, b)) = b ïðè 0 ≤ b ≤ 1.
Âû÷èñëèì P([a, b]) ïðè 0 ≤ a ≤ b < 1. Ïðè ìàëûõ ε > 0 èìååì

[0, b)\[0, a) ⊂ [a, b] ⊂ [0, b+ ε)\[0, a),

ñëåäîâàòåëüíî,
b− a ≤ P([a, b]) ≤ (b+ ε)− a,
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è â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε ïîëó÷àåì P([a, b]) = b − a. Â ÷àñòíîñòè,
âåðîÿòíîñòü îòäåëüíîé òî÷êè ðàâíà 0, ò. å. ëþáîé ýëåìåíòàðíûé èñõîä
èìååò íóëåâóþ âåðîÿòíîñòü! Ïðîòèâîðå÷èÿ â ýòîì íåò: âåðîÿòíîñòíàÿ
ìåðà ñ÷åòíî àääèòèâíà, íî îòðåçîê � íåñ÷åòíîå ìíîæåñòâî.

2.2 Âû÷èñëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñëîæíûõ ñîáûòèé

Åñëè A è B � äâà ñîáûòèÿ, òî âñå ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ
ðàñïàäàåòñÿ íà 4 íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèÿ (ñì. ðèñ. 16):

Ω = AB ∨ AB ∨ AB ∨ A B

(íåêîòîðûå èç íèõ ìîãóò áûòü íåâîçìîæíûìè, íàïðèìåð, åñëè A è B

íåñîâìåñòíû, òî íåâîçìîæíî AB).

Ðèñ. 16

Èç àääèòèâíîñòè âåðîÿòíîñòè ïîëó÷àþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

P(A) = P(AB) + P(AB),

P(B) = P(AB) + P(AB),

P(A ∨B) = P(A) + P(B)−P(AB).

Ñìûñë ïîñëåäíåé ôîðìóëû: ÷òîáû âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü ½A èëè B�,
íàäî ñëîæèòü âåðîÿòíîñòè A è B, à ïîòîì âû÷åñòü âåðîÿòíîñòü AB, òàê
êàê îíà áûëà ïîñ÷èòàíà äâàæäû. Àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû èçâåñòíû äëÿ
äèçúþíêöèè ìíîãèõ ñîáûòèé:

P(A ∨B ∨ C) = P(A) + P(B) + P(C)−
−P(AB)−P(AC)−P(BC) + P(ABC);

P
( n∨

k=1

Ak

)
=

n∑
m=1

(
(−1)m−1

∑
1≤k1<...<km≤n

P(Ak1
. . . Akm

)

)
. (5)
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Ìîæíî äîêàçàòü ôîðìóëó (5) áåç äèàãðàììû Ýéëåðà�Âåííà, èñïîëüçóÿ
èíäèêàòîðíûå ôóíêöèè: ïóñòü

1A(ω) =

{
1, ω ∈ A,
0, ω /∈ A.

Î÷åâèäíû ñîîòíîøåíèÿ

P(A) =

∫
Ω

1A(ω)dP, 1A = 1− 1A, 1AB = 1A · 1B.

Èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ äèçúþíêöèè n ñîáûòèé D =
n∨

k=1
Ak :

1D = 1− 1D = 1− 1A1...An
= 1− 1A1

· . . . · 1An
=

= 1−
n∏

k=1

(1− 1Ak
) = 1−

n∑
m=0

(
(−1)m

∑
1≤k1<...<km≤n

m∏
i=1

1Aki

)
=

=
n∑

m=1

(
(−1)m−1

∑
1≤k1<...<km≤n

1Ak1
...Akm

)
.

Èíòåãðàë 1D ïî âåðîÿòíîñòíîé ìåðå ðàâåí ïðàâîé ÷àñòè (5).

Ïðèìåð 25. Ïóñòü P(A) = 0,7, P(B) = 0,6, P(C) = 0,5, P(AB) = 0,4,
P(AC) = 0,3, P(BC) = 0,2, P(ABC) = 0,1. Íàéòè âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ
F , îçíà÷àþùåãî, ÷òî ïðîèçîéäåò ðîâíî îäíî èç ñîáûòèé A, B, C.

Çàïèøåì èíòåðåñóþùåå íàñ ñîáûòèå â äèçúþíêòèâíî-íîðìàëüíîé ôîðìå:
F = AB C ∨ ABC ∨ A BC. Èç äèàãðàììû íà ðèñ. 17 âèäíî, ÷òî

P(F ) = P(A ∨B ∨ C)−P(AB ∨ AC ∨BC) =

= P(A) + P(B) + P(C)−P(AB)−P(AC)−P(BC) + P(ABC)−
−

(
P(AB) + P(AC) + P(BC)− 2P(ABC)

)
=

=P(A)+P(B)+P(C)− 2
(
P(AB)+P(AC)+P(BC)

)
+ 3P(ABC).
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Ðèñ. 17

Ïîëó÷àåì

P(F ) = 0,7 + 0,6 + 0,5− 2(0,4 + 0,3 + 0,2) + 3 · 0,1 = 0,3.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ôîðìóëû (5).

Ïðèìåð 26. Íåêòî íàïèñàë n ïèñåì è ñëó÷àéíûì îáðàçîì ðàçëîæèë èõ
ïî n çàðàíåå íàäïèñàííûì êîíâåðòàì. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî õîòÿ
áû îäèí àäðåñàò ïîëó÷èò ïðåäíàçíà÷åííîå åìó ïèñüìî.

Âñå N = n! ðàñêëàäîâ ïèñåì ðàâíîâåðîÿòíû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ai

ñîáûòèå ½i-e ïèñüìî îêàçàëîñü â ñâîåì êîíâåðòå�. ×èñëî áëàãîïðèÿòíûõ
èñõîäîâ ðàâíî (n − 1)!, òàê êàê i-e ïèñüìî ëåæèò â ñâîåì êîíâåðòå, à
îñòàëüíûå ïèñüìà ðàñïîëàãàþòñÿ ïðîèçâîëüíî.

P(Ai) =
M

N
=

(n− 1)!

n!
=

1

n
.

Äëÿ ñîáûòèÿ AiAj ÷èñëî áëàãîïðèÿòíûõ èñõîäîâ (n − 2)!, òàê êàê i-
e è j-e ïèñüìa ëåæaò â ñâîèõ êîíâåðòàõ, à îñòàëüíûå ðàñïîëàãàþòñÿ
ïðîèçâîëüíî.

P(AiAj) =
(n− 2)!

n!
=

1

n(n− 1)
.

Àíàëîãè÷íî

P(Ai1 . . . Aik) =
(n− k)!

n!
=

1

Ak
n

.

Âû÷èñëèì èñêîìóþ âåðîÿòíîñòü ïî ôîðìóëå (5):

P
(
A1 ∨ . . . ∨ An

)
=

n∑
i=1

P(Ai)−
∑

1≤i<j≤n

P(AiAj)+

+
∑

1≤i<j<k≤n

P(AiAjAk)− . . .+ (−1)n−1P(A1 . . . An) =

=
n∑

k=1

(−1)k−1Ck
n

1

Ak
n

=
n∑

k=1

(−1)k−1 1

k!
.

Ýòà ñóììà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íîé ñóììîé ðÿäà
∞∑

k=1

(−1)k−1 1

k!
= 1−

∞∑
k=0

(−1)k

k!
= 1− e−1,

òàê ÷òî ïðè n → ∞ íàéäåííàÿ âåðîÿòíîñòü î÷åíü áûñòðî ñõîäèòñÿ ê
÷èñëó 1− e−1 ≈ 0,632.
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2.3 Óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè

Çàôèêñèðóåì ñëó÷àéíîå ñîáûòèå C, 0 < P(C) < 1, ñâÿçàííîå ñ íåêîòîðûì
ñëó÷àéíûì ýêñïåðèìåíòîì.

Åñëè ìû íå çíàåì, ïðîèçîøëî îíî èëè íåò, òî âû÷èñëÿëè âåðîÿòíîñòè
ðàçëè÷íûõ ñîáûòèéA,B, . . ., ñâÿçàííûå ñ òåì æå ñëó÷àéíûì ýêñïåðèìåíòîì,
íå èìåÿ íèêàêîé äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè.

Åñëè ìû çíàåì, ÷òî â ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòà C ïðîèçîøëî, ò. å. C
ñòàëî äîñòîâåðíûì ñîáûòèåì, òî êàê èçìåíÿòñÿ âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé A,
B, . . .? Äîñòîâåðíîå ñîáûòèå îõâàòûâàåò âñå ïðîñòðàíñòâî èñõîäîâ, òàê
÷òî ïåðåõîä îò ñèòóàöèè íåîïðåäåëåííîñòè ½ïðîèçîéäåò ëè C� ê ñèòóàöèè
½C ïðîèçîéäåò� îçíà÷àåò ñóæåíèå ïðîñòðàíñòâà èñõîäîâ, êàê ïîêàçàíî íà
ðèñ. 18:

Ðèñ. 18

ÏîñêîëüêóP(C) < 1, â ýòîì íîâîì ïðîñòðàíñòâå ïðèäåòñÿ ïåðåíîðìèðîâàòü
âåðîÿòíîñòü, ÷òîáû P(C) = 1: âñå âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé, ïîä÷èíåííûõ C,
ðàçäåëèì íà P(C).

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü 0 < P(C) < 1. Óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ
ñîáûòèÿ A ïðè óñëîâèè C íàçûâàåòñÿ

P(A|C) =
P(AC)

P(C)
.

Ïðèìåð 27. Ïîäáðîñèëè äâå èãðàëüíûå êîñòè. Ðàññìàòðèâàåì ñîáûòèå
A: ½ñóììà âûïàâøèõ öèôð ðàâíà 6�. Íàéòè áåçóñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü A è
âåðîÿòíîñòü A ïðè óñëîâèè C: ½ïðîèçâåäåíèå âûïàâøèõ öèôð ïðåâûñèò
8�.

Äàæå åñëè êîñòè îäèíàêîâû, ìû äîëæíû èõ ðàçëè÷àòü. Ïî ïðèíöèïó
óìíîæåíèÿ èìåþòñÿ 6·6 = 36 ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, î÷åâèäíî, ðàâíîâåðîÿòíûõ.
Ïðîñòðàíñòâî Ω óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êâàäðàòíîé òàáëèöû èç 36
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îäèíàêîâûõ êëåòîê (ðèñ. 19), òîãäà âåðîÿòíîñòü áóäåò ïðîïîðöèîíàëüíà
ïëîùàäè.

Ðèñ. 19

Íà ýòîì ðèñóíêå ñîáûòèå A çàêðàøåíî, à ñîáûòèå C îáâåäåíî. Åñëè
ïîëüçîâàòüñÿ êëàññè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòè, òî

P(A|C) =
1

20
= 5%.

Òîò æå îòâåò ìû ïîëó÷èì, åñëè âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì óñëîâíîé
âåðîÿòíîñòè:

P(A) =
5

36
≈ 14%;

P(C) =
20

36
, P(AC) =

1

36
=⇒ P(A|C) =

1/36

20/36
= 5%.

Â äàííîì ïðèìåðå îñóùåñòâëåíèå ñîáûòèÿ C èçìåíèëî âåðîÿòíîñòü
ñîáûòèÿA. Íî áûâàåò è òàê, ÷òî óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ñîâïàäàåò ñ áåçóñëîâíîé,
ò. å. îäíî ñîáûòèå íå âëèÿåò íà âåðîÿòíîñòü äðóãîãî. Âîçìîæíû ïÿòü
ñëó÷àåâ âëèÿíèÿ C íà A:

1) P(A|C) = 0 � ñîáûòèÿ A è C íåñîâìåñòíû,
2) 0 < P(A|C) < P(A) � îòðèöàòåëüíàÿ çàâèñèìîñòü,
3) P(A|C) = P(A) � íåçàâèñèìîñòü (ñì. îïðåäåëåíèå 3),
4) P(A) < P(A|C) < 1 � ïîëîæèòåëüíàÿ çàâèñèìîñòü,
5) P(A|C) = 1 � ñîáûòèå A äîñòîâåðíî ïðè C.

Ïðèâåäåì ïðèìåð, â êîòîðîì âñòðåòÿòñÿ âñå ïÿòü ñëó÷àåâ.

Ïðèìåð 28. Â ÿùèêå 4 áåëûõ è 4 ÷åðíûõ øàðèêà. Îäíîâðåìåííî, íå
ãëÿäÿ, îäèí øàðèê áåðåò ìûøü, à ÷åòûðå � îáåçüÿíà. Ðàññìîòðèì ñîáûòèå
A: ½ìûøü âîçüìåò áåëûé øàðèê� è ïÿòü âçàèìîèñêëþ÷àþùèõ ñîáûòèé
Ck, ãäå k = 0, . . . , 4: ½ñðåäè øàðèêîâ, âçÿòûõ îáåçüÿíîé, îêàæóòñÿ k

÷åðíûõ�. Î÷åâèäíî, P(A) = 1/2. Óñëîâíûå æå âåðîÿòíîñòè òàêèå:

P(A|C0) = 0, P(A|C1) =
1

4
, P(A|C2) =

1

2
,
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P(A|C3) =
3

4
, P(A|C4) = 1.

Áûâàþò è òàêèå ñèòóàöèè, êîãäà óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè èçâåñòíû, à
áåçóñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü ïðèõîäèòñÿ âû÷èñëÿòü ÷åðåç íèõ. Íàïðèìåð,
åñëè íåñêîëüêî ñîáûòèé A1, A2, . . . , An ïðîèñõîäÿò ïîñëåäîâàòåëüíî, è
ìû çíàåì âåðîÿòíîñòü î÷åðåäíîãî ñîáûòèÿ ïðè óñëîâèè îñóùåñòâëåíèÿ
âñåõ ïðåäûäóùèõ, òî ìîæíî âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü êîíúþíêöèè âñåõ
ýòèõ ñîáûòèé ïî ôîðìóëå óìíîæåíèÿ

P(A1 . . . An) = P(A1) ·P(A2|A1)·
·P(A3|A1A2) · . . . ·P(An|A1 . . . An−1). (6)

Ïðèìåð 29. Äàíû êàðòî÷êè ñ áóêâàìè À, Á, Ð, À, Ê, À, Ä, À, Á, Ð, À.
Èç íèõ ñëó÷àéíî âûòàñêèâàþò 4 êàðòî÷êè è íàêëåèâàþò îäíó çà äðóãîé.
Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ ïîëó÷èòñÿ ñëîâî ÀÐÊÀ?

Ìîæíî ðåøàòü òàêèì æå ñïîñîáîì, êàê ïðèìåð 18, íî ïîñòóïèì ïî-
äðóãîìó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lk ñîáûòèå ½íà k-é ðàç âûøëà áóêâà L�. Âû÷èñëÿåì
ïî ôîðìóëå óìíîæåíèÿ:

P(A1P2K3A4) =

= P(A1) ·P(P2|A1) ·P(K3|A1P2) ·P(A4|A1P2K3) =

=
5

11
· 2

10
· 1

9
· 4

8
=

1

198
≈ 0,5%.

Ïðèìåð 30. Ïóñòü êàæäûé 20-é èç ñëûøàùèõ ëþäåé ÿâëÿåòñÿ íîñèòåëåì
ãåíà ãëóõîòû (ãã). Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ðåáåíîê ñëûøàùèõ ðîäèòåëåé
îêàæåòñÿ ãëóõèì.

Ïîñêîëüêó ãã � ðåöåññèâíûé ãåí (ãëóõèì áóäåò òîëüêî îáëàäàòåëü
ïàðû òàêèõ ãåíîâ), ñîáûòèå ½ðåáåíîê îêàæåòñÿ ãëóõèì� ðàâíî êîíúþíêöèè
ñëåäóþùèõ 4 ñîáûòèé: A: ìàòü � íîñèòåëü ãã, B: îòåö � íîñèòåëü ãã, C:
îò ìàòåðè ðåáåíîê óíàñëåäóåò ãã, C: îò îòöà ðåáåíîê óíàñëåäóåò ãã. Ïî
îáùåé ôîðìóëå (6) ïîëó÷àåì

P(ABCD) = P(A)P(B|A)P(C|AB)P(D|ABC).

Â äàííîì ïðèìåðå ôîðìóëà íåñêîëüêî óïðîùàåòñÿ: ñîáûòèÿA èB íåçàâèñèìû
áëàãîäàðÿ çàïðåòó ðîäñòâåííûõ áðàêîâ; î÷åâèäíî, ÷òî ñîáûòèå C çàâèñèò
òîëüêî îò A, à D � òîëüêî îò B. Ïîëó÷àåì

P(ABCD) = P(A)P(B)P(C|A)P(D|B) =
1

20
· 1

20
· 1

2
· 1

2
=

1

1600
.
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2.4 Íåçàâèñèìîñòü ñîáûòèé

Ìû ïðèâûêëè íàçûâàòü íåçàâèñèìûìè òàêèå ñîáûòèÿ, êîòîðûå íå ìîãóò
ïîâëèÿòü îäíî íà äðóãîå. Íàïðèìåð: ðåçóëüòàòû âûïàäåíèÿ ðàçíûõ èãðàëüíûõ
êîñòåé, çàâòðàøíèé äîæäü è ïàäåíèå ìåòåîðèòà, ðàñêëàä ãàäàëüíûõ êàðò
è óñïåõ çàäóìàííîãî äåëà. Íî â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé íàì ïîíàäîáèòñÿ
÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå íåçàâèñèìîñòè ñîáûòèé.

Îïðåäåëåíèå 3. Ñîáûòèÿ A è B íåçàâèñèìû, åñëè

P(AB) = P(A)P(B). (7)

Ñîáûòèå ñ âåðîÿòíîñòüþ 0 èëè 1 íåçàâèñèìî ñ ëþáûì ñîáûòèåì. Â
èíûõ ñëó÷àÿõ óñëîâèå (7) ðàâíîñèëüíî êàæäîìó èç ÷åòûðåõ ðàâåíñòâ

P(A|B) = P(A), P(A|B) = P(A),

P(B|A) = P(B), P(B|A) = P(B).

Ïðèìåð 31. (à) Ïîäáðîñèëè äâå èãðàëüíûå êîñòè. ÑîáûòèÿA: ½íà ïåðâîé
âûïàäåò 1� è B: ½íà âòîðîé âûïàäåò 2� íåçàâèñèìû, ïîñêîëüêó P(A) =
1/6, P(B) = 1/6, P(AB) = 1/36. Âïðî÷åì, èõ íåçàâèñèìîñòü î÷åâèäíà è
èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé.

(á) Ïîäáðîñèëè îäíó êîñòü. Ñîáûòèÿ A: ½âûïàäåò ÷åòíîå ÷èñëî� è B:
½âûïàäåò ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 3� íåçàâèñèìû, ïîñêîëüêó P(A) = 1/2,
P(B) = 1/3, P(AB) = 1/6. Äà, ñ òî÷êè çðåíèÿ îïðåäåëåíèÿ 3 îíè
íåçàâèñèìû, õîòÿ ïîðîæäåíû îäíèì è òåì æå îïûòîì.

Äàäèì îïðåäåëåíèå íåçàâèñèìîñòè ïðîèçâîëüíîãî (êîíå÷íîãî èëè ñ÷åòíîãî)
íàáîðà ñîáûòèé.

Îïðåäåëåíèå 4. Ñîáûòèÿ A1, A2, A3, . . . íåçàâèñèìû, åñëè äëÿ âñÿêîãî
êîíå÷íîãî íàáîðà íîìåðîâ k1 < . . . < km

P(Ak1
. . . Akm

) = P(Ak1
) · . . . ·P(Akm

).

Ïîñêîëüêó P(A1 . . . AmB) = P(A1 . . . Am) − P(A1 . . . AmB), ïîëó÷àåì,
÷òî íåçàâèñèìîñòü íàáîðà ñîáûòèé îñòàåòñÿ â ñèëå, åñëè íåêîòîðûå èç
ýòèõ ñîáûòèé çàìåíèòü èõ îòðèöàíèÿìè.

Ïðèìåð 32. Òðè ñòðåëêà A,B,C îäíîâðåìåííî âûñòðåëèëè â ìèøåíü.
Ñòðåëîê A ïîïàäàåò ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,5; B � ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,3; C � ñ
âåðîÿòíîñòüþ 0,2. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî õîòü êòî-òî ïîïàë.
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Ïîïàäàíèå ñòðåëêà îáîçíà÷èì òîé æå áóêâîé. Èìååì P(A) = 0,5,
P(B) = 0,3,P(C) = 0,2, ñîáûòèÿ íåçàâèñèìû. Ñëåäîâàòåëüíî, èõ îòðèöàíèÿ
òàêæå íåçàâèñèìû. Ïîëó÷àåì

P(A ∨B ∨ C) = 1−P(A B C) =

= 1−P(A)P(B)P(C) = 1−
(
1−P(A)

)(
1−P(B)

)(
1−P(C)

)
=

= 1− 0,5 · 0,7 · 0,8 = 1− 0,28 = 72%.

Èç íåçàâèñèìîñòè íàáîðà ñîáûòèé ñëåäóåò èõ ïîïàðíàÿ íåçàâèñèìîñòü.
Íî îáðàòíîå íåâåðíî.

Ïðèìåð 33. Ïîäáðîñèì äâå ìîíåòû è ðàññìîòðèì òðè ñîáûòèÿ:
A: ½íà ïåðâîé ìîíåòå âûïàäåò îðåë�,
B: ½íà âòîðîé ìîíåòå âûïàäåò îðåë�,
C: ½äâå ìîíåòû âûïàäóò îäèíàêîâîé ñòîðîíîé�.

Òîãäà

P(A) = P(B) = P(C) =
1

2
, P(AB) = P(AC) = P(BC) =

1

4
,

òàê ÷òî òðè ñîáûòèÿ ïîïàðíî íåçàâèñèìû. Îäíàêî

P(ABC) =
1

4
6= 1

2
· 1

2
· 1

2
,

òàê ÷òî òðè ñîáûòèÿ âìåñòå íå áóäóò íåçàâèñèìû.
Èíòåðåñíîå îáîáùåíèå ýòîãî ïðèìåðà ïðåäëîæåíî â çàäà÷å 2.13.

2.5 Ñèñòåìû ãèïîòåç, ôîðìóëû ïîëíîé
âåðîÿòíîñòè è Áàéåñà

Îïðåäåëåíèå 5. Ñîáûòèÿ {Hk}N
k=1, N ≤ ∞, îáðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó

(ïîëíóþ ñèñòåìó ãèïîòåç), åñëè îáÿçàòåëüíî ïðîèçîéäåò ðîâíî îäíî èç
íèõ, ò. å.

N∨
k=1

Hk = Ω, HkHj = ∅.

Òîãäà àääèòèâíîñòü âåðîÿòíîñòè äàåò ñîîòíîøåíèÿ

N∑
k=1

P(Hk) = 1, ∀A ∈ F P(A) =
N∑

k=1

P(AHk),
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íàãëÿäíî ïîêàçàííûå íà ðèñ. 20.

Ðèñ. 20

Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü
ñîáûòèÿ, åñëè èçâåñòíû åãî âåðîÿòíîñòè ïðè óñëîâèÿõ âñåõ ãèïîòåç: åñëè
ñîáûòèÿ {Hk}N

k=1, N ≤ ∞, îáðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó, òî

P(AHk) = P(Hk)P(A|Hk); P(A) =
N∑

k=1

P(Hk)P(A|Hk). (8)

Ïðèìåð 34. Â ÿùèêå 1 ÷åðíûé è 3 áåëûõ øàða. Êðîìå òîãî, èìåþòñÿ
4 êîðîáêè: â îäíîé áåëûé øàð, â îäíîé ÷åðíûé, äâå ïóñòûå (ðèñ. 21).
Äîáàâëÿåì ñîäåðæèìîå îäíîé ñëó÷àéíî âûáðàííîé êîðîáêè â ÿùèê. Çàòåì
äîñòàåì èç ÿùèêà îäèí øàð. Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ îí îêàæåòñÿ áåëûì?

Ðèñ. 21

Èìååì ïîëíóþ ãðóïïó ñîáûòèé:H1 � ½äîáàâèëè áåëûé øàð�,H2 � ½äîáàâèëè
÷åðíûé øàð�, H3 � ½íå äîáàâèëè øàð�. Èõ âåðîÿòíîñòè

P(H1) = P(H2) =
1

4
, P(H3) =

1

2
.

Èíòåðåñóþùåå íàñ ñîáûòèå A èìååò óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè

P(A|H1) =
4

5
, P(A|H2) =

3

5
, P(A|H3) =

3

4
.

Ïî ôîðìóëå (8) ïîëó÷àåì

P(A) =
1

4
· 4

5
+

1

4
· 3

5
+

1

2
· 3

4
= 0,725.
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Ïðèìåð 35. Ïîäâîäíàÿ ëîäêà àòàêóåò êîðàáëü, ïóñêàÿ íåçàâèñèìî îäíà
îò äðóãîé n òîðïåä. Êàæäàÿ òîðïåäà ïîïàäàåò â êîðàáëü ñ âåðîÿòíîñòüþ
p, ñ îäèíàêîâîé âåðîÿòíîñòüþ â êàæäûé èç k îòñåêîâ. Êîðàáëü òîíåò, åñëè
ïîðàæåíî íå ìåíåå äâóõ îòñåêîâ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êîðàáëü
áóäåò ïîòîïëåí.

Ïóñòü Hm � ãèïîòåçà ½â êîðàáëü ïîïàëî m òîðïåä�; ñîáûòèå A �
½êîðàáëü ïîòîïëåí�. Ñîáûòèÿ H0, H1, . . . , Hn îáðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó,
èõ âåðîÿòíîñòè íàõîäèì ïî ôîðìóëå Áåðíóëëè (ñì. ïàðàãðàô 3.5)

P(Hm) = Cm
n p

m(1− p)n−m.

Î÷åâèäíî, P(A|H0) = 0. Ïðè m ≥ 1 êîðàáëü íå òîíåò, åñëè âñå òîðïåäû
ïîïàëè â îäèí îòñåê, çíà÷èò

P(A|Hm) = 1− k
(1

k

)m

= 1− k1−m.

Äåéñòâèòåëüíî, (1/k)m � âåðîÿòíîñòü ïîïàñòü âñå ýòè m ðàç â êàêîé-
òî îäèí îòñåê; k(1/k)m � ïîïàñòü m ðàç â ëþáîé îòñåê. Çíà÷èò, ïîëíàÿ
âåðîÿòíîñòü çàòîïëåíèÿ

P(A) =
n∑

m=1

P(Hm)P(A|Hm) =

=
n∑

m=1

Cm
n p

m(1− p)n−m(1− k1−m) =

=
n∑

m=1

Cm
n p

m(1− p)n−m − k

n∑
m=1

Cm
n

(p
k

)m

(1− p)n−m =

= 1− (1− p)n − k
((p

k
+ 1− p

)n

− (1− p)n
)
.

Ïðèìåð 36. Ðåøèâ ïðè ïîìîùè ìîíåòû, êòî âûñòðåëèò ïåðâûì, Ïå÷îðèí
è Ãðóøíèöêèé ñòðåëÿþò ïî î÷åðåäè äî ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ. Ïå÷îðèí
ïîïàäàåò ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2, Ãðóøíèöêèé � ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/3. Íàéòè
âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A � ïîáåäû Ïå÷îðèíà.

Ïîñêîëüêó ìîíåòà ñèììåòðè÷íà, âåðîÿòíîñòè îáåèõ ãèïîòåçH1 ½Ïå÷îðèí
ñòðåëÿåò ïåðâûì� è H2 ½Ãðóøíèöêèé ñòðåëÿåò ïåðâûì� ðàâíû 1/2.
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Ïóñòü P1 = P(A|H1). Ïåðâûé âûñòðåë ïðèíåñåò Ïå÷îðèíó ïîáåäó ñ
âåðîÿòíîñòüþ 1/2, âòîðîé � ïîðàæåíèå ñ âåðîÿòíîñòüþ (1− 1/2) · 1/3 =
1/6, à ñ âåðîÿòíîñòüþ (1 − 1/2)(1 − 1/3) = 1/3 îáà ïðîìàõíóòñÿ, è
ïîåäèíîê ôàêòè÷åñêè íà÷íåòñÿ çàíîâî. Ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

1

2
+

1

3
P1 = P1, ñëåäîâàòåëüíî, P1 =

3

4
.

Ïóñòü P2 = P(A|H2). Ïåðâûé âûñòðåë ïîðàçèò Ïå÷îðèíà ñ âåðîÿòíîñòüþ
1/3, âòîðîé âûñòðåë ïðèíåñåò åìó ïîáåäó ñ âåðîÿòíîñòüþ (1−1/3) ·1/2 =
1/3, à ñ âåðîÿòíîñòüþ (1 − 1/3)(1− −1/2) = 1/3 îáà ïðîìàõíóòñÿ, è
ïîåäèíîê ôàêòè÷åñêè íà÷íåòñÿ çàíîâî. Ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

1

3
+

1

3
P2 = P2, ñëåäîâàòåëüíî, P2 =

1

2
.

Èòîãîâàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà

P(A) = P(H1)P(A|H1) + P(H2)P(A|H2) =
1

2
· 3

4
+

1

2
· 1

2
=

5

8
.

Òåïåðü ðàññìîòðèì äðóãîé òèï çàäà÷. Ïóñòü èçâåñòíû âåðîÿòíîñòè
ãèïîòåç, îáðàçóþùèõ ïîëíóþ ãðóïïó, è âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿA ïðè óñëîâèè
êàæäîé ãèïîòåçû. Ìû õîòèì óçíàòü, êàê èçìåíÿòñÿ âåðîÿòíîñòè ãèïîòåç,
åñëè ñòàíåò èçâåñòíî, ÷òî ñîáûòèåA ïðîèçîøëî. Èç ôîðìóëû (8) ïîëó÷àåì
ôîðìóëó Áàéåñà:

P(Hk|A) =
P(AHk)

P(A)
=

P(Hk)P(A|Hk)
N∑

i=1
P(Hi)P(A|Hi)

(9)

Ïðèìåð 34 (ïðîäîëæåíèå). Â ÿùèêå 1 ÷åðíûé è 3 áåëûõ øàða, ðÿäîì
4 êîðîáêè: â îäíîé áåëûé øàð, â îäíîé ÷åðíûé, äâå ïóñòûå. Äîáàâëÿåì
ñîäåðæèìîå îäíîé êîðîáêè â ÿùèê. Çàòåì äîñòàåì èç ÿùèêà îäèí øàð,
îí îêàçàëñÿ áåëûì. Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ áûëà âçÿòà êîðîáêà ñ ÷åðíûì
øàðîì (ãèïîòåçà H2)?

Ïî ôîðìóëå Áàéåñà ïîëó÷àåì

P(H2|A) =
P(H2)P(A|H2)

P(H1)P(A|H1)+P(H2)P(A|H2)+P(H3)P(A|H3)
=
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=

1

4
· 3

5
1

4
· 4

5
+

1

4
· 3

5
+

1

2
· 3

4

=
0,15

0,725
≈ 21% < P(H2).

Ïðèìåð 28 (ïðîäîëæåíèå). Â ÿùèêå 4 áåëûõ è 4 ÷åðíûõ øàðèêà. Ìûøü
áåðåò îäèí, îáåçüÿíà � ÷åòûðå. Cîáûòèÿ Ck, k = 0, . . . , 4: ½èç øàðèêîâ,
âçÿòûõ îáåçüÿíîé, k ÷åðíûõ� îáðàçóþò ïîëíóþ ñèñòåìó. Âû÷èñëèì èõ
âåðîÿòíîñòè, âðåìåííî çàáûâ ìûøü. Âçÿòü 4 øàðèêà èç 8 ìîæíî C4

8 = 70
ðàâíîâåðîÿòíûìè ñïîñîáàìè. Ïðè ýòîì k ÷åðíûõ è 4 − k áåëûõ ìîæíî
âûáðàòü, Ck

4 C
4−k
4 = (Ck

4 )2 ñïîñîáàìè (ïðèíöèï óìíîæåíèÿ). Ïîëó÷àåì

P(C0) = P(C4) =
1

70
; P(C1) = P(C3) =

16

70
; P(C2) =

36

70
.

Ðàññìîòðèì ñîáûòèå A: ½ìûøü âîçüìåò áåëûé øàðèê�. Åãî óñëîâíûå
âåðîÿòíîñòè ïðè ðàçíûõ ãèïîòåçàõ:

P(A|C0) = 0; P(A|C1) =
1

4
; P(A|C2) =

1

2
;

P(A|C3) =
3

4
; P(A|C4) = 1.

Ïîñìîòðèì, êàê èçìåíÿòñÿ âåðîÿòíîñòè ãèïîòåç, åñëè ñîáûòèåA ïðîèçîéäåò.
Åãî ïîëíàÿ âåðîÿòíîñòü

P(A) =
4∑

k=0

P(Ck)P(A|Ck) =

= 0 +
16

70
· 1

4
+

36

70
· 1

2
+

16

70
· 3

4
+

1

70
· 1 =

1

2
.

P(C0|A) = 0,

P(C1|A) =
16

70
· 1

4
/P(A) =

4

35
< P(C1),

P(C2|A) =
36

70
· 1

2
/P(A) =

18

35
= P(C2),

P(C3|A) =
16

70
· 3

4
/P(A) =

12

35
> P(C3),

P(C4|A) =
1

70
· 1/P(A) =

1

35
> P(C4).
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Ïðèìåð 37. Òðè ñòðåëêàA,B,C îäíîâðåìåííî âûñòðåëèëè â ìèøåíü.A
ïîïàäàåò ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,5;B � ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,3; C � ñ âåðîÿòíîñòüþ
0,2. Áûëî îäíî ïîïàäàíèå. Íàéòè âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷üÿ ýòî ïóëÿ.

Åñòü òðè ãèïîòåçû: H1 = AB C, H2 = ABC, H3 = ABC. Íî ÷òîáû
ïîëó÷èòü ïîëíóþ ãðóïïó ñîáûòèé, ê íèì íàäî äîáàâèòü ôèêòèâíóþ ãèïîòåçó
H4: ½÷èñëî ïîïàäàíèé îòëè÷àåòñÿ îò 1� (ðèñ. 22).

Ðèñ. 22

Ïðè ãèïîòåçàõH1,H2,H3 ñîáûòèåD (ðîâíî îäíî ïîïàäàíèå) äîñòîâåðíî,
à ïðè ãèïîòåçå H4 íåâîçìîæíî. Àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè ãèïîòåç òàêîâû:

P(H1) = P(A)(1−P(B))(1−P(C)) = 0,5 · 0,7 · 0,8 = 0,28,

P(H2) = (1−P(A))P(B)(1−P(C)) = 0,5 · 0,3 · 0,8 = 0,12,

P(H3) = (1−P(A))(1−P(B))P(C) = 0,5 · 0,7 · 0,2 = 0,07.

Ïðî ôîðìóëå (8) ïîëó÷àåì

P(D) = P(H1) · 1 + P(H2) · 1 + P(H3) · 1 + P(H4) · 0 = 0,47;

P(H1|D) =
P(H1) · 1

P(D)
=

0,28

0,47
≈ 60% (ïîïàë A),

P(H2|D) =
P(H2) · 1

P(D)
=

0,12

0,47
≈ 25% (ïîïàë B),

P(H3|D) =
P(H3) · 1

P(D)
=

0,07

0,47
≈ 15% (ïîïàë C).

Åùå íåñêîëüêî ïðèìåðîâ íà ïðèìåíåíèå ôîðìóëû Áàéåñà áóäóò ðàññìîòðåíû
â ïàðàãðàôå 3.5.

2.6 Ãåîìåòðè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè

Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî îòîæäåñòâèìî ñ íåêîòîðûì
ãåîìåòðè÷åñêèì îáúåêòîì. Ïðîñòåéøèå ïðèìåðû: ìèøåíü (êóäà ïîïàäåò
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ïóëÿ), ðóëåòêà (íà êàêîé óãîë ïîâåðíåòñÿ). Ñîîòâåòñòâåííî, ñîáûòèÿ ìîæíî
îòîæäåñòâèòü ñ ÷àñòÿìè ýòè îáúåêòîâ: îáëàñòÿìè ìèøåíè, ñåêòîðàìè
ðóëåòêè è ò. ï.

Äëÿ ïðàâèëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ãåîìåòðè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè íåîáõîäèìî
çíàòü ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè. Íàïðèìåð, ìåòêèé ñòðåëîê âåðîÿòíåå
ïîïàäåò â ìàëåíüêèé öåíòðàëüíûé êðóã, ÷åì â áîëüøîå âíåøíåå êîëüöî,
òàê ÷òî ó íåãî âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íå ïðîïîðöèîíàëüíà ïëîùàäè.

Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ê ÷åìó ìîæåò ïðèâåñòè íå÷åòêîñòü
ïîñòàíîâêè çàäà÷è.

Ïðèìåð 38. (Ïàðàäîêñ Áåðòðàíà). Â êðóãå ðàäèóñà 1 âçÿëè ñëó÷àéíóþ
õîðäó AB (ðèñ. 23, ñëåâà). Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî åå äëèíà ìåíüøå
1?

(1) ÏóñòüA èB íåçàâèñèìî è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà îêðóæíîñòè.
Òîãäà óãîë ∠AOB ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí íà (0, π). Ñîáûòèå ½AB < 1�
ñîâïàäàåò ñ ñîáûòèåì ½∠AOB < π/3�, åãî âåðîÿòíîñòü 1/3.

(2) Åñëè ñåðåäèíà õîðäû M ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà âíóòðè êðóãà,
ñîáûòèå ½AB < 1� îçíà÷àåò, ÷òî OM > r =

√
3/2, âåðîÿòíîñòü ýòîãî

ñîáûòèÿ (íåïîïàäàíèÿ M â êðóã ðàäèóñà r) ðàâíà 1− πr2/π = 1/4.
(3) Ïóñòü ðàññòîÿíèå îò öåíòðà äî õîðäû, ò. å.OM , ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíî

íà (0, 1), à óãîë ϕ ee ïîâîðîòà ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí íà [0, 2π). Òîãäà
ñîáûòèå ½AB < 1� îçíà÷àåò OM > r, âåðîÿòíîñòü ýòîãî ðàâíà 1 − r ≈
0,134.

Íà ñàìîì äåëå ýòî íå ïàðàäîêñ, à òðè ðàçíûå çàäà÷è! Â êà÷åñòâå ïðî-
ñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ âîçüìåì ïðÿìîóãîëüíèê

Ω = [0, 2π)× (0, 1) = {(ρ, ϕ) : 0 ≤ ϕ < 2π, 0 < ρ < 1},

ãäå (ρ, ϕ) � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû òî÷êè M (ðèñ. 23, ñïðàâà).

Ðèñ. 23
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Óêàçàííûì òðåì ïîäõîäàì ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå âåðîÿòíîñòíûå ìåðû
íà Ω:

dP1 =
dρdϕ

π2
√

1− ρ2
, dP2 =

ρ dρdϕ

π
, dP3 =

dρdϕ

2π
.

Èíòåðåñóþùåå íàñ ñîáûòèå (íà ðèñóíêå çàøòðèõîâàíî) èìååò âî âñåõ
òðåõ ñëó÷àÿõ ðàçíûå âåðîÿòíîñòè.

Êàê ãîâoðèë Ï.Ë.×åáûø�åâ, ïðàâèëüíî ïîñòàâèòü çàäà÷ó � çíà÷èò
íàïîëîâèíó åå ðåøèòü!

Ïðèìåð 39. Ìåòåîð ïðèëåòåë ñî ñòîðîíû ïîÿñà Îðèîíà. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî îí óïàäåò íà Çåìëþ, è ÷òî åãî ñêîðîñòü íàìíîãî áîëüøå 2-é êîñìè÷åñêîé,
òàê ÷òî çåìíîå ïðèòÿæåíèå ìàëî èñêðèâèò åãî òðàåêòîðèþ. Ñ êàêîé
âåðîÿòíîñòüþ îí óïàäåò ñåâåðíåå 30o c.ø.?

Áûëî áû îøèáêîé ñ÷èòàòü òî÷êó ïàäåíèÿ ìåòåîðà ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé
ïî ïîâåðõíîñòè Çåìëè. Ñïðîåöèðóåì Çåìëþ íà ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ
ñêîðîñòè ìåòåîðà (ïîÿñ Îðèîíà ðàñïîëîæåí ïðèìåðíî â ïëîñêîñòè ýêâàòîðà
Çåìëè, òàê ÷òî êàðòèíà áóäåò íåñëîæíîé, ñì. ðèñ. 24):

Ðèñ. 24

Âîçìîæíûå òðàåêòîðèè ìåòåîðà îòîáðàçÿòñÿ â òî÷êè, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå
ïî êðóãó ïëîùàäè S = πR2. Îáëàñòü ñåâåðíåå 30o c.ø. èçîáðàçèòñÿ
ñåãìåíòîì ïëîùàäè S1. Ïîëó÷àåì

P =
S1

S
=

(π
3
−
√

3

4

)
R2/πR2 =

1

3
−
√

3

4π
≈ 19,6%,

õîòÿ äàííàÿ îáëàñòü ñîñòàâëÿåò 1/4 ïîâåðõíîñòè Çåìëè.

Åùå îäèí ïðèìåð íà ãåîìåòðè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè (ïðèìåð 59) áóäåò
ðàññìîòðåí â ãëàâå î íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíàõ.

Çàäà÷è ïî òåìå ãëàâû 2
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2.1. Ïóñòü â ýëåêòðè÷åñêîé ñõåìå íà ðèñ. 14 êàæäûé èç 5 âûêëþ÷àòåëåé, íåçàâèñèìî
îò äðóãèõ, âêëþ÷åí ñ âåðîÿòíîñòüþ p. Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ âêëþ÷åíà ëàìïà?

2.2. Äàíû âåðîÿòíîñòè: P(A) = 0,3, P(B) = 0,6, P(C) = 0,7, P(AB) = P(AC) =
0,2, P(BC) = 0,45, P(ABC) = 0,15. Íàéòè âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé, ïðåäñòàâëåííûõ
äèàãðàììàìè íà ðèñ. 15.

2.3. Ïðè ïàðàëëåëüíîì âêëþ÷åíèè ðåëå íàäåæíîñòü áëîêà èç ðåëå ïîâûøàåòñÿ.
Ñêîëüêî ðåëå íóæíî âçÿòü, ÷òîáû íàäåæíîñòü áëîêà áûëà ðàâíà 0,999, åñëè íàäåæíîñòü
îòäåëüíîãî ðåëå (âåðîÿòíîñòü ñðàáàòûâàíèÿ ïðè ñèãíàëå) ðàâíà 0,8 ?

2.4. Íà êàðòî÷êàõ íàïèñàíû ÷èñëà îò 1 äî 12. Èç íèõ ñëó÷àéíî âûáðàëè òðè êàðòî÷êè.
à) Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íàèìåíüøåå èç âûáðàííûõ ÷èñåë íå áîëüøå 3.
á) Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî æå ñîáûòèÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî íàèáîëüøåå èç âûáðàííûõ

÷èñåë ðàâíî 8.

2.5. Íà ïóñòóþ øàõìàòíóþ äîñêó ñëó÷àéíî ïîñòàâèëè áåëîãî êîíÿ è ÷åðíîãî êîðîëÿ.
Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áåëûé êîíü îêàçàëñÿ â öåíòðàëüíîì êâàäðàòå 4×4, ïðè
óñëîâèè, ÷òî îí îáúÿâèë øàõ (ðèñ.25).

Ðèñ. 25

2.6. Ïîäáðîñèëè 4 èãðàëüíûå êîñòè: äâå áåëûõ è äâå ñåðûõ. Ñóììà íà áåëûõ è ñóììà
íà ñåðûõ ñîâïàëè. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòà ñóììà ìåíüøå 5.

2.7. Èç óðíû, ñîäåðæàùåé 3 áåëûõ è 7 ÷åðíûõ øàðîâ, òðè èãðîêà ïî î÷åðåäè âûòàñêèâàþò
ïî îäíîìó øàðó ñ âîçâðàùåíèåì. Âûèãðûâàåò òîò èãðîê, êîòîðûé ïåðâûì âûíåò
áåëûé øàð. Íàéòè âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà äëÿ êàæäîãî èç èãðîêîâ.

2.8. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò 8 ðàç ïîäðÿä. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîÿâèëîñü
íå ìåíåå äâóõ øåñòåðîê, åñëè èçâåñòíî, ÷òî

à) øåñòåðêà âûïàëà ïðè ïÿòîì áðîñêå;
á) øåñòåðêà âûïàëà õîòÿ áû îäèí ðàç.

2.9. Ó êóáà îäíà ãðàíü êðàñíàÿ è îäíà (ñìåæíàÿ ñ íåé) ñèíÿÿ. Êóá ïîëîæèëè â
òåìíîòå íà ïîëêó. Çàâèñèìû ëè ñîáûòèÿ ½êðàñíàÿ ãðàíü îêàæåòñÿ ñâåðõó� è ½ñèíÿÿ
ãðàíü îêàæåòñÿ ñïåðåäè�?

2.10. Áðîñèëè äâå èãðàëüíûå êîñòè, íà íèõ âûïàëè öèôðû X è Y . Çàâèñèìû ëè
ñîáûòèÿ ½X + Y äåëèòñÿ íà 3� è ½X − Y äåëèòñÿ íà 3�?
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2.11. Òî÷êà ñëó÷àéíî áðîñàåòñÿ íà îòðåçîê [0,1]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ1 è ξ2 ïåðâûé è
âòîðîé çíàêè ïîñëå çàïÿòîé â äåñÿòè÷íîé çàïèñè êîîðäèíàòû ýòîé òî÷êè. Çàâèñèìû
ëè ñîáûòèÿ {ξ1 = k} è {ξ2 = m} ïðè k,m = 0, 1, . . . , 9 ?

2.12. Íåêòî âçãëÿíóë íà öèôðîâûå ÷àñû. Ïóñòü τ � ÷èñëî ñåêóíä íà ÷àñàõ (îò 0 äî
59). Íåçàâèñèìû ëè òðè ñîáûòèÿ: ½τ äåëèòñÿ íà 3�, ½τ äåëèòñÿ íà 4� è ½τ äåëèòñÿ íà
5�?

2.13. Ïîäáðàñûâàþò n ðàçëè÷íûõ ìîíåò. Ðàññìîòðèì n+ 1 ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé:
Ak: ½íà k-é ìîíåòå âûïàë îðåë�, k = 1, . . . , n,
An+1: ½âûïàëî ÷åòíîå ÷èñëî îðëîâ�.

Äîêàçàòü, ÷òî ýòè ñîáûòèÿ çàâèñèìû, íî ëþáûå n èç íèõ íåçàâèñèìû.

2.14. Â ïåðâîé óðíå áûëî 2 áåëûõ è 4 ÷åðíûõ øàðà, âî âòîðîé 4 áåëûõ è 3 ÷åðíûõ.
Èç ïåðâîé óðíû íàóäà÷ó âûáèðàþò 2 øàðà è ïåðåêëàäûâàþò âî âòîðóþ. Íàéòè
âåðîÿòíîñòü âûòÿíóòü èç âòîðîé óðíû áåëûé øàð.

2.15. Ïî ñàìîëåòó äàþò 4 íåçàâèñèìûõ âûñòðåëà, âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â êàæäîì
èç êîòîðûõ ðàâíà 0,3. Ñàìîëåò ïîðàæàåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1, åñëè â íåãî ïîïàëî
íå ìåíåå 2 ñíàðÿäîâ, è ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,6, åñëè ïîïàë òîëüêî îäèí ñíàðÿä. Êàêîâà
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ñàìîëåò ïîïàë òîëüêî îäèí ñíàðÿä, åñëè ñàìîëåò ñáèò?

2.16. Âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ ïðè îäíîì âûñòðåëå äëÿ êàæäîãî èç ñòðåëêîâ ðàâíû
0,4, 0,6 è 0,8. Ïðè îäíîâðåìåííîì âûñòðåëå òðåõ ñòðåëêîâ îáíàðóæåíî äâà ïîïàäàíèÿ.
Êòî èç ñòðåëêîâ âåðîÿòíåå ïðîìàõíóëñÿ?

2.17. Èãðîê áðîñàåò äâå èãðàëüíûå êîñòè. Ïîñëå ýòîãî îí áðîñàåò ñòîëüêî ìîíåò,
ñêîëüêî î÷êîâ âûïàëî, è ñ÷èòàåò ÷èñëî âûïàâøèõ îðëîâ. Íàéòè íàèáîëåå âåðîÿòíîå
÷èñëî î÷êîâ, âûïàâøåå ïðè áðîñàíèè êîñòåé, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ïîòîì âûïàëî 3 îðëà.

2.18. Â 1-ì ÿùèêå ïî 3 êðàñíûõ, áåëûõ è ñèíèõ øàðèêà; âî 2-ì ÿùèêå � 4 êðàñíûõ,
3 áåëûõ è 2 ñèíèõ. Èç ñëó÷àéíî âûáðàííîãî ÿùèêà âçÿëè 3 øàðèêà, îíè îêàçàëèñü
ðàçíûõ öâåòîâ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áûë âûáðàí 1-é ÿùèê?

2.19. Ïàðòèÿ èç 5 ëàìï ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/6 ïîñòóïèëà ñ çàâîäà À, ñ âåðîÿòíîñòüþ
1/3 � ñ çàâîäà Á, ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2 � ñ çàâîäà Â. Ëàìïà ñ çàâîäà À ïåðåãîðàåò çà
ãîä ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,5, ëàìïà ñ Á � ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,3, ëàìïà ñ Â � ñ âåðîÿòíîñòüþ
0,2. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ëàìïû ñ çàâîäà À, åñëè çà ãîä ïåðåãîðåëè 3 ëàìïû
èç 5.

2.20. Äâå òî÷êè P è Q âûáèðàþòñÿ íàóäà÷ó èç îòðåçêà [−1, 1]. Íàéòè âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî óðàâíåíèå x2 + Px+Q = 0 èìååò âåùåñòâåííûå êîðíè.
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3 Äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

3.1 Ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ è ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 6. Äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîéíàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíàÿ
ôóíêöèÿ ξ íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F ,P), ïðèíèìàþùàÿ êîíå÷íîå
èëè ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé x1, x2, . . ., òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ
x ìíîæåñòâî {ξ = x} ïðèíàäëåæèò F .

Äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà çàäàåòñÿ ðÿäîì ðàñïðåäåëåíèÿ �
òàáëèöåé

x1 x2 x3 . . .

p1 p2 p3 . . .

ãäå pk = P{ξ = xk}. Ïîñêîëüêó Ω =
N∨

k=1

{ξ = xk}, N ≤ ∞, èìååì

N∑
k=1

pk = 1.

Ïðèìåð 40. (a) Áðîñèì èãðàëüíóþ êîñòü. Ïóñòü η � âûïàâøàÿ öèôðà.
Ýòà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îò 1 äî 6 ñ îäèíàêîâûìè
âåðîÿòíîñòÿìè, ò. å. åå ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ âûãëÿäèò òàê:

1 2 3 4 5 6
1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

(á) Ïîäáðàñûâàåì ìîíåòó íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ðàç, ïîêà íå âûïàäåò
îðåë. Ïóñòü ξ � ÷èñëî áðîñêîâ. Ýòà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïðèíèìàåò âñå
íàòóðàëüíûå çíà÷åíèÿ. Âû÷èñëèì èõ âåðîÿòíîñòè. Ïóñòü Ak � ñîáûòèå
½ïðè k-ì áðîñêå âûïàäåò îðåë�. ÂñåAk èìåþò âåðîÿòíîñòè 1/2 è íåçàâèñèìû.
Âû÷èñëèì âåðîÿòíîñòè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ξ:

P{ξ = 1} = P(A1) = 1/2,

P{ξ = 2} = P(A1A2) = 1/2 · 1/2 = 1/4, . . . ,

P{ξ = n} = P(A1 . . . An−1An) = (1/2)n, . . .

Ïîëó÷àåì ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ

1 2 3 . . . n . . .

1/2 1/4 1/8 . . . 2−n . . .
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Îïðåäåëåíèå 7. Ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ Fξ : R 7→ [0, 1], ðàâíàÿ

Fξ(x) = P{ξ < x}.

Òåîðåìà 1. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
(1) Fξ íå óáûâàåò, ò. å. ïðè x < y âûïîëíåíî Fξ(x) ≤ Fξ(y);
(2) lim

x→−∞
Fξ(x) = 0;

(3) lim
x→+∞

Fξ(x) = 1;

(4) Fξ íåïðåðûâíà ñëåâà: Fξ(x− 0)
def
== lim

u→x−0
Fξ(u) = Fξ(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâî (1) âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî {ξ < x} ⇒ ⇒ {ξ <
y}, îòêóäà P{ξ < x} ≤ P{ξ < y}. Îñòàëüíûå ñâîéñòâà ñëåäóþò èç íå-
ïðåðûâíîñòè âåðîÿòíîñòíîé ìåðû:

(2) :
∞∧

n=1

{ξ < −n} = ∅ =⇒ P{ξ < −n} −→
n→∞

0.

(3) :
∞∨

n=1

{ξ < n} = Ω =⇒ P{ξ < n} −→
n→∞

1.

(4) :
∞∨

n=1

{
ξ < x− 1

n

}
= {ξ < x}, ñëåäîâàòåëüíî,

P
{
ξ < x− 1

n

}
−→
n→∞

P{ξ < x}.

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà îãðàíè÷åíà ñíèçó, ñâîéñòâî
(2) óñèëèòñÿ: Fξ(x) = 0 ïðè âñåõ x ≤ inf ξ; åñëè æå ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
îãðàíè÷åíà ñâåðõó, óñèëèòñÿ ñâîéñòâî (3): Fξ(x) = 1 ïðè âñåõ x > sup ξ.

Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà îãðàíè÷åíà ñíèçó, è åå çíà÷åíèÿ {xn}N
n=1,

N ≤ ∞, çàíóìåðîâàíû ïî âîçðàñòàíèþ, òî, ïîëîæèâ hn = p1 + . . . + pn,
ïîëó÷èì ÿâíûé âèä ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ:

Fξ(x) =


0 ïðè x ≤ x1,

hn ïðè xn < x ≤ xn+1,

1 ïðè x > xN (åñëè N <∞).

Ïîñòðîèì ãðàôèêè ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
èç ïðèìåðà 40 � öèôðû, âûïàâøåé íà èãðàëüíîé êîñòè (à), è ÷èñëà
áðîñêîâ ìîíåòû äî ïåðâîãî îðëà (á), ñì. ðèñ. 26.
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Ðèñ. 26

Îïðåäåëåíèå 8. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . íàçûâàþò íåçàâèñèìûìè,
åñëè ïðè ëþáûõ t1, t2, . . . ∈ R íåçàâèñèìû ñîáûòèÿ {ξ1 < t1}, {ξ2 <

t2}, . . ..

Â ñëó÷àå äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ýòî ðàâíîñèëüíî íåçàâèñèìîñòè
ñîáûòèé {ξ1 = xi}, {ξ2 = yj}, . . .

Ïðèìåð 41. Ïîäáðàñûâàþò êóáèê ñ öèôðàìè îò 1 äî 6, êóáèê ñ öèôðàìè
1,1,2,2,3,3 è ìîíåòó 1 ðóáëü. Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ ñóììà âûïàâøèõ
öèôð áóäåò 10 ?

Ïóñòü íà ïåðâîì êóáèêå âûïàäåò X, íà âòîðîì Y , íà ìîíåòå Z. Èõ
ðÿäû ðàñïðåäåëåíèÿ

X :
1 2 3 4 5 6

1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

Y :
1 2 3

1/3 1/3 1/3
Z :

0 1
1/2 1/2

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X, Y , Z íåçàâèñèìû. Ñóììà 10 ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ
îäíèì ñïîñîáîì, òaê ÷òî

P{X + Y + Z = 10} = P{X = 6, Y = 3, Z = 1} =

= P{X = 6} ·P{Y = 3} ·P{Z = 1} =
1

6
· 1

3
· 1

2
=

1

36
.
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3.2 ×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ íàñ ìîæåò èíòåðåñîâàòü íå ïîëíîå îïèñàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, à åå îáîáùåííûå ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè. Ñàìîé
âàæíîé èç òàêèõ õàðàêòåðèñòèê ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
(åãî òàêæå íàçûâàþò ñðåäíèì çíà÷åíèåì). Îáùåå îïðåäåëåíèå òàêîâî:

Îïðåäåëåíèå 9. Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ : Ω 7→
R íàçûâàåòñÿ åå èíòåãðàë ïî âåðîÿòíîñòíîé ìåðå

E ξ =

∫
Ω

ξ(ω)dP. (10)

Â ñëó÷àå äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ñî ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé
{xi}N

i=1, N ≤ ∞, èíòåãðàë ñâîäèòñÿ ê ñóììå

E ξ =
N∑

i=1

xi P{ξ = xi}. (11)

Òàêèì îáðàçîì, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ ïî åå ðÿäó ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ìîìåíòû � âàæíîå îáîáùåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 10. k-ì íà÷àëüíûì ìîìåíòîì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ íàçûâàåòñÿ
âåëè÷èíà

mk = E (ξk), k ∈ N;

k-ì öåíòðàëüíûì ìîìåíòîì íàçûâàåòñÿ

µk = E (ξ − E ξ)k, k ∈ N, k > 1.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå � ýòî 1-é íà÷àëüíûé ìîìåíò. Èç öåíòðàëüíûõ
ìîìåíòîâ âàæíåéøèì ÿâëÿåòñÿ 2-é, íàçûâàåìûé äèñïåðñèåé:

D ξ = E (ξ − E ξ)2.

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé (ñì. òåîðåìó 2 äàëåå),
ìîæíî âûðàçèòü äèñïåðñèþ â òàêîì âèäå:

D ξ = E
(
ξ2 − 2E ξ · ξ + (E ξ)2) = E (ξ2)− (E ξ)2.
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Äèñïeðñèÿ íàèáîëåå óäîáíà äëÿ òîãî, ÷òîáû îõàðàêòåðèçîâàòü ðàçáðîñ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. ×òîáû èìåòü äåëî ñ âåëè÷èíàìè òîé æå ôèçè÷åñêîé
ðàçìåðíîñòè, ÷òî è ñàìà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ÷àñòî âìåñòî äèñïåðñèè
èñïîëüçóþò ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå

σ =
√

D ξ.

Ïðèìåð 42. Äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η � öèôðû, âûïàâøåé íà èãðàëüíîé
êîñòè � ïîëó÷àåì

E ξ =
6∑

k=1

1

6
k =

21

6
=

7

2
= 3,5, E (ξ2) =

6∑
k=1

1

6
k2 =

91

6
,

D ξ =
91

6
−

(7

2

)2
=

35

12
, σ =

√
35

12
≈ 1,71.

Êâàíòèëè.

Îïðåäåëåíèå 11. Ïóñòü 0 < γ < 1. Êâàíòèëüþ óðîâíÿ γ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξ íàçûâàåòñÿ òàêîå ÷èñëî cγ, ÷òî

P{ξ < cγ} ≤ γ; P{ξ > cγ} ≤ 1− γ.

Ïðè ïîìîùè ãðàôèêà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî íàãëÿäíî ïîêàçàòü
(ðèñ. 27), êàê íàõîäèòü êâàíòèëè.

Ðèñ. 27

Ìû âèäèì, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ (êâàíòèëü óðîâíÿ γ íà ðèñóíêå)
êâàíòèëü îïðåäåëåíà íåîäíîçíà÷íî. Äëÿ äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
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ýòîò ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî óðîâåíü γ ñîâïàë ñ îäíèì èç çíà÷åíèé
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

Íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò êâàíòèëè óðîâíåé 1/2 (ìåäèàíà),
1/4 è 3/4 (íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ êâàðòèëè). Ðàçíîñòü c3/4 − c1/4 íàçûâàåòñÿ
èíòåðêâàðòèëüíûì ðàçìàõîì. Êâàíòèëü óðîâíÿ k/100 íàçûâàþò k-é ïðîöåíòèëüþ.

Ïðèìåð 43. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíóX � öèôðó, âûïàäàþùóþ
íà èãðàëüíîé êîñòè. Ìåäèàíå ìîæíî ïðèïèñàòü ëþáîå çíà÷åíèå èç îòðåçêà
[3, 4], ïîñêîëüêó

P{X > 3} = P{X < 4} = 1/2.

Íèæíÿÿ êâàðòèëü ðàâíà 2, òàê êàê

P{X < 2} < 1/4, P{X > 2} < 3/4.

Àíàëîãè÷íî, âåðõíÿÿ êâàðòèëü ðàâíà 5.

Ìîäû.
Ìîäîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íàçûâàåòñÿ åå çíà÷åíèå, èìåþùåå íàèáîëüøóþ
âåðîÿòíîñòü. Òàêèõ çíà÷åíèé ìîæåò áûòü ëþáîå êîíå÷íîå ÷èñëî, íî ÷àùå
ìîäà áûâàåò îäíà.

Ïðèìåð 44. (à) Ïðè áðîñàíèè îäíîé èãðàëüíîé êîñòè âåðîÿòíîñòè âñåõ
6 çíà÷åíèé îäèíàêîâû, òàê ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà èìååò 6 ìîä.

(á) Áðîñàåì äâå êîñòè, ïóñòü ξ � ñóììà âûïàâøèõ öèôð. Èìåþòñÿ 36
ðàâíîâåðîÿòíûõ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ. Ïîñ÷èòàâ, êàêàÿ ñóììà ñêîëüêèìè
ñïîñîáàìè ïîëó÷àåòñÿ, ñòðîèì ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ:

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1

36

2

36

3

36

4

36

5

36

6

36

5

36

4

36

3

36

2

36

1

36

Ìîäà ξ åäèíñòâåííà è ðàâíà 7.

3.3 Ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé
è äèñïåðñèé

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îáëàäàåò ñâîéñòâîì ìîíîòîííîñòè:

åñëè P{ξ ≤ η} = 1, òî E ξ ≤ E η. (12)

Åñëè ïðèìåíèòü ýòî ñâîéñòâî ê íåðàâåíñòâàì −|ξ| ≤ ξ ≤ |ξ|, ïîëó÷àåì
îöåíêó ïî ìîäóëþ:

|E ξ| ≤ E |ξ|.
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Òåîðåìà 2. (Ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé).
Ïóñòü ξ, η � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, a, b � êîíñòàíòû. Òîãäà:
(1) E (aξ + b) = aE ξ + b;
(2) E (ξ + η) = E ξ + E η;
(3) åñëè ξ è η íåçàâèñèìû, òî E (ξ η) = E ξE η.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P{ξ = xi} = pi, P{η = yj} = qj,
P{ξ = xi, η = yj} = rij. Òîãäà∑

i

pi =
∑

j

qj = 1,
∑

j

rij = pi,
∑

i

rij = qj.

(1):

E (aξ + b) =
∑

i

pi(axi + b) = a
∑

i

pixi + b
∑

i

pi = aE ξ + b.

(2): E (ξ + η) =

=
∑

i

∑
j

rij(xi + yj) =
∑

i

(∑
j

rij

)
xi +

∑
j

(∑
i

rij

)
yj =

=
∑

i

pixi +
∑

j

qjyj = E ξ + E η.

(3): â ñèëó íåçàâèñèìîñòè èìååì rij = piqj, è òîãäà

E (ξ η) =
∑

i

∑
j

rijxiyj =

(∑
i

pixi

)(∑
j

qjyj

)
= E ξE η.

Ïðèìåð 45. Øàïêè n ãîñòåé ëåæàëè â îäíîì ÿùèêå. Óõîäÿ â òåìíîòå,
âñå ãîñòè íàäåëè øàïêè. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà òåõ, êòî
îêàçàëñÿ â ñâîåé øàïêå.

Ñîáûòèÿ Ak ½k-é ãîñòü íàäåíåò ñâîþ øàïêó� çàâèñèìû, ó êàæäîãî
âåðîÿòíîñòü 1/n. Ïóñòü ξk = 1Ak

, ò. å. ξk = 1 ïðè Ak è ξk = 0 ïðè Ak.
Èìååì E ξk = 1/n. ×èñëî òåõ, êòî íàäåíåò ñâîþ øàïêó, âûðàçèòñÿ òàê:

X =
n∑

k=1

ξk; EX =
n∑

k=1

E ξk = n · 1

n
= 1.
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Òåîðåìà 3. (Ñâîéñòâà äèñïåðñèé). Ïóñòü ξ, η � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû,
a, b � êîíñòàíòû. Òîãäà:
(1) D (aξ + b) = a2D ξ;
(2) åñëè ξ è η íåçàâèñèìû, òî D (ξ + η) = D ξ + D η.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1):

D (aξ + b) = E
(
aξ + b− E (aξ + b)

)2
=

= E (aξ + b− aE ξ − b)2 = a2E (ξ − E ξ)2 = a2D ξ.

(2): Ïóñòü ξ è η íåçàâèñèìû. Òîãäà ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξo = ξ − E ξ,
ηo = η − E η òàêæå íåçàâèñèìû.

D (ξ + η) = D (ξo + ηo) = E (ξo + ηo)
2 =

= E (ξ2
o + η2

o + 2ξoηo) = E ξ2
o + E η2

o + 2E (ξoηo) =

= D ξo + D ηo + 2E ξoE ηo = D ξ + D η + 0 · 0,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ïðèìåð 41 (ïðîäîëæåíèå). Íàéäåì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ
ñóììû öèôð, âûïàâøèõ íà êóáèêå ñ 6 öèôðàìè (X), ñ 3 öèôðàìè (Y ) è
ìîíåòå (Z).

E (X + Y + Z) = EX + EY + EZ = 3,5 + 2 + 0,5 = 6.

Â ñèëó íåçàâèñèìîñòè X, Y, Z

D (X + Y + Z) = DX + DY + DZ =
35

12
+

2

3
+

1

4
=

23

6
≈ 3,83.

Îïðåäåëåíèå 12. Ïóñòü ó ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå. Óñëîâíûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ îòíîñèòåëüíî óñëîâèÿ C íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

E (ξ|C) =
1

P(C)
E (1C ξ) =

1

P(C)

∫
C

ξ(ω)dP.

Â äèñêðåòíîì ñëó÷àå èìååì

E (ξ|C) =
∑

i

P(ξ = xi|C)xi.
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Ïðèìåð 46. Ïîäáðîñèëè äâå èãðàëüíûå êîñòè, âûïàëè öèôðû X è Y .
Íàéòè óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå E (X|X < Y ).

Èìååì P{X < Y } = 15/36; P{X = k < Y } =
6− k

36
ïðè k =

1, 2, 3, 4, 5. Ñëåäîâàòåëüíî,

P{X = k|X < Y } =
P{X = k < Y }

P{X < Y }
=

6− k

15
,

E (X|X < Y ) =
5∑

k=1

6− k

15
k =

7

3
.

Îíî ïîëó÷èëîñü â ïîëòîðà ðàçà ìåíüøå, ÷åì áåçóñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå EX = 7/2.

ÅñëèH1, H2, . . .� ïîëíàÿ ãðóïïà ñîáûòèé, òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ:

E ξ =
∑

k

P(Hk)E (ξ|Hk). (13)

Ðàâåíñòâî (13) íàçûâàþò ôîðìóëîé ïîëíîé âåðîÿòíîñòè äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ
îæèäàíèé.

Ïðèìåð 47. Mîíåòó áðîñàþò äî òåõ ïîð, ïîêà ïîñëåäîâàòåëüíî íå ïîÿâÿòñÿ
(À) äâà îðëà;
(Á) îðåë è ðåøêà.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ íàéòè ñðåäíåå íåîáõîäèìîå ÷èñëî áðîñàíèé.

Ïóñòü ξXY � ÷èñëî áðîñàíèé ìîíåòû äî ïîÿâëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
XY , mXY = E ξXY . Ïóñòü HP � ñîáûòèå ½ïåðâîé âûïàäåò ðåøêà�, HO �
½ïåðâûì âûïàäåò îðåë�. Îáîçíà÷èì

mXY
T = E (ξXY |HT ),

ãäå X, Y, T ∈ {P,O}. Ïî ôîðìóëå (13) ïîëó÷àåì

mXY =
1

2
(mXY

O +mXY
P ).

Âûïèøåì ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ mXY
O è mXY

P , èñïîëüçóÿ
îäíîðîäíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èñïûòàíèé. À èìåííî, âåðîÿòíîñòíûå
ñâîéñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîõðàíÿòñÿ, åñëè åå íà÷àëî ïåðåíåñòè íà
îäèí çíàê âïðàâî.
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Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ (À) (ïîñëåäîâàòåëüíîãî âûïàäåíèÿ äâóõ îðëîâ).
Ïåðâûé è âòîðîé ðåçóëüòàòû áðîñàíèÿ ìîíåòû áóäåì îáîçíà÷àòü A1 è
A2. Ïóñòü A1 = O. Ñ÷èòàÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà÷àëàñü ñî âòîðîãî
çíàêà, ïîëó÷èì

mOO
O = 1 + 1 ·P{A2 = O}+mOO

P P{A2 = P} = 1 +
1 +mOO

P

2
,

mOO
P = 1 +mOO

O P{A2 = O}+mOO
P P{A2 = P} = 1 +

mOO
P +mOO

O

2
.

Ðåøàÿ ýòè óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì mOO
P = 7, mOO

O = 5, îòêóäà mOO = 6.
Àíàëîãè÷íî, â ñëó÷àå (Á)

mOP
O = 1 + 1 ·P{A2 = P}+mOP

O P{A2 = O} = 1 +
1 +mOP

O

2
,

mOP
P = 1 +mOP

O P{A2 = O}+mOP
P P{A2 = P} = 1 +

mOP
P +mOP

O

2
,

îòêóäà mOP
P = 5, mOP

O = 3, ñëåäîâàòåëüíî, mOP = 4.
Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî êîìáèíàöèÿ OP âûïàäåò ½â

ñðåäíåì ðàíüøå�, ÷åì OO.

3.4 Äèñêðåòíûå çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñåìåéñòâ ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïðèíèìàþùèõ
öåëûå çíà÷åíèÿ.
Èíäèêàòîð ñîáûòèÿ A (0 < p = P(A) < 1) � ñàìàÿ ïðîñòàÿ ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà. Ãðàôèê åå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîêàçàí íà ðèñ. 28.

Ðèñ. 28

Âû÷èñëèì åå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ.

E1A = E12
A = (1− p) · 0 + p · 1 = p; D1A = p− p2 = p(1− p).

Ðàâíîìåðíîå äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå: ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ñ
ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè 1/n ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îò 1 äî n. Òàêèå ñëó÷àéíûå
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âåëè÷èíû ëåãêî ìîäåëèðóþòñÿ: ïðè n = 2 äîñòàòî÷íî ïîäáðîñèòü ìîíåòó,
ïðè n = 6 � êóáèê, ïðè n = 60 � ïîñìîòðåòü ñåêóíäû íà ÷àñàõ. Ãðàôèê
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò n ñòóïåíåê, îäèíàêîâûõ ïî øèðèíå è âûñîòå.
Âû÷èñëèì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ.

E ξ =
n∑

k=1

1

n
k =

1

n
(1 + . . .+ n) =

1

n
· n(n+ 1)

2
=
n+ 1

2
,

E (ξ2) =
1

n

n∑
k=1

k2 =
1

n
· n(n+ 1)(2n+ 1)

6
=

(n+ 1)(2n+ 1)

6
,

D ξ =
(n+ 1)(2n+ 1)

6
−

(n+ 1

2

)2
=
n2 − 1

12
.

Ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå èìååò ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà τ , ðàâíàÿ
÷èñëó íåçàâèñèìûõ îïûòîâ äî ïåðâîãî ïîÿâëåíèÿ íåêîòîðîãî ñîáûòèÿ
(½óñïåõà�), åñëè â êàæäîì îïûòå âåðîÿòíîñòü óñïåõà îäèíàêîâà è ðàâíà
p, ãäå 0 < p < 1. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà τ ïðèíèìàåò âñå íàòóðàëüíûå
çíà÷åíèÿ. Âû÷èñëèì èõ âåðîÿòíîñòè. Ïóñòü Ak � ñîáûòèå ½óñïåõ ïðè
k-ì îïûòå�. Âñå Ak èìåþò âåðîÿòíîñòè p è íåçàâèñèìû.

P{τ = 1} = P(A1) = p,

P{τ = 2} = P(A1A2) = (1− p)p,

P{τ = 3} = P(A1A2A3) = (1− p)2p è ò. ä.

Ïîëó÷àåì ôîðìóëó

P{τ = n} = p(1− p)n−1, n ∈ N, (14)

ò. å. âåðîÿòíîñòè pn = P{τ = n} îáðàçóþò ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ
(îòñþäà íàçâàíèå). Âû÷èñëèì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ τ .

E τ =
∞∑

n=1

np(1− p)n−1 = −p d

dp

∞∑
n=1

(1− p)n =

= −p d

dp

(
(1− p)

1

1− (1− p)

)
=

= −p d

dp

(1

p
− 1

)
= −p

(
− 1

p2

)
=

1

p
.
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Èìåííî òàêîãî ðåçóëüòàòà è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ðàç â êàæäîì îïûòå
âåðîÿòíîñòü óñïåõà ðàâíà p.

E τ 2 =
∞∑

n=1

n2p(1− p)n−1 =

=
∞∑

n=1

np(1− p)n−1 +
∞∑

n=1

p(1− p)n(n− 1)(1− p)n−2 =

=
1

p
+ p(1− p)

d2

dp2

∞∑
n=1

(1− p)n =
1

p
+ p(1− p)

d2

dp2

(1

p
− 1

)
=

=
1

p
+ p(1− p)

2

p3 =
2− p

p2 ;

D τ =
2− p

p2 −
(1

p

)2
=

1− p

p2 .

Ïðèìåð 48. Äâîå ïîäáðàñûâàþò èãðàëüíóþ êîñòü ïî î÷åðåäè. Âûèãðûâàåò
òîò, ó êîãî âïåðâûå âûïàäåò øåñòåðêà. Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ âûèãðàåò
ïåðâûé?

Ìîæíî ðåøèòü çàäà÷ó òàêèìè æå ðàññóæäeíèÿìè, êàê â ïðèìåðå 47,
ðàññìîòðåâ äâå ãèïîòåçû: ½ïðè ïåðâîì áðîñêå âûïàäåò 6� è åå îòðèöàíèå.
Íî ìîæíî ðåøèòü çàäà÷ó, èñïîëüçóÿ ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà τ � íîìåð áðîñêà, ïðè êîòîðîì ½6� âûïàäåò âïåðâûå � èìååò
ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì p = 1/6. Ïîáåäà ïåðâîãî
èãðîêà A îçíà÷àò, ÷òî τ íå÷åòíà.

P(A) =
∞∑

k=0

P{τ = 2k + 1} =
∞∑

k=0

p(1− p)2k =

= p · 1

1− (1− p)2 =
p

2p− p2 =
1

2− p
=

6

11
= 0,545454...

Óíèêàëüíîå ñâîéñòâî ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ � ýòî ½îòñóòñòâèå
ïàìÿòè�: óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ−T ïðè óñëîâèè
ξ > T ñîâïàäàåò ñ áåçóñëîâíûì ðàñïðåäåëåíèåì ξ. Ýòî ìîæíî ïðîâåðèòü
íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì, à ìîæíî óñìîòðåòü èç ñõåìû íåçàâèñèìûõ
èñïûòàíèé äî ïåðâîãî óñïåõà: ñîáûòèå {ξ > T} îçíà÷àåò, ÷òî â ïåðâûõ
T îïûòàõ óñïåõà íå áûëî, íî íà ðåçóëüòàòû äàëüíåéøèõ îïûòîâ ýòî íå
âëèÿåò.
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Ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ïîÿâëÿåòñÿ â ñëåäóþùåé ñèòóàöèè:
ïóñòü èìåþòñÿN ýëåìåíòîâ, èç êîòîðûõM ½îêðàøåíû�; ñëó÷àéíî âûáèðàåì
n ýëåìåíòîâ, è íàñ èíòåðåñóåò ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ � ÷èñëî ½îêðàøåííûõ�
ýëåìåíòîâ ñðåäè âûáðàííûõ.

×èñëî ðàâíîâåðîÿòíûõ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ Cn
N . Èç íèõ â ñîáûòèå

{ξ = k} âõîäÿò Ck
M Cn−k

N−M , òàê êàê íóæíî âûáðàòü k ýëåìåíòîâ èç M
½îêðàøåííûõ� è n−k èçN−M îñòàëüíûõ, ïðè÷åì îáà âûáîðà íåçàâèñèìû.
Ïîëó÷àåì

P(k) =
Ck

M Cn−k
N−M

Cn
N

, max{0, n−N +M} ≤ k ≤ min{n,M}.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
âû÷èñëÿåòñÿ òåì æå ñïîñîáîì, ÷òî â ïðèìåðå 45: ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû
âûáèðàåì ýëåìåíòû îäèí çà äðóãèì â ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå; ïóñòü κi = 1,
åñëè i-é ýëåìåíò îêðàøåí, è κi = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå; i = 1, 2, . . . , n.
Áåçóñëîâíûå âåðîÿòíîñòè òàêîâû:

P{κi = 1} =
M

N
, P{κi = 0} =

N −M

N
; Eκi =

M

N
.

Ïîñêîëüêó ξ = κ1 + . . .+ κn, ïîëó÷àåì

E ξ =
nM

N
. (15)

Ïðèìåð 49. Â êîðîáêå ëåæàò 10 øàðèêîâ, èç íèõ 3 êðàñíûå. Âîçüìåì íå
ãëÿäÿ 4 øàðèêà. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà ξ êðàñíûõ øàðèêîâ ñðåäè
âçÿòûõ.

Ïî ôîðìóëå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

P(k) =
Ck

3 C
4−k
7

C4
10

, 0 ≤ k ≤ 3;

ñëåäîâàòåëüíî,

P(0) =
1 · 35

210
, P(1) =

3 · 35

210
, P(2) =

3 · 21

210
, P(3) =

1 · 7
210

.

Ïîëó÷àåì ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ:

0 1 2 3
0,167 0,5 0,3 0,033
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Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïî ôîðìóëå (15) ðàâíî
4 · 3
10

= 1,2. Íî âû÷èñëèòü
äèñïåðñèþ òàê æå ëåãêî íå óäàñòñÿ, ïîñêîëüêó ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû κi

çàâèñèìû. Ñ÷èòàåì íåïîñðåäñòâåííî:

E (ξ2) =
1

2
· 1 +

3

10
· 4 +

1

30
· 9 = 2; D ξ = 2− 1,22 = 0,56.

Òåïåðü ðàññìîòðèì çàäà÷ó, ãäå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå
èñïîëüçóåòñÿ â ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè.

Ïðèìåð 50. Ha òåñòèðîâàíèè äàþò äâà âîïðîñà èç 40 âîçìîæíûõ. Êàæäûé
âîïðîñ ïðåäóñìàòðèâàåò òðè âàðèàíòà îòâåòà. Ê ñêîëüêèì âîïðîñàì íàäî
ïîäãîòîâèòüñÿ, ÷òîáû ñäàòü òåñò ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíåå 1/2 ?

Ïîäãîòîâèìñÿ ê M âîïðîñàì. Ïóñòü ñîáûòèå Hk, k = 0, 1, 2, îçíà÷àåò,
÷òî èç ïîïàâøèõñÿ 2 âîïðîñîâ k ïîäãîòîâëåíû; ñîáûòèå A � ½óäàñòñÿ
îòâåòèòü íà îáà âîïðîñà�. Òîãäà:

P(H0) = C2
40−M/C

2
40 P(A|H0) = 1/9

P(H1) = C1
MC

1
40−M/C

2
40 P(A|H1) = 1/3

P(H2) = C2
M/C

2
40 P(A|H2) = 1

Èòîãîâàÿ âåðîÿòíîñòü

P(A) =
2∑

k=0

P(Hk)P(A|Hk) =
1
9C

2
40−M + 1

3C
1
MC

1
40−M + C2

M

C2
40

=

=
1
9(40−M)(39−M) + 2

3M(40−M) +M(M − 1)

40 · 39
=

=
4M 2 + 152M + 40 · 39

9 · 40 · 39
=
M 2 + 38M + 390

9 · 390
.

Ïîëó÷èòñÿ P(A) > 1/2 ïðè M 2 + 38M − 1365 > 0, ò. å.
M > −19 +

√
192 + 1365 ≈ 22,5.

Îòâåò: íàäî ïîäãîòîâèòüñÿ ê 23 âîïðîñàì.

3.5 Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
(ñõåìà Áåðíóëëè)

Ïåðâûì ñåìåéñòâîì ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èçó÷åííûì ïîäðîáíî,
áûëî áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, ðàññìîòðåííîe ß. Áåðíóëëè â íà÷àëå
XVIII âåêà. Ïîÿâèëîñü îíî èç ñëåäóþùåé çàäà÷è.
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Ïðîâîäÿò n íåçàâèñèìûõ îïûòîâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ ìîæåò ïðîèçîéòè
îïðåäåëåííîå ñîáûòèå (½óñïåõ�) ñ âåðîÿòíîñòüþ p, èëè íå ïðîèçîéòè (½íåóäà÷à�)
ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− p. Òðåáóåòñÿ íàéòè âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ k óñïåõîâ
â äàííîé ñåðèè îïûòîâ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ai, i = 1, 2, . . . , n, ñîáûòèå ½óñïåõ â i-îì îïûòå�.
Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì K ñîâîêóïíîñòü âñåõ k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ

K = {i1, . . . , ik} ⊂ {1, 2, . . . , n}.

Òîãäà âåðîÿòíîñòü òîãî ñîáûòèÿ, ÷òî ïðîèçîéäåò ðîâíî k óñïåõîâ â n
îïûòàõ, ìîæíî âû÷èñëèòü, ïðåäñòàâèâ ýòî ñëîæíîå ñîáûòèå â äèçúþíêòèâíî-
íîðìàëüíîé ôîðìå:

P(k) =
∑
K∈K

P

(∧
i∈K

Ai

∧
j /∈K

Aj

)
=

=
∑
K∈K

(∏
i∈K

P(Ai)
∏
j /∈K

(
1−P(Aj)

))
=

∑
K∈K

(∏
i∈K

p
∏
j /∈K

(1− p)

)
=

=
∑
K∈K

pk(1− p)n−k = Ck
np

k(1− p)n−k.

Êîëè÷åñòâî óñïåõîâ â ñõåìå Áåðíóëëè � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ñ öåëûìè
çíà÷åíèÿìè îò 0 äî n, êîòîðàÿ èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
(îáîçíà÷åíèå: ξ ∼ Bi(n, p)), çàäàâàåìîå ôîðìóëîé Áåðíóëëè

P{ξ = k} = Ck
n p

k(1− p)n−k, k = 0, 1, . . . , n. (16)

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ áèíîìèàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
ìîæíî âû÷èñëèòü, íå ïðèáåãàÿ ê ôîðìóëå (11). Ïóñòü ξi = 1Ai

. Òîãäà
E ξi = p, D ξi = p(1 − p). Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìàìè 2 è 3. Ïîñêîëüêó
ξ = ξ1 + . . .+ ξn, ïîëó÷àåì

E ξ =
n∑

i=1

E ξi = np.

Â ñèëó íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, . . . , ξn ïîëó÷àåì

D ξ =
n∑

i=1

D ξi = np(1− p).

Ìåäèàíà è ìîäà áèíîìèàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îòëè÷àþòñÿ îò åå
ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ìåíåå, ÷åì íà 1.
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Ïðèìåð 51. Â êîðîáêå ëåæàò 10 øàðèêîâ, èç íèõ 3 êðàñíûå. Ïîâòîðèì
4 ðàçà òàêîé îïûò: áåðåì íå ãëÿäÿ øàðèê, çàïèñûâàåì åãî öâåò, êëàäåì
îáðàòíî è âñòðÿõèâàåì êîðîáêó. Óñïåõîì áóäåò ñ÷èòàòüñÿ, åñëè øàðèê
îêàçàëñÿ êðàñíûì. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà X óñïåõîâ.

Â îòëè÷èå îò ïðèìåðà 49, çäåñü íå âàæíî ÷èñëî øàðèêîâ, à âàæíà
ëèøü äîëÿ êðàñíûõ (30%), êîòîðàÿ è áóäåò âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà â êàæäîì
îïûòå. Ïî ôîðìóëå Áåðíóëëè (16) ïîëó÷àåì

P{X = k} = Ck
4 0,3k 0,74−k, k = 0, 1, 2, 3, 4.

Âûïèøåì ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ è ïîñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
(ðèñ. 29).

0 1 2 3 4
0,240 0,412 0,265 0,076 0,008

Ðèñ. 29

Î÷åâèäíî, ïîëó÷åííûé ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ îòëè÷àåòñÿ îò ïîëó÷åííîãî
â ïðèìåðå 49, ãäå øàðèêè â êîðîáêó íå âîçâðàùàëè. Ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå EX = 4 · 0,3 = 1,2 � òàêîå æå, íî äèñïåðñèÿ ïîëó÷èòñÿ â 1,5
ðàçà áîëüøå, ÷åì â ïðèìåðå 49: DX = 4 · 0,3 · 0,7 = 0,84.

Îäíàêî, åñëè áû â ïðèìåðå 49 áûëî 10 000 øàðèêîâ, èç êîòîðûõ 3 000
êðàñíûõ, òî ðàçíèöà áûëà áû íåçàìåòíà.

Ïðèìåð 52. Ñòðåëîê X ïîïàäàåò â ìèøåíü ñ âåðîÿòíîñòüþ p, ñòðåëîê
Y � ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − p. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî, ñäåëàâ ïî n
íåçàâèñèìûõ âûñòðåëîâ, X è Y ïîïàäóò îäèíàêîâîå ÷èñëî ðàç.

Îáîçíà÷èì ñîáûòèÿ
Ak � ½X ïîïàë ïðè k-ì âûñòðåëå�, k = 1, . . . , n,
An+k � ½Y ïðîìàõíóëñÿ ïðè k-ì âûñòðåëå�, k = 1, . . . , n.

ÑîáûòèÿA1,A2, . . . , A2n íåçàâèñèìû, êàæäîå èìååò âåðîÿòíîñòü p. Ðàâíîóñïåøíîñòü
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äâóõ ñòðåëêîâ ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî ïðîèçîéäåò ðîâíî ïîëîâèíà èç ñîáûòèé
A1, . . . , A2n, âåðîÿòíîñòü ÷åãî ïî ôîðìóëå Áåðíóëëè ðàâíà

Cn
2n p

n (1− p)n.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ðàíåå îáåùàííûå ïðèìåðû íà ôîðìóëó Áàéåñà,
èñïîëüçóþùèå ñõåìó Áåðíóëëè.

Ïðèìåð 53. Ïåòÿ ïîïàäàåò â ìèøåíü ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2, Âàñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ
1/3. Áðîñèëè æðåáèé, çàòåì îäèí èç íèõ

à) âûñòðåëèë 10 ðàç è ïîïàë 3 ðàçà;
á) âûñòðåëèë 20 ðàç è ïîïàë 6 ðàç.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñòðåëÿë Âàñÿ.

ÃèïîòåçûH1 � ½ñòðåëÿåò Ïåòÿ� èH2 � ½ñòðåëÿåò Âàñÿ� èìåþò âåðîÿòíîñòè
1/2 è îáðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó ñîáûòèé. Ïóñòü ñîáûòèåA� ½âûñòðåëèâøèé
10 ðàç ïîïàë 3 ðàçà�,B � ½âûñòðåëèâøèé 20 ðàç ïîïàë 6 ðàç�. Ïî ôîðìóëå
Áåðíóëëè ïîëó÷àåì â ñëó÷àå à)

P(A|H1) = C3
10

(
1/2

)3(
1/2

)7 ≈ 0,117,

P(A|H2) = C3
10

(
1/3

)3(
2/3

)7 ≈ 0,260,

è ôîðìóëà Áàéåñà äàåò

P(H2|A) =
P(H2)P(A|H2)

P(H1)P(A|H1) + P(H2)P(A|H2)
≈

≈ 1/2 · 0,260

1/2 · 0,117 + 1/2 · 0,260
≈ 69%.

Â ñëó÷àå á)

P(B|H1) = C6
20

(
1/2

)6(
1/2

)14 ≈ 0,037,

P(B|H2) = C6
20

(
1/3

)6(
2/3

)14 ≈ 0,182,

ïîëó÷àåì

P(H2|B) =
P(H2)P(B|H2)

P(H1)P(B|H1) + P(H2)P(B|H2)
≈

≈ 1/2 · 0,182

1/2 · 0,037 + 1/2 · 0,182
≈ 83%.

×åì áîëüøå ÷èñëî íåçàâèñèìûõ ýêñïåðèìåíòîâ, òåì ñ áîëüøåé âåðîÿòíîñòüþ
ìîæíî ñäåëàòü âåðíûé âûâîä.
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Ïðèìåð 54. Ñïóñêàåìûé àïïàðàò èìååò 4 ïàðàøþòà. Êàæäûé èç ïàðàøþòîâ
íå ðàñêðîåòñÿ (íåçàâèñèìî îò äðóãèõ) ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,1. Ïðè íåðàñêðûòèè
1 ïàðàøþòà àïïàðàò ðàçîáüåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,2; ïðè íåðàñêðûòèè 2
ïàðàøþòîâ � ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,5; ïðè íåðàñêðûòèè 3 èëè 4 ïàðàøþòîâ
� îáÿçàòåëüíî ðàçîáüåòñÿ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íå ðàñêðûëñÿ
ëèøü îäèí ïàðàøþò, åñëè àïïàðàò ðàçáèëñÿ.

Îáîçíà÷èì ñîáûòèÿ:Hk � ½íå ðàñêðîþòñÿ k ïàðàøþòîâ�,A� ½àïïàðàò
ðàçîáüåòñÿ�. Ñîáûòèÿ H0, . . . , H4 îáðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó ñîáûòèé. Ïî
ôîðìóëå Áåðíóëëè

P(Hk) = Ck
4 0,1k 0,94−k.

Èñõîäíûå äàííûå äëÿ ôîðìóëû Áàéåñà ñîáåðåì â òàáëèöó:

P(H0) = 0,6561 P(A|H0) = 0 P(AH0) = 0
P(H1) = 0,2916 P(A|H1) = 0,2 P(AH1) = 0,0583
P(H2) = 0,0486 P(A|H2) = 0,5 P(AH2) = 0,0243
P(H3) = 0,0036 P(A|H3) = 1 P(AH3) = 0,0036
P(H4) = 0,0001 P(A|H4) = 1 P(AH4) = 0,0001

Ñëîæèâ ÷èñëà â ïðàâîì ñòîëáöå, ïîëó÷àåì èòîãîâóþ âåðîÿòíîñòü ãèáåëè
àïïàðàòà P(A) = 0,0863. Ïî ôîðìóëå Áàéåñà ïîëó÷àåì îòâåò:

P(H1|A) =
P(AH1)

P(A)
≈ 67,6%.

3.6 Pàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà

Â 1837 ã. Ñ.Ä.Ïóàññîí îòêðûë ñåìåéñòâî äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ ðàñïðåäåëåíèé,
êîòîðîå íàçâàë çàêîíîì ðåäêèõ ñîáûòèé.

Îïðåäåëåíèå 13. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ 0, 1, 2, . . . ,
íàçûâàåòñÿ ïóàññîíîâñêîé ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì λ > 0, åñëè

P{ξ = n} =
λn

n!
e−λ, n = 0, 1, 2, . . .

Îáîçíà÷åíèå: ξ ∼ Π(λ) èëè L(ξ) = Π(λ).
Ïîêàæåì ãðàôèêè ðÿäà ðàñïðåäåëåíèÿ (ðèñ. 30, äëÿ íàãëÿäíîñòè òî÷êè

ñîåäèíåíû) äëÿ íåáîëüøèõ çíà÷åíèé λ:
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Ðèñ. 30

×òîáû ïîíÿòü, îòêóäà âîçíèêàåò ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà è ïî÷åìó
åãî ìîæíî íàçâàòü ½çàêîíîì ðåäêèõ ñîáûòèé�, âîçüìåì ñõåìó Áåðíóëëè ñ
áîëüøèì ÷èñëîì èñïûòàíèé n, íî íåáîëüøèì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì
λ = np ÷èñëà óñïåõîâ. Âû÷èñëåíèå ïî ôîðìóëå Áåðíóëëè (16) ïîòðåáóåò
èñïîëüçîâàíèÿ ÷èñåë ñî÷åòàíèÿ, áîëüøèõ ïî âåëè÷èíå. Ïîñìîòðèì, ê
÷åìó ñòðåìÿòñÿ âåðîÿòíîñòè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ÷èñëà óñïåõîâ ïðè ñòðåìëåíèè
n ê áåñêîíå÷íîñòè è ïîñòîÿííîì çíà÷åíèè λ (ò. å. ïðè p = λ/n):

P{ξ = k} = Ck
n p

k(1− p)n−k =

=
n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k!

(λ
n

)k (
1− λ

n

)n−k

=

=
nk

k!

(λ
n

)k (
1− λ

n

)n (
1− 1

n

)
. . .

(
1− k − 1

n

) (
1− λ

n

)−k

,

÷òî ïðè n→∞ ñòðåìèòñÿ ê
λk

k!
e−λ, òàê êàê

(
1−λ

n

)n

→ e−λ, à ïîñëåäíèå

k ñîìíîæèòåëåé ñòðåìÿòñÿ ê 1.

Ïðèìåð 55. Â ãîðîäå 100 000 àâòîìîáèëåé, è êàæäûé èç íèõ, íåçàâèñèìî
îò äðóãèõ, ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,01% ñòàíåò âèíîâíèêîì ÄÒÏ â òå÷åíèå
ñóòîê. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà ñóòêè ïðîèçîéäóò ðîâíî k àâàðèé?

Èìååì ñõåìó Áåðíóëëè ñ n = 105, p = 10−4. Ïîãðåøíîñòü ïóàññîíîâñêîãî
ïðèáëèæåíèÿ áóäåò íåçíà÷èòåëüíà. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà àâàðèé
λ = np = 10.

Îòâåò: P(k) = e−10 10k/k!

Âû÷èñëèì äèñïåðñèþ ïóàññîíîâñêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ñ ìàòåìàòè÷åñêèì
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îæèäàíèåì λ.

E ξ2 =
∞∑

k=0

λk

k!
e−λk2 =

∞∑
k=0

kλk

k!
e−λ +

∞∑
k=0

k(k − 1)λk

k!
e−λ =

= λ

∞∑
k=1

λk−1

(k − 1)!
e−λ + λ2

∞∑
k=2

λk−2

(k − 2)!
e−λ = λ+ λ2;

D ξ = λ+ λ2 − (E ξ)2 = λ.

Ìåäèàíà è ìîäà ïóàññîíîâñêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îòëè÷àþòñÿ îò åå
ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ìåíåå, ÷åì íà 1. Ïðè öåëîì λ ìîäà èìååò
äâà çíà÷åíèÿ λ − 1 è λ (ñì.ãðàôèê), ïðè äðîáíîì λ îíà ðàâíà öåëîé
÷àñòè λ.

Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ìîäåëèðóåò ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, ïðåäñòàâëÿþùóþ
ñîáîé ÷èñëî ñîáûòèé, ïðîèçîøåäøèõ çà ôèêñèðîâàííîå âðåìÿ, ïðè óñëîâèè,
÷òî äàííûå ñîáûòèÿ ïðîèñõîäÿò ñ íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé ñðåäíåé
èíòåíñèâíîñòüþ è íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Ýòî ñâÿçàíî ñî ñëåäóþùèì
ñâîéñòâîì ïóàññîíîâñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:

Òåîðåìà 4. Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξi ∼ Π(λi), i = 1, . . . , n, íåçàâèñèìû,
òî èõ ñóììà èìååò ðàñïðåäåëåíèå Π(λ1 + . . .+ λn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî n. Äëÿ øàãà èíäóêöèè íàì
äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé äâóõ ñëàãàåìûõ ξ ∼ Π(λ) è η ∼ Π(µ).
Îáîçíà÷èâ ν = λ+ µ, äëÿ èõ ñóììû ïîëó÷àåì

P{ξ + η = m} =
m∑

k=0

P{ξ = k}P{η = m− k} =

=
m∑

k=0

λk

k!
e−λ µm−k

(m− k)!
e−µ =

e−ν

m!

m∑
k=0

Ck
mλ

kµm−k =
e−ν

m!
νm,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ñëåäñòâèå 3.1. Åñëè ξ ∼ Π(λ) è η ∼ Π(µ) íåçàâèñèìû, òî

P{ξ = k|ξ + η = m} = Ck
m

( λ

λ+ µ

)k( µ

λ+ µ

)m−k

,

ò. å. óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå ξ ïðè ξ+η = m � áèíîìèàëüíîå Bi
(
m,

λ

λ+ µ

)
.
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Ïðèìåð 56. Â ïðîõîäå ñòîèò òóðíèêåò ñ äâóìÿ ëîïàñòÿìè. Êàæäóþ
ñåêóíäó ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/1000 ÷åðåç íåãî ïðîõîäèò îäèí ÷åëîâåê, íåçàâèñèìî
îò äðóãèõ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷åðåç ÷àñ òóðíèêåò áóäåò â èñõîäíîì
ïîëîæåíèè.

Íàì íóæíà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷èñëî X ëþäåé, ïðîøåäøèõ çà ÷àñ,
÷åòíî.

L(X) = Bi
(
3600,

1

1000

)
≈ Π(3,6).

P{X ÷åòíî} =
∞∑

k=0

P{X = 2k} = e−3,6
∞∑

k=0

3,62k

(2k)!
=

= e−3,6 ch 3,6 =
1 + e−7,2

2
≈ 0,5004.

Çàäà÷è ïî òåìå ãëàâû 3
3.1. Ïîäáðîñèëè ìîíåòû: äåñÿòü ïî 1 ðóáëþ, ïÿòü ïî 2, äâå ïî 5 è îäíó â 10 ðóáëåé.
Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ñóììû âûïàâøèõ ðåøåê.
3.2. Ñòðåëîê èìååò 6 ïóëü è ñòðåëÿåò äî äâóõ ïîïàäàíèé. Â êàæäîì âûñòðåëå âåðîÿòíîñòü
ïîïàäàíèÿ ðàâíà p. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ν � ÷èñëî ñäåëàííûõ âûñòðåëîâ. Íàéòè äëÿ
íåå ðÿä è ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, äèñïåðñèþ.
3.3. Èç êàðòî÷åê ñ íîìåðàìè 00, 01,�, 99 íàóäà÷ó áåðóò îäíó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ
ñóììó öèôð íà âûáðàííîé êàðòî÷êå. Íàéòè:

à) ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ,
á) åå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ.

3.4. Äàí ñêåëåò îêòàýäðà. Ïîêðàñèëè ñëó÷àéíî âûáðàííûåm ðåáåð. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå ÷èñëà ãðàíåé ñ ïîëíîñòüþ ïîêðàøåííûì êîíòóðîì. Óêàçàíèå: äëÿ êàæäîé
ãðàíè íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî åå êîíòóð ïîêðàøåí (ðèñ. 31).

Ðèñ. 31

3.5. Ïóñòü (a1, a2, . . . , a8)� ñëó÷àéíàÿ ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë îò 1 äî 8. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå

à) ÷èñëà òåõ k ∈ {1, . . . , 7}, ïðè êîòîðûõ |ak − ak+1| = 1;

á) ñóììû
7∑

k=1

|ak − ak+1|.
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3.6. Â 5 ÿ÷ååê ðàâíîâåðîÿòíî ïîïàäàþò 6 ðàçëè÷èìûõ ÷àñòèö.
à) Íàéòè ðÿä è ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, ðàâíîé ÷èñëó

ÿ÷ååê, â êîòîðûõ ëåæèò ïî îäíîé ÷àñòèöå;
á) äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ.

3.7. Â 5 ÿ÷ååê ðàâíîâåðîÿòíî ïîïàäàþò 6 íåðàçëè÷èìûõ ÷àñòèö.
à) Íàéòè ðÿä è ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, ðàâíîé ÷èñëó

ÿ÷ååê, â êîòîðûõ ëåæèò ïî äâå ÷àñòèöû;
á) äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ.

3.8. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò äî òîãî ìîìåíòà, êîãäà âî âòîðîé ðàç âûïàäåò ÷èñëî
î÷êîâ, ìåíüøåå 5. Äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû τ , ðàâíîé ÷èñëó áðîñêîâ èãðàëüíîé êîñòè,
ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, íàéòè ìîäó, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è
äèñïåðñèþ.

3.9. Èç 8 êëþ÷åé 2 ïîäõîäÿò ê äâåðè. Êëþ÷è ïîñëåäîâàòåëüíî âûáèðàþòñÿ áåç âîçâðàùåíèÿ
äî ïåðâîãî ïîäõîäÿùåãî. Íàéòè:

à) ðÿä è ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, ðàâíîé ÷èñëó âûáðàííûõ
êëþ÷åé äî íóæíîãî;

á) åå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ.

3.10. Â ìåøêå ëåæàëè 8 áåëûõ è 6 êðàñíûõ øàðîâ. Â òåìíîòå äâîå ïîäåëèëè øàðû
ïîðîâíó. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ó êîãî-íèáóäü îêàæåòñÿ áîëüøå êðàñíûõ øàðîâ,
÷åì áåëûõ.

3.11. Öèôðû 1, 2, 3, 4, 5, 6 ñëó÷àéíî ïåðåñòàâèëè. Ïóñòü X � ÷èñëî öèôð, îñòàâøèõñÿ
íà ñâîèõ ìåñòàõ. Äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûX ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ,
íàéòè ìîäó, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ.

3.12. Ñêîëüêî ðàç íàäî áðîñèòü êóá â ëóæó ëèïêîé êðàñêè, ÷òîáû ñ âåðîÿòíîñòüþ
áîëåå 90% îêðàñèëèñü íå ìåíåå òðåõ åãî ãðàíåé?

3.13. Êóá ñ 2 êðàñíûìè è 4 áåëûìè ãðàíÿìè ïîäáðîñèëè 10 ðàç. Êðàñíàÿ ãðàíü
âûïàëàX ðàç. Äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûX ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ,
íàéòè ìîäó, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ.

3.14. Âåðîÿòíîñòü ïðîðàñòàíèÿ ñåìÿí äàííîé ïàðòèè ïøåíèöû ðàâíà 0,95. Ñêîëüêî
ñåìÿí ñëåäóåò âçÿòü èç ýòîé ïàðòèè, ÷òîáû íàèâåðîÿòíåéøåå ÷èñëî âçîøåäøèõ ñåìÿí
ðàâíÿëîñü 100?

3.15. Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç 6 çàäà÷, ïðè÷åì äëÿ åå óñïåøíîãî ðåøåíèÿ
íåîáõîäèìî ðåøèòü 4 çàäà÷è. Åñëè â òå÷åíèå îòâåäåííîãî âðåìåíè ñòóäåíò áóäåò
ðåøàòü 4 çàäà÷è, òî âåðîÿòíîñòü ïðàâèëüíîãî ðåøåíèÿ êàæäîé èç íèõ ðàâíà 0,8.
Åñëè îí ïîïðîáóåò ðåøèòü 5 çàäà÷, òî âåðîÿòíîñòü ïðàâèëüíîãî ðåøåíèÿ êàæäîé
çàäà÷è ñíèçèòñÿ äî 0,7. Åñëè æå îí âîçüìåòñÿ çà ðåøåíèå âñåõ 6 çàäà÷, òî âåðîÿòíîñòü
ïðàâèëüíîãî ðåøåíèÿ êàæäîé áóäåò 0,6. Êàêîé òàêòèêè ñëåäóåò ïðèäåðæèâàòüñÿ
ñòóäåíòó äëÿ âûïîëíåíèÿ êîíòðîëüíîé?
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3.16. Ïðè íàäóâàíèè øàðèê ëîïíåò ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/3. Ñêîëüêî øàðèêîâ íàäî
êóïèòü, ÷òîáû ñ âåðîÿòíîñòüþ 99% íàäóòü õîòÿ áû òðè?

3.17. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èçäåëèå áðàêîâàíî, ðàâíà 0,002. Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî ïðè ïðîâåðêå 1000 èçäåëèé ÷èñëî áðàêîâàííûõ íå ïðåâûñèò 1%.

3.18. Íà òåððèòîðèþ 1 êì2 ðàâíîìåðíî âûïàëè 5 ìëí. äîæäåâûõ êàïåëü. Íàéòè
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â áàê äèàìåòðîì 1 ì óïàäóò íå ìåíåå 3 êàïåëü.

3.19. Ïóñòü 1500 ñèìâîëîâ ïåðåäàþòñÿ ïî êàíàëó ñâÿçè. Êàæäûé ñèìâîë èñêàæàåòñÿ
íåçàâèñèìî îò îñòàëüíûõ ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,001. ×åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
÷èñëî èñêàæåííûõ ñèìâîëîâ áóäåò îò 3 äî 5 ?

3.20. Íà òåëåôîííóþ ñòàíöèþ êàæäûé âûçîâ ïîñòóïàåò íåçàâèñèìî îñòàëüíûõ, â
ñðåäíåì ïîñòóïàåò 3 âûçîâà â ìèíóòó. Ñ÷èòàÿ, ÷òî ÷èñëîX âûçîâîâ â ìèíóòó ðàñïðåäåëåíî
ïî çàêîíó Ïóàññîíà, íàéòè:

à) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà ÷åòâåðòü ÷àñà ïðèäåò íå ìåíåå 70 âûçîâîâ;
á) çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà âûçîâîâ, ïîñòóïèâøèõ íà ñòàíöèþ çà 5 ìèíóò.

3.21. Èñïîëüçóÿ ïóàññîíîâñêîå ïðèáëèæåíèå, íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè ñëó÷àéíîé
ïåðåñòàíîâêå 100 êàðòî÷åê ðîâíî òðè îñòàíóòñÿ íà ñâîèõ ìåñòàõ.
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4 Íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

4.1 Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ è èõ ñâîéñòâà

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F ëþáîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(1) F íå óáûâàåò,
(2) lim

x→−∞
F (x) = 0,

(3) lim
x→+∞

F (x) = 1,

(4) F íåïðåðûâíà ñëåâà.
Âåðíî è îáðàòíîå: ôóíêöèÿ F , îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâàìè (1) � (4), ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâΩ = (0, 1),
ïóñòü âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà íåì � ìåðà Ëåáåãà. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ F
ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ íà [0, 1] è íå óáûâàåò, ìîæíî îïðåäåëèòü ½îáðàòíóþ
ôóíêöèþ, ïðîäîëæåííóþ ïî ìîíîòîííîñòè�:

ξ(ω) = sup{x : F (x) ≤ ω} = inf{x : F (x) > ω}, ω ∈ (0, 1).

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
ξ áóäåò ôóíêöèÿ F .

Ôóíêöèÿ F , çàäàííàÿ íà ïðîìåæóòêå I ⊂ R, íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî
íåïðåðûâíîé, åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f íà I, èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ëåáåãó,
òàêàÿ, ÷òî ïðè êàæäîì x ∈ I îíà âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

F (x) = c+

x∫
a

f(u)du,

ãäå a ∈ I � ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà, c = const.
Åñëè F àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà I, òî îíà íåïðåðûâíà è ïðè ïî÷òè

ëþáîì x ∈ I ñóùåñòâóåò F ′(x) = f(x).

Îïðåäåëåíèå 14. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé,
åñëè åå ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà. Ôóíêöèÿ fξ,
ÿâëÿþùàÿñÿ ïî÷òè âñþäó ïðîèçâîäíîé Fξ, íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ.
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Êàê âèäíî èç îïðåäåëåíèÿ, ïëîòíîñòü çàäàíà íå âïîëíå îäíîçíà÷íî:
åñëè ïîìåíÿòü åå çíà÷åíèå íà ìíîæåñòâå ìåðû Ëåáåãà 0, îíà îñòàíåòñÿ
ïëîòíîñòüþ òîãî æå ñàìîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ïðèìåð 57. Ïóñòü ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ðàâíà

F (x) =


0, x ≤ 0,√
x, 0 < x < 1,

1, x ≥ 1.

Äàííàÿ ôóíêöèÿ îáëàäàåò ñâîéñòâàìè (1) � (4), êðîìå òîãî, îíà àáñîëþòíî
íåïðåðûâíà. Åå ïðîèçâîäíîé ïî÷òè âñþäó, ò. å. ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ,
ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

f(x) =


1

2
√
x
, 0 < x < 1,

0, x /∈ [0, 1].

Çíà÷åíèÿ f(0) è f(1) çàäàâàòü íå îáÿçàòåëüíî, òàê êàê ïëîòíîñòü ìîæåò
áûòü íå îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå ëåáåãîâñêîé ìåðû 0. Ãðàôèêè ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ è ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîêàçàíû íà ðèñ. 32.

Ðèñ. 32

Ëåììà 4.1. Èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ëåáåãó ôóíêöèÿ f íà R ìîæåò áûòü
ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, åñëè è òîëüêî åñëè

(1) f(x) ≥ 0 ïðè ïî÷òè âñåõ x,

(2)

+∞∫
−∞

f(x)dx = 1.

Ýòî âûòåêàåò èç ñâîéñòâ (1) � (3) ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ãåîìåò-
ðè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïëîùàäü ïîä ãðàôèêîì ïëîòíîñòè ðàâíà 1.

64



4.2 ×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Îáùåå îïðåäåëåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ (10) � ÷åðåç èíòåãðàë
ïî âåðîÿòíîñòíîé ìåðå � â ñëó÷àå íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëó ïî ÷èñëîâîé îñè:

E ξ =

+∞∫
−∞

x fξ(x)dx. (17)

Ìîìåíòû.
Íàïîìíèì, ÷òî k-ì íà÷àëüíûì ìîìåíòîì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ íàçûâàåòñÿ
÷èñëîmk = E (ξk), à k-ì öåíòðàëüíûì ìîìåíòîì ÷èñëî µk = E (ξ−E ξ)k.

Â ñëó÷àå íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû èõ ìîæíî âû÷èñëèòü ïî
ôîðìóëàì, àíàëîãè÷íûì (17):

mk =

+∞∫
−∞

xkfξ(x)dx, µk =

+∞∫
−∞

(x− E ξ)kfξ(x)dx.

Äèñïåðñèþ (2-é öåíòðàëüíûé ìîìåíò) òàêæå ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå
D ξ = E (ξ2)− (E ξ)2.

Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé è äèñïåðñèé íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí îñòàþòñÿ â ñèëå òåîðåìû 2 è 3. Äîêàçàòü èõ ìîæíî, ïðèáëèæàÿ
íåïðåðûâíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ äèñêðåòíûìè ξn, íàïðèìåð, îêðóãëÿÿ
ξ äî n äåñÿòè÷íûõ çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé.

Ïðèìåð 58. Íàéäåì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξ èç ïðèìåðà 57.

E ξ =

+∞∫
−∞

x fξ(x)dx =

1∫
0

x
dx

2
√
x

=
1

2
· 2

3
x3/2

∣∣∣1
0

=
1

3
,

E (ξ2) =

1∫
0

x2 dx

2
√
x

=
1

2

1∫
0

x3/2 dx =
1

2
· 2

5
x5/2

∣∣∣1
0

=
1

5
,

D ξ = E (ξ2)− (E ξ)2 =
1

5
−

(1

3

)2
=

4

45
, σ =

√
4/45 ≈ 0,298.
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Êâàíòèëè.
Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íåïðåðûâíà, òî íåðàâåíñòâà â îïðåäåëåíèè
êâàíòèëè âñåãäà îáðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà:

P{ξ < cγ} = γ, P{ξ > cγ} = 1− γ.

Ãåîìåòðè÷åñêè ìîæíî íàõîäèòü êâàíòèëè íå òîëüêî ïî ãðàôèêó ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ, íî è ïî ãðàôèêó ïëîòíîñòè (ðèñ. 33). Âåðòèêàëüíàÿ ïîëóïðÿìàÿ,
âûõîäÿùàÿ èç òî÷êè cγ íà îñèOx, äåëèò ïëîùàäü ïîä ãðàôèêîì ïëîòíîñòè
òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïëîùàäü ñëåâà ðàâíà γ.

Ðèñ. 33

Ìîäû.
Äëÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ìîäà èìååò ñîâñåì èíîé ñìûñë,
÷åì äëÿ äèñêðåòíîé, ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî ÷èñëà x èìååì P{ξ = x} = 0.
Åñëè ñóùåñòâóåò êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ âåðñèÿ ïëîòíîñòè íåïðåðûâíîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, òî ìîäîé ñ÷èòàþò òî÷êó ìàêñèìóìà ýòîé ïëîòíîñòè.
Òàê, â ïðèìåðå 57 ìîäà ðàâíà 0 (òàì ïëîòíîñòü ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè).
Ìîäà ìîæåò ïðèíèìàòü êîíå÷íîå èëè áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé,
äàæå öåëûé îòðåçîê (íàïðèìåð, ó ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ).

Ïðèìåð 59. Íà ñôåðå ðàäèóñîì 1 ôèêñèðîâàíà òî÷êàA; òî÷êà P ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåíà íà ñôåðå (ðèñ. 34). Ïóñòü ξ = AP . Íàéòè ìåäèàíó, ìîäó,
íà÷àëüíûå ìoìåíòû è äèñïåðñèþ ξ.
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Ðèñ. 34

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â îòðåçêå [0, 2]. Ïóñòü
O(0, 0, 0)� öåíòð ñôåðû,A(1, 0, 0), P (x, y, z). Âû÷èñëèì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ
ξ. Ïðè 0 < t < 2

Fξ(t) = P{AP < t} =

= P
{

2 sin
∠AOP

2
< t

}
= P

{
∠AOP < 2 arcsin

t

2

}
=

= P
{
x > cos

(
2 arcsin

t

2

)}
= P

{
x > 1− 2

( t
2

)2}
=

=
1

4π
S
{
x2 + y2 + z2 = 1, x > 1− t2/2

}
=

=
1

4π
2π

1∫
1−t2/2

√
1− x2

√
1 +

( d

dx

√
1− x2

)2
dx =

1∫
1−t2/2

dx

2
=
t2

4
.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ìåäèàíà ðàâíà
√

2. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè
0 < t < 2 ðàâíà fξ(t) = F ′

ξ(t) = t/2. Ìîäà ðàâíà 2 (äèàìåòðó). Âû÷èñëèì
ìîìåíòû:

mk =

2∫
0

tkfξ(t)dt =

2∫
0

tk+1

2
dt =

tk+2

2(k + 2)

∣∣∣∣2
0

=
2k+1

k + 2
,

D ξ = m2 −m2
1 =

23

4
−

(22

3

)2
=

2

9
.

Çàìå÷àíèå 4.1. Ñóùåñòâóþò ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, íå ÿâëÿþùèåñÿ íè
äèñêðåòíûìè, íè íåïðåðûâíûìè. Íàïðèìåð:

à) Ïóñòü ξ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà [0, 2], ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ
âåëè÷èíó η = min{ξ, 1}. Âåëè÷èíó η ìîæíî íàçâàòü ñìåñüþ íåïðåðûâíîé
è äèñêðåòíîé âåëè÷èí, äëÿ âû÷èñëåíèÿ åå ìîìåíòîâ ïðèäåòñÿ ñëîæèòü
äèñêðåòíîå ñëàãàåìîå è èíòåãðàë.

á) Ïóñòü P{ξk = 0} = P{ξk = 1} = 1/2, âñå ξk íåçàâèñèìû. Ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà

ζ =
∞∑

k=1

2

3k
ξk
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ðàñïðåäåëåíà íà êàíòîðîâîì ìíîæåñòâå Ê, èìåþùåì ìîùíîñòü êîíòèíóóì,
íî ìåðó Ëåáåãà 0. Åå ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (½êàíòîðîâà ëåñòíèöà�) íå-
ïðåðûâíà, íî íå àáñîëþòíî íåïðåðûâíà � îíà âîçðàñòàåò, íåñìîòðÿ íà
òî, ÷òî ïî÷òè âñþäó (à èìåííî, âñþäó âíå Ê) èìååò ïðîèçâîäíóþ 0.

Ãðàôèêè ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ îïèñàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí η è
ζ ïîêàçàíû íà ðèñ. 35.

Ðèñ. 35

4.3 Çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå.
Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [a, b]
(ïèøóò ξ ∼ R[a, b] èëè L(ξ) = R[a, b]), åñëè åå ïëîòíîñòü ðàâíà

f(x) =

{
(b− a)−1, x ∈ (a, b),

0, x /∈ [a, b].

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ:

F (x) =


0, x ≤ a,

(x− a)/(b− a), x ∈ (a, b),
1, x ≥ b.

Ãðàôèêè F (x) è f(x) ïîêàçàíû íà ðèñ. 36.
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Ðèñ. 36

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè ξ1 ∼ R[0, 1], òî

ξ = (b− a)ξ1 + a ∼ R[a, b].

Ïîýòîìó, ÷òîáû âû÷èñëèòü ìîìåíòû è êâàíòèëè äëÿ ëþáîé ðàâíîìåðíîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, íàì äîñòàòî÷íî ñäåëàòü ýòî äëÿ ðàâíîìåðíîé íà
îòðåçêå [0, 1]:

E ξ1 =

∫ 1

0
x dx =

1

2
, D ξ1 =

∫ 1

0

(
x− 1

2

)2
dx =

1

12
, cγ = γ.

Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ξ ∼ R[a, b] ïîëó÷àåì

E ξ =
a+ b

2
, D ξ =

(b− a)2

12
, cγ = a+ γ(b− a).

Ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì
λ > 0 (îáîçíà÷åíèå: ξ ∼ Exp(λ)), åñëè åå ïëîòíîñòü ðàâíà

f(x) =

{
λe−λx, x > 0,

0, x < 0.

Åé ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

F (x) =

{
0, x ≤ 0,

1− e−λx, x > 0.

Ãðàôèêè ïîêàçàíû íà ðèñ. 37.

Ðèñ. 37

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè ξ1 ∼ Exp(1), òî ξ = λ−1ξ1 ∼ Exp(λ). Ïîýòîìó
âû÷èñëèì ìîìåíòû è êâàíòèëè äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
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ñ ïàðàìåòðîì 1. Ñèìâîëîì Γ îáîçíà÷èì ãàììà-ôóíêöèþ Ýéëåðà

Γ(a) =

+∞∫
0

xa−1e−xdx.

Èçâåñòíî, ÷òî Γ(n) = (n− 1)!

E ξ1 =

∞∫
0

x e−xdx = Γ(2) = 1,

D ξ1 = E (ξ2
1)− (E ξ1)

2 =

∞∫
0

x2e−xdx− 1 = Γ(3)− 1 = 1,

cγ = − ln(1− γ).

Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ξ ∼ Exp(λ) ïîëó÷àåì

E ξ = λ−1, D ξ = λ−2, cγ = −λ−1 ln(1− γ).

Â ÷àñòíîñòè, ìåäèàíà òàêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ðàâíà
ln 2

λ
, ò. å. ìåíüøå

ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ â 1,44 ðàçà. Åùå ñèëüíåå îò ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ îòëè÷àåòñÿ ìîäà � îíà ðàâíà 0.

Óíèêàëüíîå ñâîéñòâî ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ � ½îòñóòñòâèå
ïàìÿòè�: óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ−T ïðè óñëîâèè
ξ ≥ T ñîâïàäàåò ñ áåçóñëîâíûì ðàñïðåäåëåíèåì ξ. Äåéñòâèòåëüíî,

P{ξ − T < t|ξ ≥ T} =
P{T ≤ ξ < T + t}

P{ξ ≥ T}
=

=
e−λT − e−λ(T+t)

e−λT
= 1− e−λt.

Ïîýòîìó ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ìîæåò ìîäåëèðîâàòü ñðîê
ñëóæáû èçäåëèÿ äî ïåðâîé ïîëîìêè (åñëè íåò èçíîñà), èëè âðåìÿ äî
ïåðâîãî ïîÿâëåíèÿ êàêîãî-ëèáî ñîáûòèÿ, íå çàâèñÿùåãî îò ïðåäûäóùèõ
ñîáûòèé. Íàïðèìåð, ýòè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû îïèñûâàþò âðåìÿ æèçíè
íåñòàáèëüíîé ýëåìåíòàðíîé ÷àñòèöû èëè àòîìíîãî ÿäðà. Â ïîñëåäíåì
ñëó÷àå ìåäèàíó ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íàçûâàþò ïåðèîäîì ïîëóðàñïàäà:
äëÿ êàæäîãî àòîìà èç îáðàçöà èçîòîïà âåðîÿòíîñòü ðàñïàäà â òå÷åíèå
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ýòîãî âðåìåíè ðàâíà 1/2, è ïî çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë (ñì. ïàðàãðàô 6.3)
ðàñïàäåòñÿ ïðèìåðíî ïîëîâèíà âñåõ àòîìîâ.

Åùå îäíî èíòåðåñíîå ñâîéñòâî ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ: åñëè
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξi ∼ Exp(λi), i = 1, . . . , n, íåçàâèñèìû, òî èõ
ìèíèìóì èìååò ðàñïðåäåëåíèå Exp(λ1 + . . .+ +λn). Äåéñòâèòåëüíî, ïðè
x > 0

Fmin{ξ1,ξ2}(x) =

= 1−P{min{ξ1, ξ2} ≥ x} = 1−P{ξ1 ≥ x, ξ2 ≥ x} =

= 1−P{ξ1 ≥ x}P{ξ2 ≥ x} = 1− e−λ1xe−λ2x = 1− e−(λ1+λ2)x.

Ñëó÷àè n = 3, 4, . . . ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ðàñïðåäåëåíèå Êîøè.
Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà èìååò ðàñïðåäåëåíèå Êîøè ñ ïàðàìåòðàìè a è r >
0, åñëè åå ïëîòíîñòü è ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî,

f(x) =
r

π(r2 + (x− a)2)
; F (x) =

1

π
arctg

x− a

r
+

1

2
.

Êâàíòèëè ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû cp = a+r tg(πp−π/2), â ÷àñòíîñòè,
ìåäèàíà è êâàðòèëè ðàâíû

c1/2 = a, c1/4 = a− r, c3/4 = a+ r.

Òàêèì îáðàçîì, ïàðàìåòð a� ýòî ìåäèàíà, r � ïîëîâèíà èíòåðêâàðòèëüíîãî
ðàçìàõà. Ìîìåíòû äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Êîøè íå ñóùåñòâóþò, ïîñêîëüêó
èíòåãðàë

+∞∫
−∞

x f(x)dx

ðàñõîäèòñÿ. È íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñèììåòðè÷íà
îòíîñèòåëüíî òî÷êè a, íåëüçÿ óòâåðæäàòü, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
ðàâíî a� îíî íå ñóùåñòâóåò. Ïîýòîìó çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
Êîøè íå ðàáîòàåò.

Ïðèìåð 60. Íà ïëîñêîñòè Oxy çàôèêñèðóåì òî÷êó A(a, b), ãäå b 6= 0.
Ïóñòü ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåçA, è åå íàïðàâëåíèå ðàñïðåäåëåíî ðàâíîìåðíî.
Òîãäà ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ïðÿìàÿ ïåðåñå÷åò îñü Ox, è àáñöèññà òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ áóäåò èìåòü ðàñïðåäåëåíèå Êîøè ñ ïàðàìåòðàìè a è r = |b|.
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Îïðåäåëåíèå 15. Ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ íàçûâàþò ñèììåòðè÷íîé
îòíîñèòåëüíî ÷èñëà c, åñëè âåëè÷èíû ξ è 2c−ξ ðàñïðåäåëåíû îäèíàêîâî.

Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî âî âñåõ òî÷êàõ x íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ âûïîëíåíî

Fξ(2c−x) = 1− Fξ(x),

ò. å. ãðàôèê Fξ (çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê ðàçðûâà) öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷åí
îòíîñèòåëüíî òî÷êè (c, 1/2). Åñëè æå ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ íåïðåðûâíà,
òî ñèììåòðè÷íîñòü îòíîñèòåëüíî c ðàâíîñèëüíà òàêæå òîìó, ÷òî ïðè âñåõ
x âûïîëíåíî

fξ(2c− x) = fξ(x),

ò. å. ãðàôèê ïëîòíîñòè èìååò îñü ñèììåòðèè {x = c}. Ïðèìåð ãðàôèêîâ
Fξ è fξ(x) äëÿ ñèììåòðè÷íîé ξ ïîêàçàí íà ðèñ. 38.

Ðèñ. 38

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè ξ ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî c, òî åå ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå (åñëè îíî îïðåäåëåíî) è ìåäèàíà ðàâíû c, à âñå íå÷åòíûå
öåíòðàëüíûå ìîìåíòû, êîòîðûå ñóùåñòâóþò, ðàâíû 0. Ââåäåì áåçðàçìåðíóþ
âåëè÷èíó, õàðàêòåðèçóþùóþ àñèììåòðèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Îïðåäåëåíèå 16. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà èìååò 3-é öåíòðàëüíûé
ìîìåíò µ3 = E (ξ − E ξ)3. Òîãäà åå êîýôôèöèåíòîì àñèììåòðèè
íàçûâàåòñÿ ÷èñëî µ3/σ

3, ãäå σ =
√

D ξ.

Íåñòðîãî ãîâîðÿ, êîýôôèöèåíò àñèììåòðèè ïîëîæèòåëåí, åñëè ïðàâûé
õâîñò ðàñïðåäåëåíèÿ äëèííåå ëåâîãî, è îòðèöàòåëåí â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïðèìåð 61. Âû÷èñëèì êîýôôèöèåíò àñèììåòðèè ýêñïîíåíöèàëüíîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξ ∼ Exp(λ). ÈìååìE ξ = 1/λ, σ = 1/λ. Âû÷èñëèì µ3, ïðèìåíèâ
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çàìåíó y = λx.

E
(
ξ − 1

λ

)3
=

+∞∫
0

(
x− 1

λ

)3
λe−λxdx =

=
1

λ4

+∞∫
0

(y − 1)3λe−ydy =
1

λ3

+∞∫
0

(y3 − 3y2 + 3y − 1)3e−ydy =

=
Γ(4)− 3Γ(3) + 3Γ(2)− Γ(1)

λ3 =
6− 3 · 2 + 3− 1

λ3 =
2

λ3 .

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì µ3/σ
3 = 2.

Äëÿ ñèììåòðè÷íîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, èìåþùåé 3-é ìîìåíò (íàïðèìåð,
äëÿ ðàâíîìåðíîé, äèñêðåòíîé ðàâíîìåðíîé, áèíîìèàëüíîé ñ p = 1/2, èëè
íîðìàëüíîé) êîýôôèöèåíò àñèììåòðèè ðàâåí 0. Hî îáðàòíîå íåâåðíî.

Ïðèìåð 62. (íåñèììåòðè÷íàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ êîýôôèöèåíòîì
àñèììåòðèè 0). Ïóñòü ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ξ âûãëÿäèò òàê:

−2 1 3
0,4 0,5 0,1

Äëÿ íåå ïîëó÷àåì E ξ = 0,4(−2) + 0,5 · 1 + 0,1 · 3 = 0;

µ3 = E (ξ − 0)3 = 0,4(−8) + 0,5 · 1 + 0,1 · 27 = 0.

4.4 Íîðìàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 17. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò íîðìàëüíîå (ãàóññîâñêîå)
ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè a è σ2, σ > 0 (ïèøóò ξ ∼ N (a, σ2) ), åñëè
åå ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâía

f(x) =
1

σ
√

2π
e−(x−a)2/2σ2

.

Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íàçûâàþò ñòàíäàðòíûì ïðè a = 0, σ = 1,
ñîîòâåòñòâåííî, åãî ïëîòíîñòü

f1(x) =
1√
2π
e−x2/2.
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Ðèñ. 39

Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ξ ∼ N (a, σ2) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ

E ξ = a, D ξ = σ2. (18)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ1 èìååò ñòàíäàðòíîå
íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (ξ1 ∼ N (0, 1)), òî âåëè÷èíà ξ = a+ σξ1 áóäåò
èìåòü ðàñïðåäåëåíèå N (a, σ2) (ðèñ. 39). Ïîýòîìó, â ñèëó òåîðåì 2 è 3,
äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü (18) äëÿ ñëó÷àÿ a = 0, σ = 1.

E ξ1 =
1√
2π

+∞∫
−∞

x e−x2/2dx = 0

(èíòåãðàë íå÷åòíîé ôóíêöèè);

D ξ1 =
1√
2π

+∞∫
−∞

x2e−x2/2dx = − 1√
2π

+∞∫
−∞

x d(e−x2/2) =

= − 1√
2π
xe−x2/2

∣∣∣+∞
−∞

+
1√
2π

+∞∫
−∞

e−x2/2dx = 0 + 1.

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ N (0, 1) (ñì. ãðàôèê íà ðèñ. 40) èìååò
ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèåΦ(x), îíà âûðàæàåòñÿ íåáåðóùèìñÿ èíòåãðàëîì

Φ(x) =
1√
2π

x∫
−∞

e−u2/2du =
1

2
+

1√
2π

x∫
0

e−u2/2du,

êîòîðûé ìîæíî ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ âû÷èñëèòü ÷åðåç ðÿä

Φ(x) =
1

2
+

1√
2π

∞∑
n=0

(−1)n

2nn!(2n+ 1)
x2n+1.
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Ðèñ. 40

Êâàíòèëè ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îáîçíà÷àþòñÿ uγ,
ò. å. uγ = Φ−1(γ). Èç ÷åòíîñòè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ î÷åâèäíî, ÷òî
u1−γ = −uγ, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî çíàòü çíà÷åíèÿ uγ ïðè γ > 1/2. Âûïèøåì
íåêîòîðûå èç íèõ:

u0,75 =−u0,25 ≈ 0,67
u0,9 =−u0,1 ≈ 1,28
u0,95 =−u0,05 ≈ 1,64
u0,99 =−u0,01 ≈ 2,33
u0,999 =−u0,001≈ 3,09

Åñëè ξ ∼ N (a, σ2), òî èç ñîîòíîøåíèÿ ξ = a+ σξ1 ïîëó÷àåì

Fξ(x) = Φ
(x− a

σ

)
,

P{b < ξ < c} = Fξ(c)− Fξ(b) = Φ
(c− a

σ

)
− Φ

(b− a

σ

)
.

Êâàíòèëè ïðîèçâîëüíîé íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ∼∼ N (a, σ2)
íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëå

cγ = a+ σ uγ.

Ïðèìåð 63. B èþíå â Ìîñêâå ñðåäíåñóòî÷íàÿ òåìïåðàòóðà èìååò íîðìàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì a = +18oC è ñðåäíåêâàäðàòè÷íûì
îòêëîíåíèåì σ = 3o.

1)Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ ñðåäíåñóòî÷íàÿ òåìïåðàòóðà 9 èþíÿ áóäåò îò
+15o äî +24o ?

2) Â êàêîé èíòåðâàë ñðåäíåñóòî÷íàÿ òåìïåðàòóðà ïîïàäåò ñ âåðîÿòíîñòüþ
90%?
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Äëÿ ξ ∼ N (18, 32) ïîëó÷àåì

P{15 < ξ < 24} = Φ
(24− 18

3

)
− Φ

(15− 18

3

)
=

= Φ(2)− Φ(−1) ≈ 0,98− 0,16 = 0,82;

íàèìåíåå øèðîêèé èíòåðâàë ñ 90% âåðîÿòíîñòüþ ïîïàäàíèÿ � èíòåðâàë
ìåæäó 5-é è 95-é ïðîöåíòèëÿìè

c0,05 = 18 + 3u0,05 = 18− 3 · 1,64 ≈ 13,

c0,95 = 18 + 3u0,95 = 18 + 3 · 1,64 ≈ 23,

òàê ÷òî P{13 < ξ < 23} ≈ 0,9.

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ðàñïðåäåëåíèÿìè, áëèçêèìè ê íîðìàëüíûì,
øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíû â ïðèðîäå è ÷àñòî ïîÿâëÿþòñÿ â çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé
ñòàòèñòèêè. Ïðè÷èíà â òîì, ÷òî ïðè ñóììèðîâàíèè áîëüøîãî ÷èñëà íåçàâèñèìûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ íåáîëüøèìè äèñïåðñèÿìè ïîëó÷àþòñÿ ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû, áëèçêèå ê íîðìàëüíûì: ýòî âûòåêàåò èç öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé
òåîðåìû (ñì. ïàðàãðàô 6.4).

Òåîðåìà 5. Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η íåçàâèñèìû, ξ ∼ ∼ N (a, σ2
1),

η ∼ N (b, σ2
2), òî ξ + η ∼ N (a+ b, σ2

1 + σ2
2).

Ýòà òåîðåìà áóäåò äîêàçàíà â ïàðàãðàôå 4.6.

4.5 Ôóíêöèè îò îäíîìåðíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ìû óæå ïîëüçîâàëèñü
â ïàðàãðàôe 4.3. Ïîäûòîæèì ñâîéñòâà ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé â ñëåäóþùåé
òåîðåìå.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà; η = kξ + b, ãäå k 6= 0,
b ∈ R. Òîãäà:

1. â òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè Fη(x) = Fξ

(x− b

k

)
(åñëè k > 0) èëè

Fη(x) = 1− Fξ

(x− b

k

)
(åñëè k < 0);

2. åñëè cα � êâàíòèëü óðîâíÿ α äëÿ ξ, òî kcα +b � êâàíòèëü óðîâíÿ
α (åñëè k > 0) èëè óðîâíÿ 1− α (åñëè k < 0) äëÿ η;

3. åñëè ∃ µn = E (ξ − E ξ)n, òî E (η − E η)n = knµn;
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4. åñëè ξ íåïðåðûâíà, òî

fη(x) =
1

|k|
fξ

(x− b

k

)
.

Ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Fη ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôèêà Fξ ðàñòÿæåíèåì
ïî ãîðèçîíòàëè â k ðàç è ñäâèãîì âïðàâî íà b (ñì. ðèñ. 41). Åñëè k < 0,
òî ãðàôèê íóæíî åùå çåðêàëüíî îòðàçèòü îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y =
1/2, ñ òî÷íîñòüþ äî òî÷åê ðàçðûâà. Ãðàôèê ïëîòíîñòè ïðåîáðàçóåòñÿ â
ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè òî÷íî òàê æå, ïðè ýòîì ñæèìàåòñÿ â |k| ðàç
ïî âåðòèêàëè, òàê ÷òî ïëîùàäü ïîä íèì íå ìåíÿåòñÿ (îíà âñåãäà ðàâíà
1).

Ðèñ. 41

Èç òåîðåìû 6 âûòåêàåò, ÷òî ïðè ëèíåéíîì ïðåîáðàçîâàíèè ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû êîýôôèöèåíò àñèììåòðèè íå ìåíÿåòñÿ (ïðè k > 0) èëè òîëüêî
ìåíÿåò çíàê (ïðè k < 0).

Îáîáùèì òåîðåìó 6 äëÿ íåëèíåéíûõ ìîíîòîííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà; ïóñòü η = g(ξ), ãäå g �
ñòðîãî ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà:

1. â òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè Fη(x) = Fξ

(
g−1(x)

)
(åñëè g âîçðàñòàåò)

èëè Fη(x) = 1− Fξ

(
g−1(x)

)
(åñëè g óáûâàåò);

2. åñëè cα � êâàíòèëü óðîâíÿ α äëÿ ξ, òî g(cα) � êâàíòèëü óðîâíÿ
α (åñëè g âîçðàñòàåò) èëè óðîâíÿ 1− α (åñëè g óáûâàåò) äëÿ η;

3. åñëè ξ íåïðåðûâíà è g äèôôåðåíöèðóåìà, òî

fη(x) =
1∣∣g′(g−1(x)

)∣∣fξ

(
g−1(x)

)
.

Ïðèìåð 64. Âåäðî â ôîðìå êîíóñà ñ óãëîì ïîëóðàñòâîðà 30o óñòàíîâëåíî
âåðøèíîé âíèç. Îáúåì V äîæäåâîé âîäû, êîòîðàÿ íàáåðåòñÿ â íåãî çà
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äåíü, èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì
0,013 ì3. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ãëóáèíû âîäû â âåäðå è åå ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà h ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Îáúåì
êîíóñà âûñîòû h ñ óãëîì ïîëóðàñòâîðà 30o ðàâåí

V =
h

3
π
(
h tg 30o

)2
=
π

9
h3.

Ñëåäîâàòåëüíî,

h = 3
√

9V/π ≈ 1

3
3
√
V/0,013.

Ïîñêîëüêó V ∼ Exp
( 1

0,013

)
, íàì óäîáíåå ðàññìîòðåòü âåëè÷èíó v =

V/0,013 ∼ Exp(1), òîãäà h = g(v) = 1
3

3
√
v. Ïðè x > 0 ïîëó÷àåì

Fh(x) = Fv(27x3) = 1− e−27x3

,

fh(x) =
1

g′(27x3)
fv(27x3) =

e−27x3

1
9(27x3)−2/3

= 81x2e−27x3

.

Ñëåäîâàòåëüíî,

Eh =

+∞∫
0

81x2e−27x3

x dx =

+∞∫
0

e−u 1

3
3
√
u du =

1

3
Γ
(4

3

)
≈ 0,30 ì.

Åñëè ôóíêöèÿ g íå ìîíîòîííà, òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
âåëè÷èíû η = g(ξ) íåò óíèâåðñàëüíîé ôîðìóëû. Êàêèå ñëîæíîñòè âîçíèêàþò,
óâèäèì íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå.

Ïðèìåð 65. Ïóñòü ψ ∼ R[−1; 2]. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
h = ψ2.

Âåëè÷èíà h ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç îòðåçêà [0; 4]. Íàéäåì Fh(x) =
P{h < x} ïðè 0 < x < 4.

P{h < x} = P{|ψ| <
√
x} =

=

{
P{−

√
x < ψ <

√
x} = 2

√
x/3 ïðè 0 < x ≤ 1,

P{−1 < ψ <
√
x} = (1 +

√
x)/3 ïðè 1 < x < 4.

78



Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

fh(x) = F ′
h(x) =


1/3

√
x ïðè 0 < x < 1,

1/6
√
x ïðè 1 < x < 4,

0 ïðè x /∈ [0, 4].

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìîìåíòîâ η = g(ξ) íåò òàêèõ æå ïðîñòûõ ôîðìóë,
êàê â ñëó÷àå ëèíåéíîé g. Íî ìîìåíòû ìîæíî âû÷èñëÿòü è áåç íàõîæäåíèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû η � ýòî áûâàåò îñîáåííî óäîáíî, êîãäà g íå
ìîíîòîííà. Îáùàÿ ôîðìóëà òàêîâà:

E gn(ξ) =
∑

i

gn(xi)P{ξ = xi} äëÿ äèñêðåòíîé ξ,

E gn(ξ) =

∫
R

gn(x) fξ(x)dx äëÿ íåïðåðûâíîé ξ.

Â ïðèìåðå 64 ìîæíî âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå òàê:

Eh =

+∞∫
0

fv(x)g(x)dx =

+∞∫
0

e−x 1

3
3
√
x dx =

1

3
Γ
(4

3

)
≈ 0,30.

Â ïðèìåðå æå 65 òàêîé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ
ñóùåñòâåííî ëåã÷å, ÷åì èñïîëüçîâàíèå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ:

Eh =

2∫
−1

1

3
x2dx =

1

9
x3

∣∣∣2
−1

= 1.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí âûïóêëûìè
ôóíêöèÿìè.

Îïðåäåëåíèå 18. Ôóíêöèÿ f , îïðåäåëåííàÿ íà ïðîìåæóòêå D ⊂ R,
íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé âíèç, åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ D, x 6= y, âûïîëíåíî

∀c ∈ (0, 1) f
(
cx+ (1− c)y

)
≤ cf(x) + (1− c)f(y). (19)

Åñëè íåðàâåíñòâî (19) âñåãäà áóäåò ñòðîãèì, òî f íàçûâàåòñÿ ñòðîãî
âûïóêëîé âíèç. Åñëè çíàê íåðàâåíñòâà (19) îáðàòíûé, òî f íàçûâàåòñÿ
âûïóêëîé ââåðõ.
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Åñëè ôóíêöèÿ (ñòðîãî) âûïóêëà âíèç, òî ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó P åå
ãðàôèêà ìîæíî ïðîâåñòè òàêóþ ïðÿìóþ `P , ÷òî âñå îñòàëüíûå òî÷êè
ãðàôèêà áóäóò ëåæàòü (ñòðîãî) âûøå `P . Ðàçóìååòñÿ, åñëè ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà
â xP , òî ïðÿìàÿ `P áóäåò åäèíñòâåííîé � ýòî êàñàòåëüíàÿ.

Äëÿ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè õîðîøî èçâåñòíî äîñòàòî÷íîå
óñëîâèå âûïóêëîñòè: åñëè íà âñåì D âûïîëíåíî f ′′ ≥ 0 (èëè f ′′ > 0), òî
f âûïóêëà âíèç (ñîîòâåòñòâåííî, ñòðîãî âûïóêëà âíèç).

Òåîðåìà 8. (Håðàâåíñòâî Éåíñåíà). Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ïðèíèìàåò
çíà÷åíèÿ íà ïðîìåæóòêå D ⊂ R, à ôóíêöèÿ f âûïóêëà âíèç íà D, òî

E f(ξ) ≥ f(E ξ). (20)

Åñëè f ñòðîãî âûïóêëà íà D, òî íåðàâåíñòâî ñòðîãîå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a = E ξ. Â ñèëó âûïóêëîñòè ñóùåñòâóåò òàêîå
k, ÷òî f(x) ≥ f(a) + k(x− a) ïðè âñåõ x ∈ D. Ïîýòîìó

E f(ξ) ≥ E
(
f(a) + k(ξ − a)

)
= f(a) + k(E ξ − a) = f(a).

Äëÿ ñòðîãî âûïóêëîé f èìååì f(x) > f(a) + k(x − a) ïðè x 6= a, è
íåðàâåíñòâî (20) áóäåò ñòðîãèì, òàê êàê P{ξ = a} < 1.

Âûïèøåì íåñêîëüêî ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ íåðàâåíñòâà Éåíñåíà:

E |ξ| ≥ |Eξ|,
E ξn > (E ξ)n ïðè ÷åòíûõ n ∈ N,
E eξ > eE ξ,

êðîìå òîãî, äëÿ ïîëîæèòåëüíîé ξ âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

E ξp > (E ξ)p ïðè p < 0 è p > 1,

E ξp < (E ξ)p ïðè 0 < p < 1 (ôóíêöèÿ xp âûïóêëà ââåðõ),

E ln ξ < lnE ξ (ôóíêöèÿ ln âûïóêëà ââåðõ).

4.6 Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè

Äî ñèõ ïîð ìû èñïîëüçîâàëè äâà ñïîñîáà çàäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû:
1) Ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ (äëÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû) èëè ïëîòíîñòü

ðàñïðåäåëåíèÿ (äëÿ íåïðåðûâíîé).
2) Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (âî âñåõ ñëó÷àÿõ).

Îäíàêî, åñòü è áîëåå õèòðûé ñïîñîá çàäàíèÿ ïðîèçâîëüíîé ñëó÷àéíîé
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âåëè÷èíû. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè ìîãóò áûòü óäîáíåå â òåõ ñëó÷àÿõ,
êîãäà, íàïðèìåð, ïëîòíîñòü èëè ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èìåþò î÷åíü
ñëîæíûé âèä. Òàêæå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ óäîáíûì
èíñòðóìåíòîì äëÿ èçó÷åíèÿ ñëàáîé ñõîäèìîñòè (ñì. ïàðàãðàô 6.2).

Îïðåäåëåíèå 19. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
ξ çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

ϕξ(t) = E eitξ.

Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà äèñêðåòíà, P{ξ = xk} = pk ïðè k = 1, 2, . . .,
òî

ϕξ(t) =
∑

k

pke
itxk.

Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íåïðåðûâíà, f(x) � ee ïëîòíîñòü, òî

ϕξ(t) =

+∞∫
−∞

f(x)eitxdx.

Ñâîéñòâà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé
1.Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ðàñïðåäåëåíèå

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.
2. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà: |ϕξ(t)| ≤ 1.
3. ϕξ(0) = 1.
4. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ âñþäó íåïðåðûâíà.
5. Ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü: åñëè t1 < . . . < tn; z1, . . . , zn ∈ C,

òî
n∑

j=1

n∑
k=1

zjzkϕξ(tj − tk) ≥ 0.

6. Åñëè k è b � êîíñòàíòû, òî

ϕkξ(t) = ϕξ(kt), ϕξ+b(t) = eibtϕξ(t). (21)

7.Ïðè ñëîæåíèè íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå
ôóíêöèè ïåðåìíîæàþòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ξ è η � íåçàâèñèìûå
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Òîãäà

ϕξ+η(t) = E eit(ξ+η) = E (eitξ eitη) = E eitξ E eitη,

ïîñêîëüêó ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû eitξ è eitη òàêæå íåçàâèñèìû.
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8. Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà èìååò k-é íà÷àëüíûé ìîìåíòmk = E (ξk),
òî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èìååò íåïðåðûâíóþ k-þ ïðîèçâîäíóþ,
ïðè÷åì

dk

dtk
ϕξ(0) = ikmk.

Âûïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè ñàìûõ èçâåñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé
(äèñêðåòíûõ, çàòåì íåïðåðûâíûõ).

ðàñïðåäåëåíèå pk ϕξ(t)

Ãåîìåòðè÷åñêîå p(1− p)k−1 peit

1− (1− p)eit

Áèíîìèàëüíîå Bi(n; p) Ck
np

k(1− p)n−k (1− p+ peit)n

Ïóàññîíîâñêîå Π(λ)
e−λλk

k!
exp

(
λ(eit − 1)

)
ðàñïðåäåëåíèå f(x) ϕξ(t)

Ðàâíîì. R[a, b] (b− a)−11[a,b]
eibt − eiat

it(b− a)

Ýêñïîí. Exp(λ) λe−λx1{x>0}
λ

λ− it

Íîðì. N (a, σ2)
1

σ
√

2π
exp

{
−(x− a)2

2σ2

}
exp

(
iat− σ2t2

2

)
Êîøè

(
π(1 + x2)

)−1
e−|t|

Ïðèìåð 66. Ïóñòü ξ1, ξ2, ξ3, ξ4 � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåííûå íà [0, 1]. Íàéòè ïåðâûå òðè íà÷àëüíûõ ìîìåíòà äëÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Z = ξ1 + ξ2 + ξ3 + ξ4.

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ Z ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå ñâåðòêè
(ñì. ïàðàãðàô 5.8), íî ýòî âåñüìà òðóäîåìêî, è ïîëó÷àòñÿ 4 ðàçíûõ ìíîãî÷ëåíà
íà îòðåçêàõ [0, 1], [1, 2], [2, 3], [3, 4]. Çàäà÷ó ïðîùå ðåøèòü ïðè ïîìîùè
õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

f(t) = ϕξi
(t) =

1∫
0

1 · eitxdx =
eit − 1

it
=

=
∞∑

n=1

(it)n−1

n!
= 1 +

it

2
− t2

6
− it3

24
+ . . .
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Ïî ñâîéñòâó 7 ïîëó÷àåì ϕZ(t) = f 4(t). Âû÷èñëèì íà÷àëüíûå ìîìåíòû:

m1 = EZ = i−1 d

dt
ϕZ(0) = (−i) 4f 3(0)f ′(0) = (−i) 4(i/2) = 2,

m2 = i−2 d
2

dt2
ϕZ(0) = −

(
4f 3(0)f ′′(0) + 12f 2(0)(f ′(0))2) =

= −
(
4 · −1

3
+ 12 ·

( i
2

)2)
= −

(
−4

3
− 3

)
=

13

3

(ïîïóòíî íàõîäèì DZ = m2 −m2
1 = 1/3),

m3 = i−3 d
3

dt3
ϕZ(0) =

= i
(
4f 3(0)f ′′′(0) + 36f 2(0)f ′(0)f ′′(0) + 24f(0)(f ′(0))3) =

= i
(
4 · −i

4
+ 36 · i

2
· −1

3
+ 24

( i
2

)3)
= i(−i− 6i− 3i) = 10.

Ïðè ïîìîùè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà
5 î òîì, ÷òî ñóììà íåçàâèñèìûõ íîðìàëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí òàêæå
íîðìàëüíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷òåì èç ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η èõ ìàòåìàòè-
÷åñêèå îæèäàíèÿ. Òåïåðü äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé ξ ∼ N (0, σ2

1) è
η ∼ N (0, σ2

2). Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè

ϕξ(t) = exp
(
−σ

2
1t

2

2

)
, ϕη(t) = exp

(
−σ

2
2t

2

2

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

ϕξ+η(t) = ϕξ(t)ϕη(t) = exp
(
−(σ2

1 + σ2
2)t

2

2

)
.

Â ñèëó òîãî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
åå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé, îòñþäà âèäíî, ÷òî

L(ξ + η) = N (0, σ2
1 + σ2

2).

Òåîðåìà 9. (Áîõíåð�Õèí÷èí). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ ϕ : R 7→
C áûëà õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà îáëàäàëà ñâîéñòâàìè 2, 3, 4, 5.
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Ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ìîæíî âîññòàíîâèòü ïî õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè
ïðè ïîìîùè îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Ïóñòü äàíà ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà ξ, õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ êîòîðîé ðàâíà ϕξ(t). Òîãäà:

1) Eñëè ξ äèñêðåòíà è ïðèíèìàåò öåëûå çíà÷åíèÿ, òî

P{ξ = n} =
1

2π

π∫
−π

e−itnϕξ(t)dt.

2) Eñëè ξ íåïðåðûâíà, òî åe ïëîòíîñòü âû÷èñëÿåòñÿ òàê:

f(x) =
1

2π
lim

T→∞

T∫
−T

e−itxϕξ(t)dt.

Çàäà÷è ïî òåìå ãëàâû 4

4.1. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ðàâíà

fξ(x) =

{
a/
√

1− x2, |x| < 1,
0, |x| > 1.

×åìó ðàâíî a ? Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ è äèñïåðñèþ ξ.

4.2. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ fξ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ çàäàíà ãðàôèêîì íà ðèñ. 42.

Ðèñ. 42
Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ è âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
ξ.

4.3. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ðàâíà

Fξ(x) =


0 ïðè x ≤ 0,

0,5x2 ïðè 0 ≤ x ≤ 1,
x− 0,5 ïðè 1 ≤ x ≤ 1,5,

1 ïðè x ≥ 1,5.

Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ fξ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ξ.
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4.4. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ çàäàíà ãðàôèêîì íà ðèñ. 43.

Ðèñ. 43
Ïîñòðîèòü ãðàôèê ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ fξ è âû÷èñëèòü äëÿ ξ ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå è äèñïåðñèþ.

4.5. Äàíà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ íà [0; 2]. Ïóñòü

ξ =

{
X, åñëè âûïàë îðåë,
2X, åñëè âûïàëà ðåøêà,

ïðè÷åì ïîâåäåíèå ìîíåòû íå çàâèñèò îò X. Äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ïîñòðîèòü
ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå è ìåäèàíó.

4.6. Ïóñòü òî÷êà P ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà âíóòðè ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà. Äëÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, ðàâíîé ðàññòîÿíèþ îò P äî ãðàíèöû n-óãîëüíèêà, íàéòè
êîýôôèöèåíò àñèììåòðèè.

4.7. Íàéòè äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ fξ(x) =
1

2
e−|x|.

4.8. Äàíû íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X,Y, Z, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå
íà [0; 1]. Äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

ξ = min{X, Y, Z}
ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå, äèñïåðñèþ è ìåäèàíó.

4.9. Ïóñòü ξ, η, ζ � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì
ñ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèåì 1. Äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Z = max{ξ, η, ζ} ïîñòðîèòü
ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå, äèñïåðñèþ è ìîäó.

4.10. Ïóñòü ξ è η � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì,
E ξ = t, E η = T > t. Íàéòè âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ {ξ > η}.

4.11. Äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ∼ N (m,σ2) íàéòè öåíòðàëüíûé ìîìåíò µ4.
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4.12. Äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ∼ N (m,σ2) äîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì k ≥ 1

P{ξ > m+ kσ} = P{ξ < m− kσ} < 1

k
√

2π
e−k2/2.

4.13. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðîñò áàñêåòáîëèñòîâ ðàñïðåäåëåí ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó
ñî ñðåäíèì 2 ì è ñðåäíåêâàäðàòè÷íûì îòêëîíåíèåì 0,1 ì.

à) Êàêîé âûñîòû h äîëæíà áûòü äâåðü, ÷òîáû ÷åðåç íåå ïðîøëè, íå íàãèáàÿñü,
90% áàñêåòáîëèñòîâ ?

á) Íàéòè ñðåäíèé ðîñò òåõ 10%, êîòîðûå ÷åðåç ýòó äâåðü íå ïðîéäóò, ò. å. E (ξ|ξ >
h).

4.14. Ïóñòü ξ ∼ N (0, σ2). Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è ìåäèàíó ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû |ξ|.

4.15. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ðàñïðåäåëåíèå Exp(1). Ïðè êàêîì çíà÷åíèè
êîíñòàíòû c âåëè÷èíà η = ecξ áóäåò ðàñïðåäåëeíà ðàâíîìåðíî?

4.16. Cëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåía íà [0; 1]; ïóñòü ξ = lnX. Äëÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, íàéòè ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, äèñïåðñèþ è ìåäèàíó.

4.17. Äàíà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ∼ R[−1, 2]. Íàéòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è ïëîòíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí

à) ζ = 2ξ + 3, á) η = 2ξ, â) θ = |ξ|.

4.18. Âû÷èñëèòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïåðå÷èñëåííûõ
â òàáëèöå â ïàðàãðàôå 4.6.

4.19. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíûX, Y, Z � íåçàâèñèìûå, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå
íà [0; 1]. Âû÷èñëèòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ =
X + 2Y + 3Z.
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5 Ñëó÷àéíûå âåêòîðû

5.1 Äâóìåðíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

Íà ïðàêòèêå ÷àñòî âîçíèêàþò ñèòóàöèè, êîãäà â ýêñïåðèìåíòå îäíîâðåìåííî
íàáëþäàþòñÿ íåñêîëüêî ïàðàìåòðîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíîé. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î ñèñòåìå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, êîòîðóþ
ïðèíÿòî íàçûâàòü ñëó÷àéíûì âåêòîðîì, èëè ìíîãîìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé.

Â ýòîé ãëàâå äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé ìû áóäåì ãîâîðèòü òîëüêî î
äâóìåðíûõ ñëó÷àéíûõ âåêòîðàõ. Äâóìåðíûì ñëó÷àéíûì âåêòîðîì
íàçûâàåòñÿ äâóìåðíàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ ξ = (ξ1, ξ2)

T , çàäàííàÿ
íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F ,P), êàæäàÿ êîìïîíåíòà êîòîðîé
F -èçìåðèìà.

Îïðåäåëåíèå 20. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ

ðàâíà Fξ(x, y) = F(ξ1,ξ2)(x, y) = P{ξ1 < x, ξ2 < y}.

Òî åñòü çíà÷åíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â òî÷êå (x, y) ðàâíî âåðîÿòíîñòè
ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (ξ1, ξ2) â îáëàñòü (−∞, x)×
(−∞, y), ñì. ðèñ. 44.

Ðèñ. 44

Ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ1
(x) è Fξ2

(y) ïåðâîé è âòîðîé êîìïîíåíò ξ1
è ξ2 ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ íàçûâàþòñÿ ìàðãèíàëüíûìè ôóíêöèÿìè
ðàñïðåäåëåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå

Fξ(x, y) 6= Fξ1
(x)Fξ2

(y).

Òåîðåìà 10. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ(x, y) ñëó÷àéíîãî âåêòîðà îáëàäàåò
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. Fξ(−∞,−∞) = Fξ(−∞, y) = Fξ(x,−∞) = 0;
2. Fξ(+∞,+∞) = 1;
3. Fξ(x,+∞) = Fξ1

(x), Fξ(+∞, y) = Fξ2
(y);

4. Fξ(x, y) � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ ïî x è ïî y;
5. Fξ(x, y) íåïðåðûâíà ñëåâà ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ x, y.
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Ýòà òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî òåîðåìå äëÿ îäíîìåðíîé ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ (ñì. ïàðàãðàô 3.1).

Âû÷èñëèì âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ = (ξ1, ξ2)
T â

ïðÿìîóãîëüíèê [a, b)× [c, d):

P{ξ ∈ [a, b)× [c, d)} = P{a ≤ ξ1 < b, c ≤ ξ2 < d} =

= P{a ≤ ξ1 < b, ξ2 < d} −P{a ≤ ξ1 < b, ξ2 < c} =

= P
{ξ1 < b

ξ2 < d

}
−P

{ξ1 < a

ξ2 < d

}
−P

{ξ1 < b

ξ2 < c

}
+ P

{ξ1 < a

ξ2 < c

}
=

= Fξ(b, d)− Fξ(a, d)− Fξ(b, c) + Fξ(a, c).

Ïðèìåð 67. Áðîñèëè òðè ìîíåòû. Ïóñòü ξ1 = 1, åñëè íà ïåðâîé ìîíåòå
âûïàë ãåðá, è ξ1 = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, à ξ2 ðàâíà îáùåìó ÷èñëó
âûïàâøèõ ãåðáîâ. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ = (ξ1, ξ2)

T

ïðèíèìàåò øåñòü çíà÷åíèé èç ìíîæåñòâà {(1,1), (1,2), (1,3), (0,0), (0,1),
(0,2)} ñ âåðîÿòíîñòÿìè

P{ξ = (1, 1)} = P{ξ = (1, 3)} =

= P{ξ = (0, 0)} = P{ξ = (0, 2)} = 1/8,

P{ξ = (1, 2)} = P{ξ = (0, 1)} = 1/4.

Ïîñòðîèì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ = (ξ1, ξ2)
T .

Äëÿ ýòîãî íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè xOy îòìåòèì âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ
ξ è ïðèïèøåì èì ñîîòâåòñòâóþùèå âåðîÿòíîñòè (ñì. ðèñ. 45).

Ðèñ. 45

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ ðàâíà âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ â çàêðàøåííóþ
÷åòâåðòü ïëîñêîñòè, òî åñòü îíà ðàâíà ñóììå âåðîÿòíîñòåé ïîïàâøèõ â
íåå òî÷åê. Ïëîñêîñòü ðàñïàäåòñÿ íà 7 îáëàñòåé ïîñòîÿííîãî çíà÷åíèÿ Fξ,
êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 46 (íà ãðàíèöå íåñêîëüêèõ îáëàñòåé áåðåòñÿ ìåíüøåå
èç çíà÷åíèé).
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Ðèñ. 46

Ïðè íàáëþäåíèè íàä ñèñòåìîé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èññëåäîâàòåëÿ èíòåðåñóåò
ñòåïåíü ñâÿçè ìåæäó êîìïîíåíòàìè âåêòîðà. Óñëîâèå íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí ξ1 è ξ2 ëåãêî ñôîðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ 8.

Òåîðåìà 11. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1 è ξ2 íåçàâèñèìû òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ïðè âñåõ (x, y) ∈ R2

Fξ(x, y) = Fξ1
(x)Fξ2

(y). (22)

5.2 Äèñêðåòíûå è íåïðåðûâíûå äâóìåðíûå
ñëó÷àéíûå âåêòîðû

Êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, äâóìåðíûå ñëó÷àéíûå âåêòîðû áûâàþò äèñêðåòíûìè
è íåïðåðûâíûìè.

Äâóìåðíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ = (ξ1, ξ2)
T íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíûì,

åñëè îáå åãî êîìïîíåíòû ξ1 è ξ2 � äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.
Ñëó÷àéíûé âåêòîð, ðàññìîòðåííûé â ïðèìåðå 67, ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì.

Çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà óäîáíî ïðåäñòàâèòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü {x1, x2, . . .} � çíà÷åíèÿ ïåðâîé êîìïîíåíòû
ξ1, à {y1, y2, . . .} � çíà÷åíèÿ âòîðîé êîìïîíåíòû ξ2. Ïóñòü

pij = P{ξ1 = xi, ξ2 = yj}, i, j ≥ 1.

Ñâåäåì ýòè çíà÷åíèÿ â òàáëèöó.

ξ1\ξ2 y1 y2 . . . yj . . .

x1 p11 p12 . . . p1j . . .

x2 p21 p22 . . . p2j . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

xi pi1 pi2 . . . pij . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Ýòà òàáëèöà íàçûâàåòñÿ äâóìåðíûì ðÿäîì ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî
âåêòîðà ξ = (ξ1, ξ2)

T . Êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ
ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðà ξ = (ξ1, ξ2)

T .
Òåïåðü ïî òàáëèöå íàéäåì ìàðãèíàëüíûå çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò.

Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé ïîëíîé âåðîÿòíîñòè

pi· = P{ξ1 = xi} =
∑
j≥1

P{ξ1 = xi, ξ2 = yj} =
∑
j≥1

pij,

p·j = P{ξ2 = yj} =
∑
i≥1

P{ξ1 = xi, ξ2 = yj} =
∑
i≥1

pij

(èíäåêñ · â äâóõ ïîñëåäíèõ ôîðìóëàõ îçíà÷àåò òó êîìïîíåíòó, ïî çíà÷åíèÿì
êîòîðîé ñóììèðóåì). Ïî íàéäåííûì âåðîÿòíîñòÿì ìîæíî çàïèñàòü îäíîìåðíûå
ðÿäû ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò ξ1 è ξ2. Äëÿ íàãëÿäíîñòè ìîæíî âû÷èñëÿòü
âåðîÿòíîñòè pi· è p·j ïî òàáëèöå ðÿäà ðàñïðåäåëåíèÿ:

ξ1\ξ2 y1 y2 . . . yj . . .
∑

x1 p11 p12 . . . p1j . . . p1·
x2 p21 p22 . . . p2j . . . p2·
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xi pi1 pi2 . . . pij . . . pi·
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .∑

p·1 p·2 . . . p·j . . . 1

Äëÿ äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí óñëîâèå íåçàâèñèìîñòè (22) ýêâèâàëåíòíî
òîìó, ÷òî ïðè âñåõ i, j ≥ 1 âûïîëíåíî

pij = pi·p·j.

Ïðèìåð 68. Çàïèøåì äâóìåðíûé ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåê-
òîðà èç ïðèìåðà 67.

ξ1\ξ2 0 1 2 3
∑

0 1/8 1/4 1/8 0 1/2
1 0 1/8 1/4 1/8 1/2∑

1/8 3/8 3/8 1/8 1

Òåïåðü íàéäåì ïî íåìó ìàðãèíàëüíûå çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò:

ξ1 0 1 ξ2 0 1 2 3
P 1/2 1/2 P 1/8 3/8 3/8 1/8
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Ïðîâåðèì, çàâèñèìû ëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1 è ξ2. Òàê êàê p00 =
1/8 6= p0·p·0 = 1/16, òî êîìïîíåíòû çàâèñèìû.

Îïðåäåëåíèå 21. Cëó÷àéíûé âåêòîð ξ = (ξ1, ξ2)
T íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì,

åñëè åãî äâóìåðíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Fξ(x, y) =

x∫
−∞

y∫
−∞

fξ(u, v)dudv, (23)

ãäå íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ fξ(u, v) íàçûâàåòñÿ äâóìåðíîé ïëîòíîñòüþ
ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ.

Â ýòîì ñëó÷àå îáå åãî êîìïîíåíòû ξ1 è ξ2 � íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû.

Òåîðåìà 12. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ fξ(x, y) ñëó÷àéíîãî âåêòîðà îáëàäàåò
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. fξ(x, y) ≥ 0 ïðè âñåõ (x, y) ∈ R2;

2.

∫∫
R2

fξ(x, y)dxdy = 1 (óñëîâèå íîðìèðîâêè);

3.
∂2Fξ(x, y)

∂x∂y
= fξ(x, y) â òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè fξ;

4. P{ξ ∈ A} =

∫∫
A

fξ(x, y)dxdy, A ⊂ R2;

5. åñëè fξ íåïðåðûâíà â òî÷êå (x, y), òî ïðè ε, δ → 0

P{x < ξ1 < x+ δ, y < ξ2 < y + ε} = ε δ
(
fξ(x, y) + o(1)

)
;

6. P{(ξ1, ξ2) = (x, y)} = 0;

7. fξ1
(x) =

+∞∫
−∞

fξ(x, y)dy, fξ2
(y) =

+∞∫
−∞

fξ(x, y)dx.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû î ñâîéñòâàõ îäíîìåðíîé
ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.

Óñëîâèå íåçàâèñèìîñòè (22) äëÿ íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1
è ξ2 ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî äëÿ âñåõ (x, y) ∈ R2 âûïîëíåíî

fξ(x, y) = fξ1
(x)fξ2

(y).
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Ïðèìåð 69. Êîîðäèíàòû òî÷êè ξ = (ξ1, ξ2)
T ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû

â êâàäðàòå
D = {(x, y) : −1 < x < 3; 2 < y < 6}.

Íàéäåì ïëîòíîñòü è ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ.

Òàê êàê ðàñïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíî, òî âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â îêðåñòíîñòü
ôèêñèðîâàííîãî ðàçìåðà ëþáîé òî÷êè äîëæíà áûòü ïîñòîÿííà. Çíà÷èò,
fξ(x, y) = c ïðè (x, y) ∈ D è íóëþ ïðè (x, y) /∈ D. Èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè
ïîëó÷èì

1 =

∫∫
R2

fξ dxdy =

∫∫
D

fξ dxdy = c

∫∫
D

dxdy = c S(D) = 16c,

çíà÷èò, c = 1/16. Òåïåðü íàéäåì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ. Äëÿ ýòîãî
çàìåòèì, ÷òî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ Fξ(x, y) ðàâíà îòíîøåíèþ ïëîùàäè
òîé ÷àñòè êâàäðàòà D, êîòîðàÿ ïîïàëà â çàøòðèõîâàííóþ îáëàñòü ñ
âåðøèíîé (x, y) (ñì. ðèñ. 47), ê ïëîùàäè âñåãî D.

Ðèñ. 47

Äëèíû ñòîðîí ïîëó÷åííîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíû x + 1 è y − 2 ïðè
(x, y) ∈ D. Åñëè x > 3 è 2 < y < 6, òî äëèíû ñòîðîí ðàâíû 4 è y − 2,
åñëè æå −1 < x < 3 è y > 6, òî ýòè äëèíû ðàâíû x+ 1 è 4. Ïîýòîìó

Fξ(x, y) =


0, x ≤ −1 èëè y ≤ 2,

(x+ 1)(y − 2)/16, (x, y) ∈ D,
(x+ 1)/4, −1 < x < 3, y ≥ 6,
(y − 2)/4, x ≥ 3, 2 < y < 6,

1, x ≥ 3, y ≥ 6.

Ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèâåäåí íà ðèñ. 48.
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Ðèñ. 48

Èç ñâîéñòâà 3 äâóìåðíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò

Fξ1
(x) = Fξ(x,+∞) =


0, x ≤ −1,

(x+ 1)/4, −1 < x < 3,
1, x ≥ 3,

(24)

Fξ2
(y) = Fξ(+∞, y) =


0, y ≤ 2,

(y − 2)/4, 2 < y < 6,
1, y ≥ 6.

(25)

Êàê âèäíî èç äâóõ ïîñëåäíèõ ôîðìóë è óñëîâèÿ (22), êîìïîíåíòû ñëó÷àéíîãî
âåêòîðà ξ = (ξ1, ξ2) íåçàâèñèìû.

Ïðèìåð 70. Ïóñòü ξ1, ξ2 ∼ R[0, 1] íåçàâèñèìû. Ðàññìîòðèì íîâûå ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíûX = min{ξ1, ξ2}, Y = max{ξ1, ξ2}. Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ
ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (X, Y )T .

Ïîñêîëüêó ξ1 è ξ2 íå ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ, ìåíüøèå 0 èëè á�oëüøèå 1,
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y òàêæå íå ïðèíèìàþò òàêèõ çíà÷åíèé. Êðîìå
òîãî, âñåãäà X ≤ Y . Ñëåäîâàòåëüíî, ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà
(X, Y )T ñîñðåäîòî÷åíî â òðåóãîëüíèêå T = {0 ≤ x ≤ y ≤ 1} (ðèñ. 49,
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ñëåâà). Âû÷èñëèì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè (x, y) ∈ T .

F(X,Y )(x, y) = P{X < x, Y < y} =

= P
{
min{ξ1, ξ2} < x, max{ξ1, ξ2} < y

}
=

= P
(
({ξ1 < x} ∨ {ξ2 < x}){ξ1 < y}{ξ2 < y}

)
=

= P
(
{ξ1 < y}{ξ2 < y}

)
−P

(
{x ≤ ξ1 < y}{x ≤ ξ2 < y}

)
=

= y2 − (y − x)2 = 2xy − x2.

Ýòî ïëîùàäü îêðàøåííîé îáëàñòè íà ðèñ. 49 ñïðàâà.

Ðèñ. 49

Âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ îáëàñòè T ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äâàæäû
äèôôåðåíöèðóåìà, è ïëîòíîñòü âû÷èñëÿåòñÿ òàê:

f(X,Y )(x, y) =
∂2F(X,Y )

∂x∂y
= 2.

Â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ îáëàñòè T ïëîòíîñòü âû÷èñëÿòü íå íóæíî, òàê êàê
ãðàíèöà èìååò íóëåâóþ ïëîùàäü. Âî âñåõ îñòàëüíûõ òî÷êàõ f(X,Y )(x, y) =
0. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî (X, Y )T ðàñïðåäåëåí ðàâíîìåðíî íà T .

Çàìå÷àíèå 5.1. Ñóùåñòâóþò ñëó÷àéíûå âåêòîðû, íå ÿâëÿþùèåñÿ íè
äèñêðåòíûìè, íè íåïðåðûâíûìè, íè èõ ñìåñüþ. Íàïðèìåð, åñëè ψ ∼
R[0, 2π], òî âåêòîð ξ = (cosψ, sinψ)T ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí íà îêðóæíîñòè
� ìíîæåñòâå ìîùíîñòè êîíòèíóóì, íî íóëåâîé ïëîùàäè!

5.3 ×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè äâóìåðíîãî
ñëó÷àéíîãî âåêòîðà

Ïóñòü ξ = (ξ1, ξ2)
T � äâóìåðíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð, è ïóñòü

E ξ =

(
E ξ1
E ξ2

)
.
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ÂåêòîðE ξ íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì ñðåäíèõ (èëè ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé)
ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ. Âåêòîð ñðåäíèõ îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî îäíîìåðíûìè
çàêîíàìè ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò ñëó÷àéíîãî âåêòîðà.

Ïðèìåð 71. Íàéäåì âåêòîð ñðåäíèõ äëÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà èç ïðèìåðà
67. Èç íàéäåííûõ ðàíåå ìàðãèíàëüíûõ çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëó÷èì

E ξ1 = 0 · 1

8
+ 1 · 3

8
+ 2 · 3

8
+ 3 · 1

8
=

3

2
,

E ξ2 = 0 · 1

2
+ 1 · 1

2
=

1

2
.

Çíà÷èò, E ξ =

(
3/2
1/2

)
.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè ñëó÷àéíûé âåêòîð η = Aξ + b ïîëó÷åí
â ðåçóëüòàòå ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âåêòîðà ξ, òî

E η = AE ξ + b. (26)

Â êà÷åñòâå ÷èñëîâîé õàðàêòåðèñòèêè äâóìåðíîãî çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ
ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ = (ξ1, ξ2)

T ðàññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí g(ξ1, ξ2), ãäå g � ñêàëÿðíûå ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ.
Åñëè ξ � äèñêðåòíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð, òî

E g(ξ1, ξ2) =
∑

i

∑
j

g(xi, yj)pij, (27)

ãäå pij = P{ξ1 = xi, ξ2 = yj}, i, j ≥ 1. Åñëè æå ξ � íåïðåðûâíûé
ñëó÷àéíûé âåêòîð, òî

E g(ξ1, ξ2) =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

g(x, y)fξ(x, y)dxdy, (28)

ãäå fξ(x, y) � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ.
Äëÿ ñèñòåìû èç äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé

ÿâëÿåòñÿ èõ êîâàðèàöèÿ (âòîðîé ñìåøàííûé öåíòðàëüíûé ìîìåíò).

Îïðåäåëåíèå 22. Êîâàðèàöèåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1 è ξ2 íàçûâàåòñÿ

cov(ξ1, ξ2) = E (ξ1 − E ξ1)(ξ2 − E ξ2).
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Åñëè ξ � äèñêðåòíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð, òî ñîãëàñíî (27)

cov(ξ1, ξ2) =
∑

i

∑
j

(xi − E ξ1)(yj − E ξ2)pij. (29)

Äëÿ íåïðåðûâíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà èç (28) ïîëó÷àåì

cov(ξ1, ξ2) =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

(x− E ξ1)(y − E ξ2)fξ(x, y)dxdy. (30)

Òåîðåìà 13. Êîâàðèàöèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1 è ξ2 îáëàäàåò ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:

1. cov(aξ1 + b, cξ2 + d) = ac cov(ξ1, ξ2), a, b, c, d ∈ R;
2. cov(ξ1, ξ2) = E (ξ1ξ2)− E ξ1E ξ2;
3. cov(ξ1, ξ2) = cov(ξ2, ξ1);
4. D (ξ1 + ξ2) = D ξ1 + D ξ2 + 2 cov(ξ1, ξ2);
5. cov(ξ1, ξ1) = D ξ1;
6. | cov(ξ1, ξ2)| ≤

√
D ξ1 D ξ2, ïðè÷åì ðàâåíñòâî áûâàåò òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñâÿçàíû ëèíåéíî;
7. åñëè ξ1 è ξ2 íåçàâèñèìû, òî cov(ξ1, ξ2) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâà 1 è 2 ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ïî îïðåäåëåíèþ,
à èìåííî

cov(aξ1 + b, cξ2 + d) =

= E
(
aξ1 + b− E (aξ1 + b)

)(
cξ2 + d− E (cξ2 + d)

)
=

= E (aξ1 − aE ξ1) (cξ2 − cE ξ2) = acE (ξ1 − E ξ1) (ξ2 − E ξ2) ,

E (ξ1 − E ξ1)(ξ2 − E ξ2) = E (ξ1ξ2 − ξ1E ξ2 − ξ2E ξ1 + E ξ1E ξ2) =

= E ξ1ξ2 − E ξ1E ξ2 − E ξ2E ξ1 + E ξ1E ξ2 = E ξ1ξ2 − E ξ1E ξ2.

Ñâîéñòâî 3 ñëåäóåò èç êîììóòàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâà 4 çàìåòèì, ÷òî

D (ξ1 + ξ2) = E
(
ξ1 + ξ2 − E (ξ1 + ξ2)

)2
=

= E
(
(ξ1 − E ξ1) + (ξ2 − E ξ2)

)2
=

= E (ξ1 − E ξ1)
2 + E (ξ2 − E ξ2)

2 + 2E (ξ1 − E ξ1)(ξ2 − E ξ2) =

= D ξ1 + D ξ2 + 2 cov(ξ1, ξ2).
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Ñâîéñòâî 5 ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ. Äîêàæåì ñâîéñòâî
6. Ïðè ëþáîì t ∈ R èìååì D (tξ1+ξ2) ≥ 0. Ïðåîáðàçóåì ýòî íåðàâåíñòâî,
ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè 1 è 4:

t2D ξ1 + 2t cov(ξ1, ξ2) + D ξ2 ≥ 0.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ t, åñëè äèñêðèìèíàíò óðàâíåíèÿ
íåïîëîæèòåëåí, òî åñòü

cov2(ξ1, ξ2)−D ξ1D ξ2 ≤ 0.

Îòñþäà ñëåäóåò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.
Åñëè äèñêðèìèíàíò ðàâåí 0, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå t∗

óðàâíåíèÿ t2D ξ1 +2t cov(ξ1, ξ2)+D ξ2 = 0, ïðè êîòîðîì D (t∗ξ1 +ξ2) = 0.
Çíà÷èò, t∗ξ1 +ξ2 = Const, òî åñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñâÿçàíû ëèíåéíî.
Ïóñòü òåïåðü ξ1 = aξ2 + b. Òîãäà ñîãëàñíî ñâîéñòâó 1

| cov(ξ1, ξ2)| = | cov(aξ2 + b, ξ2)| =
= |a| cov(ξ2, ξ2) = |a|D ξ2 =

√
D ξ1D ξ2.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâà 7 âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî äëÿ íåçàâèñèìûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí âûïîëíåíîE (ξ1ξ2) = E ξ1E ξ2, çíà÷èò, â ñèëó ñâîéñòâà
2, cov(ξ1, ξ2) = 0.

Îïðåäåëåíèå 23. Åñëè cov(ξ1, ξ2) = 0, òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1 è ξ2
íàçûâàþòñÿ íåêîððåëèðîâàííûìè.

Ïðèìåð 72. (Íåêîððåëèðîâàííîñòü íå âëå÷åò íåçàâèñèìîñòü).
à) Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ1 ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0, 1 è −1 ñ

ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè (E ξ1 = 0), à ξ2 = ξ2
1 . Âû÷èñëèì êîâàðèàöèþ

ξ1 è ξ2:

cov(ξ1, ξ2) = cov(ξ1, ξ
2
1) = E ξ3

1 − E ξ1E ξ2
1 = E ξ3

1 = E ξ1 = 0.

Â òî æå âðåìÿ ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1 è ξ2 çàâèñèìû:

P{ξ1 = ξ2 = 0} = 1/3 6= P{ξ1 = 0}P{ξ2 = 0} = 1/9.

á) Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ èç çàìå÷àíèÿ 5.1. Ïóñòü ψ ∼
R[0, 2π]. Òîãäà

E ξ1 =
1

2π

2π∫
0

cosψ dψ = 0, E ξ2 =
1

2π

2π∫
0

sinψ dψ = 0,
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cov(ξ1, ξ2) = E (ξ1ξ2) =
1

2π

2π∫
0

cosψ sinψ dψ = 0.

Óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî ξ1 è ξ2 çàâèñèìû:

P{ξ1 > 3/4, ξ2 > 3/4} = 0 < P{ξ1 > 3/4}P{ξ2 > 3/4}.

Îïðåäåëåíèå 24. Êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåéñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ =
(ξ1, ξ2)

T íàçîâåì ìàòðèöó Σξ, ñîñòàâëåííóþ èç ïîïàðíûõ êîâàðèàöèé
êîìïîíåíò ñëó÷àéíîãî âåêòîðà

Σξ = {cov(ξi, ξj)}i,j=1,2 =

(
D ξ1 cov(ξ1, ξ2)

cov(ξ1, ξ2) D ξ2

)
Â ìàòðè÷íîì âèäå ìîæíî çàïèñàòü òàê:

Σξ = E (ξo · ξT
o ), ãäå ξo = ξ − E ξ.

Òåîðåìà 14. (ñâîéñòâà êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû).
1. ìàòðèöà êîâàðèàöèé Σξ ñèììåòðè÷ía;
2. ìàòðèöà êîâàðèàöèé íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà, ïðè÷åì det(Σξ) =

0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1è ξ2 ñâÿçàíû ëèíåéíî;
3. ïóñòü ñëó÷àéíûé âåêòîð η = Aξ+b ïîëó÷åí â ðåçóëüòàòå ëèíåéíîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ âåêòîðà ξ , òîãäà

Ση = AΣξA
T . (31)

Ïðèìåð 73. Íàéäåì êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ =
(ξ1, ξ2) èç ïðèìåðà 67.

D ξ1 =
(
−1

2

)21

2
+

(1

2

)21

2
=

1

4
,

D ξ2 =
(
−3

2

)21

8
+

(
−1

2

)23

8
+

(1

2

)23

8
+

(3

2

)21

8
=

24

32
=

3

4
,

cov(ξ1, ξ2) = E (ξ1ξ2)−E ξ1E ξ2 = 1 · 1 · 1
8

+ 1 · 2 · 1
4

+ 1 · 3 · 1
8
− 1

2
· 3
2

=
1

4
.

Çíà÷èò,

Σξ =

(
1/4 1/4
1/4 3/4

)
.
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Ïðèìåð 74. Íàéäåì êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó ñëó÷àéíîãî âåêòîðà

η = (η1, η2)
T , η1 = ξ1 + 2ξ2, η2 = ξ1 − ξ2,

ãäå ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ = (ξ1, ξ2)
T ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí â êâàäðàòå

D = {(x, y) : −1 < x < 3, 2 < y < 6}

(ñì. ïðèìåð 69). Èç ôîðìóë (24) è (25) ñëåäóåò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
ξ1 ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî íà [−1, 3], à ξ2 � íà [2, 6]. Çíà÷èò, D ξ1 =
D ξ2 = 4/3. Îíè íåçàâèñèìû, ñëåäîâàòåëüíî, íåêîððåëèðîâàíû. Òàê ÷òî
êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà âåêòîðà ξ = (ξ1, ξ2) èìååò âèä

Σξ =

(
4/3 0
0 4/3

)
.

Òàê êàê η =

(
1 2
1 −1

)
ξ, òî èç (31) ïîëó÷èì

Ση =

(
1 2
1 −1

)(
4/3 0
0 4/3

)(
1 1
2 −1

)
=

4

3

(
5 −1
−1 2

)
.

Êàê âèäíî èç ïîñëåäíåé ôîðìóëû, êîìïîíåíòû ñëó÷àéíîãî âåêòîðà η =
(η1, η2)

T çàâèñèìû.

Ôèçè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü êîâàðèàöèè ñîâïàäàåò ñ ïðîèçâåäåíèåì ðàçìåðíîñòåé
êîìïîíåíò ñëó÷àéíîãî âåêòîðà. Øêàëû, íà êîòîðûõ îíè èçìåðÿþòñÿ,
âëèÿþò íà âåëè÷èíó êîâàðèàöèè. Ïîýòîìó ââîäÿò áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò,
õàðàêòåðèçóþùèé ìåðó ëèíåéíîé ñâÿçè ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè.

Îïðåäåëåíèå 25. Êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
ξ1 è ξ2 íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

ρ = ρξ1,ξ2
=

cov(ξ1, ξ2)√
D ξ1D ξ2

.

Èç ñâîéñòâ êîâàðèàöèè âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 15. Êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ρ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1 è ξ2
îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. |ρ| ≤ 1, ïðè÷åì çíàê ðàâåíñòâà äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñâÿçàíû ëèíåéíî;

2. åñëè ξ1 è ξ2 íåçàâèñèìû, òî ρ = 0.
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Ñìûñë çíàêà êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè, óïðîùåííî ãîâîðÿ, òàêîâ:
åñëè ρ > 0, òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1 è ξ2 âîçðàñòàþò èëè óáûâàþò
îäíîâðåìåííî; eñëè ρ < 0, òî ñ ðîñòîì îäíîé èç ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
äðóãàÿ óáûâàåò.

Êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ =

[
ξ1
ξ2

]
òåïåðü ìîæíî

çàïèñàòü â âèäå

Σξ =

(
D ξ1 ρ

√
D ξ1D ξ2

ρ
√

D ξ1D ξ2 D ξ2

)
=

(
σ2

1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

)
.

Ïðèìåð 75. Âû÷èñëèì êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè X è Y èç ïðèìåðà 70
(î÷åâèäíî, îí ïîëó÷èòñÿ ïîëîæèòåëüíûì).

EX =

∫ 1

0
dy

∫ y

0
2x dx =

∫ 1

0
y2dy =

1

3
,

EY =

∫ 1

0
dy

∫ y

0
2y dx =

∫ 1

0
2y2dy =

2

3
,

E (X2) =

∫ 1

0
dy

∫ y

0
2x2dx =

∫ 1

0

2

3
y3dy =

1

6
,

E (Y 2) =

∫ 1

0
dy

∫ y

0
2y2dx =

∫ 1

0
2y3dy =

1

2
,

E (XY ) =

∫ 1

0
dy

∫ y

0
2xy dx =

∫ 1

0
y3dy =

1

4
.

Îòñþäà ïîëó÷àåì

ρ =
cov(X, Y )√
DXDY

=
E (XY )− EX EY√

(E (X2)− (EX)2)(E (Y 2)− (EY )2)
=

=
1/4− 2/9√
(1/18)(1/18)

=
1

2
.

5.4 Íîðìàëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ
íà ïëîñêîñòè

Îïðåäåëåíèå 26. Ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ = (ξ1, ξ2)
T èìååò íåâûðîæäåííûé

íîðìàëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ N (m,Σξ) ñ âåêòîðîì ñðåäíèõ m
è êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé Σξ,

m =

(
m1

m2

)
, Σξ =

(
σ2

1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

)
,
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åñëè åãî ïëîòíîñòü ðàâíà

fξ(x, y) =
1

2πσ1σ2
√

1− ρ2
×

× exp

{−(
(x−m1)

2

σ2
1

+ (y−m2)
2

σ2
2

− 2ρ(x−m1)(y−m2)
σ1σ2

)
2(1− ρ2)

}
(32)

Èñïîëüçóÿ ìàòðè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ, çàïèøåì (32) â âèäå

fξ(x, y) =
1

2π
√

det(Σξ)
exp

{
−1

2
(x−m)TΣ−1

ξ (x−m)

}
.

Ðèñ. 50

Èññëåäóåì ëèíèè óðîâíÿ ïëîòíîñòè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (íà
ðèñ. 50 âèäíî, ÷òî îíè îáðàçóþò çàìêíóòûå êðèâûå). Èç (32) ñëåäóåò, ÷òî
óðàâíåíèå ëèíèè, âäîëü êîòîðîé ïëîòíîñòü ïîñòîÿíía, èìååò âèä

(x−m)TΣ−1
ξ (x−m) = C. (33)

Ìàòðèöó Σ−1
ξ ìîæíî ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîìó âèäó ïðåîáðàçîâàíèåì

ïîâîðîòà, ïðè÷åì óãîë ïîâîðîòà ϕ çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

tg2ϕ =
2ρσ1σ2

σ2
1 − σ2

2
.

Îáà ñîáñòâåííûõ ÷èñëà ìàòðèöû Σ−1
ξ ïîëîæèòåëüíû, ïîýòîìó óðàâíåíèå

(33) çàäàåò ýëëèïñ, îñè ñèììåòðèè êîòîðîãî îáðàçóþò óãëû ϕ ñ îñÿìè Ox
è Oy. Îñè ñèììåòðèè ýëëèïñîâ (33) íàçûâàþò îñÿìè ðàññåèâàíèÿ, à
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ñàìè ýëëèïñû, çàäàâàåìûå óðàâíåíèåì (33), ýëëèïñàìè ðàññåèâàíèÿ
(ñì. ðèñ. 51).

Ðèñ. 51

Åñëè ïåðåéòè â êàíîíè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò ýëëèïñà ðàññåèâàíèÿ
ξ′ = (ξ′1, ξ

′
2), òî íîâûå êîîðäèíàòû áóäóò èìåòü íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

ñ íóëåâûìè ñðåäíèìè è äèàãîíàëüíîé êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé. Ñëåäîâàòåëüíî,
êîìïîíåíòû âåêòîðà ξ′ = (ξ′1, ξ

′
2) íåçàâèñèìû ìåæäó ñîáîé.

Òåîðåìà 16. Åñëè ξ ∼ N (m,Σξ), òî ξi ∼ N (mi, σ
2
i ), i = 1, 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèé ξ1 è ξ2 ïî òåîðåìå
12, ïóíêò 7.

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî: ñóùåñòâóåò ñëó÷àéíûé âåêòîð ñ íå-
ïðåðûâíûì ðàñïðåäåëåíèåì, ó êîòîðîãî îáå êîìïîíåíòû íîðìàëüíû, íî
ñàì âåêòîð íå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì.

Ïðèìåð 76. Ïóñòü ξ1, ξ2 ∼ N (0, 1) íåçàâèñèìû. Ðàññìîòðèì η = (η1, η2) =
(ξ1, |ξ2| sign ξ1). Òîãäà η1, η2 ∼ N (0, 1), íî ðàñïðåäåëåíèå η íå ÿâëÿåòñÿ
íîðìàëüíûì, òàê êàê ïëîòíîñòü ðàâíà 0 íà II è IV ÷åòâåðòÿõ ïëîñêîñòè.

Îäíàêî, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (åå äîêàçàòåëüñòâî áóäåò
ïðèâåäåíî â êîíöå ýòîãî ïàðàãðàôà):

Òåîðåìà 17. Åñëè âåêòîð ξ = (ξ1, ξ2)
T èìååò íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå,

è ïðè ëþáûõ a, b ∈ R, a2+b2 6= 0, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà aξ1+bξ2 ðàñïðåäåëåíà
íîðìàëüíî, òî ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ èìååò äâóìåðíûé íîðìàëüíûé çàêîí
ðàñïðåäåëåíèÿ.
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Èç ôîðìóëû (32) âèäíî, ÷òî åñëè êîìïîíåíòû ξ1 è ξ2 íîðìàëüíîãî
ñëó÷àéíîãî âåêòîðà íåêîððåëèðîâàíû (ρ = 0), òî îíè íåçàâèñèìû:

fξ(x, y) = fξ1
(x)fξ2

(y).

Ïðèìåð 77. Ïóñòü êîîðäèíàòû òî÷êè ξ = (ξ1, ξ2), áðîøåííîé íà ïëîñêîñòü,
íåçàâèñèìû, èìåþò íóëåâûå ñðåäíèå è îäèíàêîâûå äèñïåðñèè. Ñ÷èòàÿ,
÷òî âåêòîð ξ ðàñïðåäåëåí ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó, íàéòè çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ
äëèíû ðàäèóñ-âåêòîðà òî÷êè ξ = (ξ1, ξ2).

Ñîãëàñíî óñëîâèþ

fξ(x, y) =
1

2πσ2 exp
(
− x2 + y2

2σ2

)
, (x, y) ∈ R.

Íàéäåì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ äëèíû |ξ| =
√
ξ2
1 + ξ2

2 . Ïî îïðåäåëåíèþ
ïðè z > 0

F|ξ|(z) = P{|ξ| < z} = P
{√

ξ2
1 + ξ2

2 < z
}

=

=

∫∫
x2+y2<z2

fξ(x, y)dxdy =
1

2πσ2

∫∫
x2+y2<z2

e−
x2+y2

2σ2 dxdy = . . .

ïåðåéäåì ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì (r, ϕ)

=
1

2πσ2

2π∫
0

dϕ

z∫
0

e−
r2

2σ2 r dr =
1

σ2

z∫
0

e−
r2

2σ2 d
(r2

2

)
= 1− e−

z2

2σ2 .

Ïðè z ≤ 0, î÷åâèäíî, F|ξ|(z) = 0. Äèôôåðåíöèðóÿ ïîëó÷åííóþ ôóíêöèþ
ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîëó÷èì ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ |ξ|

f|ξ|(z) =
d

dz
F|ξ|(z) =

z

σ2 exp
(
− z2

2σ2

)
, z > 0.

Ïîëó÷åííûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì Ðýëåÿ.
Çàìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà |ξ|2 ðàñïðåäåëåía ýêñïîíåíöèàëüíî ñ ìàòåìàòè÷åñêèì
îæèäàíèåì 2σ2, ò. å. |ξ|2 ∼ Exp(1/2σ2).

Îïðåäåëåíèå 27. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé ñëó÷àéíîãî âåê-
òîðà ξ = (ξ1, ξ2)

T íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

ϕξ(t1, t2) = E eit1ξ1+it2ξ2 = E eitξ, t = (t1, t2).
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Äâóìåðíàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îáëàäàåò ñâîéñòâàìè, àíàëîãè÷íûìè
îäíîìåðíûì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ôóíêöèÿì, íàïðèìåð, îíà ïîëíîñòüþ
îïðåäåëÿåò çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà.

Íàéäåì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ äâóìåðíîãî íîðìàëüíîãî çàêîíà
ñ ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ (32):

ϕξ(t) =

∫∫
R2

eit1x+it2yfξ(x, y)dxdy.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé íóëåâûõ ñðåäíèõ. ïðè ïîìîùè çàìåíû u =
x

σ1
, v =

y

σ2
èíòåãðàë ïðåîáðàçóåì ê âèäó

ϕξ(t) =

∫∫
R2

eit1σ1u+it2σ2vf̃ξ(u, v)dudv,

ãäå

f̃ξ(u, v) =
1

2π
√

1− ρ2
exp

{
− 1

2(1− ρ2)

(
u2 + v2 − 2ρuv

)}
.

Çíà÷èò,

ϕξ(t) =
1

2π
√

1− ρ2

∫∫
R2

exp
{
it1σ1u+ it2σ2v−

− 1

2(1− ρ2)
(u2 + v2 − 2ρuv)

}
dudv =

=
1

2π
√

1− ρ2

+∞∫
−∞

du

(
exp

{
it1σ1u−

u2

2(1− ρ2)

}
×

×
+∞∫
−∞

exp
{
it2σ2v −

1

2(1− ρ2)
(v2 − 2ρuv)

}
dv

)
.

Âû÷èñëèì âíóòðåííèé èíòåãðàë îòäåëüíî.
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+∞∫
−∞

exp
{
it2σ2v −

1

2(1− ρ2)
(v2 − 2ρuv)

}
dv =

= exp

{
1

2(1− ρ2)

(
ρu+ i(1− ρ2)t2σ2

)2
}
×

×
+∞∫
−∞

exp

{
− 1

2(1− ρ2)

(
v −

(
ρu+ i(1− ρ2)t2σ2

))2
}
dv =

= exp

{
ρ2u2

2(1− ρ2)
+ iρut2σ2 −

1

2
(1− ρ2)t22σ

2
2

} √
2π(1− ρ2).

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå âî âíåøíèé èíòåãðàë, ïîëó÷èì

ϕξ(t) =
1√
2π

+∞∫
−∞

exp

{
it1σ1u−

u2

2(1− ρ2)
+

ρ2u2

2(1− ρ2)
+

+iρut2σ2 −
1

2
(1− ρ2)t22σ

2
2

}
du =

=
1√
2π

+∞∫
−∞

exp

{
−(1− ρ2)t22σ

2
2

2
+ it1σ1u−

u2

2
+ iρut2σ2

}
du =

=
1√
2π
e−(1−ρ2)t22σ

2
2/2

+∞∫
−∞

exp

{
it1σ1u−

u2

2
+ iρut2σ2

}
du.
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Òàê êàê

+∞∫
−∞

exp

{
it1σ1u−

u2

2
+ iρut2σ2

}
du =

=

+∞∫
−∞

exp
−

(
u− i (ρt2σ2 + t1σ1)

)2 − (ρt2σ2 + t1σ1)
2

2
du =

= e−(ρt2σ2+t1σ1)2/2

+∞∫
−∞

exp

{
−1

2
(u− i (ρt2σ2 + t1σ1))

2
}
du =

=
√

2π exp

{
−1

2
(ρt2σ2 + t1σ1)

2
}
,

òî

ϕξ(t) = exp

{
−1

2
(1− ρ2)t22σ

2
2 −

1

2
(ρt2σ2 + t1σ1)

2
}

=

= exp

{
−1

2
t22σ

2
2 −

1

2
t21σ

2
1 − ρσ1σ2t1t2

}
= exp

{
−1

2
tΣξt

T

}
.

Ïðèìåíèâ ñâîéñòâî õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé (21), ïîëó÷àåì â
îáùåì ñëó÷àå

ϕξ(t) = exp

{
imtT − 1

2
tΣξt

T

}
. (34)

Òåîðåìà 18. Ïóñòü ξ � ñëó÷àéíûé âêòîð ñ ðàñïðåäåëåíèåì N (m,Σξ),
det(Σξ) > 0, è ïóñòü η = Cξ, ãäå C � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà. Òîãäà

η ∼ N
(
Cm, CΣξC

T
)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûðàçèì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ äëÿ η = Cξ:

ϕη(t) = E eitη = E eitCξ = ϕξ(tC) =

= exp
{
itCm− 1

2
(tC)Σξ(tC)T

}
=

= exp
{
itCm− 1

2
t(CΣξC

T )tT
}
.

Çíà÷èò, èç (34) ñëåäóåò, ÷òî η ∼ N
(
Cm, CΣξC

T
)
.
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Òåîðåìà 18 ïîçâîëÿåò ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïåðåâîäèòü ïðîèçâîëüíûå
äâóìåðíûå íîðìàëüíûå ñëó÷àéíûå âåêòîðû â ñòàíäàðòíûå íîðìàëüíûå
(ò. å. ñ íóëåâûì ñðåäíèì è åäèíè÷íîé ìàòðèöåé êîâàðèàöèè Σ = I) è
îáðàòíî:

Ñëåäñòâèå 5.1. 1) Åñëè ξ ∼ N (m,Σ), òî

ξ1 = Σ−1/2(ξ −m) ∼ N (0, I).

2) Åñëè ξ1 ∼ N (0, I), òî ξ = Σ1/2ξ1 + m ∼ N (m,Σ).

Çäåñü ñèìâîëîì Σα îáîçíà÷åíà òàêàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà, ÷òî åñëè
Σ èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1, λ2 > 0, òî Σα èìååò ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ λα

1 è λα
2 ïðè òåõ æå ñîáñòâåííûõ âåêòîðàõ.

C ïîìîùüþ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé äîêàæåì òåîðåìó 17. Îáîçíà÷èì
÷åðåç m è Σξ âåêòîð ñðåäíèõ è êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó ñëó÷àéíîãî
âåêòîðà ξ = (ξ1, ξ2). Ïóñòü η = aξ1 + bξ2 = Aξ, ãäå A = (a, b). Ñîãëàñíî
óñëîâèÿì òåîðåìû, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η èìååò íîðìàëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ;
ïî òåîðåìàì 2 è 3 íàõîäèì åå ñðåäíåå è äèñïåðñèþ:

E η = am1 + bm2 = Am;

D η = a2σ2
1 + 2abρσ1σ2 + b2σ2

2 = AΣξA
T .

Çíà÷èò, åå õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

ϕη(t) = eitE η− 1
2 t2D η = exp

{
itAm− 1

2
t2AΣξA

T

}
.

Òàê êàê ϕη(1) = exp
{
iAm− 1

2
AΣξA

T
}
è A � ëþáîé äâóìåðíûé âåêòîð,

òî ïî îïðåäåëåíèþ

ϕη(1) = E eiη = E eiAξ = ϕξ(A) = exp

{
iAm− 1

2
AΣξA

T

}
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ξ èìååò äâóìåðíûé íîðìàëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ.

5.5 Óñëîâíûå çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ
êîìïîíåíò ñëó÷àéíîãî âåêòîðà

Ðàíåå áûëî ââåäåíî îïðåäåëåíèå óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè è óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îòíîñèòåëüíî ñîáûòèÿ C. Äàëåå ìû îáîáùèì
ýòî ïîíÿòèå.
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Ïóñòü (Ω,F ,P)� ïðîèçâîëüíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî. Íàïîìíèì,
÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì C ∈ F ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ

PC(A) = P(A|C) =
P(AC)

P(C)

ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé íà (C,F). Ïóñòü ξ = ξ(ω) � ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà, çàäàííàÿ íà (Ω,F ,P). Îíà, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ è ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíîé íà (C,F ,PC).

Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò êîíå÷íîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå.
Óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ξ îòíîñèòåëüíî óñëîâèÿ C (ñì. îïðåäåëåíèå
12) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

E (ξ|C) =

∫
ξ(ω)dPC .

Ïóñòü òåïåðü íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F ,P) çàäàí ñëó÷àéíûé
âåêòîð ξ = (ξ1, ξ2)

T , è ñóùåñòâóåò êîíå÷íîåE ξ1. Òîãäà óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå

E (ξ1|ξ2 = y) = mξ1
(y)

îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

E (ξ1|ξ2 = y)=

{
E

(
ξ1|ξ2 = y

)
, åñëè ξ2 äèñêðåòíà,

lim
ε→0

E
(
ξ1

∣∣ |ξ2 − y| < ε
)
, åñëè ξ2 íåïðåðûâíà.

Óñëîâíûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ïåðâîé êîìïîíåíòû ξ1
îòíîñèòåëüíî âòîðîé ξ2 íàçîâåì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó

E (ξ1|ξ2) = mξ1
(ξ2).

Äàëåå â âèäó ñëó÷àéíîãî õàðàêòåðà óñëîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé,
ìû áóäåì ãîâîðèòü îá èõ ñâîéñòâàõ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà (áóäåì ïèñàòü
ï.í. � ½ïî÷òè íàâåðíîå�).

Òåîðåìà 19. Óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îáëàäàåò ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:

1. åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1 è ξ2 íåçàâèñèìû, òî

E (ξ1|ξ2) = E ξ1 ï.í.;

2. äëÿ ëþáûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, ξ3 è ÷èñåë a, b

E (aξ1 + bξ2|ξ3) = aE (ξ1|ξ3) + bE (ξ2|ξ3) ï.í.;
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3. åñëè P{ξ1 ≤ ξ2} = 1, òî E (ξ1|ξ3) ≤ E (ξ2|ξ3) ï.í.;
4. E (E (ξ1|ξ2)) = E ξ1;
5. E

(
f(ξ1)g(ξ2)

∣∣ξ2) = g(ξ2)E
(
f(ξ1)

∣∣ξ2) ï.í.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1 è ξ2 íåçàâèñèìû, òî ðàñïðåäåëåíèå
ξ1 ïðè óñëîâèè ξ2 = y ñîâïàäàåò ñ áåçóñëîâíûì ðàñïðåäåëåíèåì ξ1. Çíà÷èò,

E (ξ1|ξ2 = y) =

∫
ξ1(ω)dP{ξ2=y} =

∫
ξ1(ω)dP = E (ξ1).

Ñâîéñòâî 2 ñëåäóåò èç ëèíåéíîñòè èíòåãðàëà Ëåáåãà, ñâîéñòâî 3 � èç
åãî ìîíîòîííîñòè.

Ñâîéñòâî 4 â ñëó÷àå äèñêðåòíîé ξ2 äîêàçûâàåòñÿ òàê:

E (E (ξ1|ξ2)) =
∑

j

P(ξ2 = yj)E (ξ1|ξ2 = yj) =

=
∑

j

∫
{ξ2=yj}

ξ1dP =

∫
ξ1dP,

â ñëó÷àå íåïðåðûâíîé ξ2 � àíàëîãè÷íî ÷åðåç èíòåãðàë.
Äîêàæåì ñâîéñòâî 5. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ξ2 = y, òî ôóíêöèÿ g2(ξ2) =

g2(y). Çíà÷èò, ïî îïðåäåëåíèþ

E
(
g1(ξ1)g2(ξ2)

∣∣ξ2 = y
)

=

∫
g1(ξ1)g2(y)dP{ξ2=y} =

= g2(y)

∫
g1(ξ1)dP{ξ2=y} = g2(y)E

(
g1(ξ1)

∣∣ξ2 = y
)
.

Ïîäñòàâëÿÿ â ïîñëåäíþþ ôîðìóëó ξ2 âìåñòî y, ïîëó÷àåì

E
(
g1(ξ1)g2(ξ2)

∣∣ξ2) = g2(ξ2)E
(
g1(ξ1)

∣∣ξ2).
Ïóñòü äàí äâóìåðíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ = (ξ1, ξ2)

T , è íàáëþäåíèþ
äîñòóïíà òîëüêî îäíà êîìïîíåíòà, íàïðèìåð, ξ2. ×òîáû ïî íàáëþäåíèÿì
íàä ξ2 ñïðîãíîçèðîâàòü çíà÷åíèå ïåðâîé êîìïîíåíòû ξ1, íóæíî ïðåäëîæèòü
ôóíêöèþ ϕ(ξ2), çíà÷åíèå êîòîðîé áóäåò ïðîãíîçèðóåìûì çíà÷åíèåì ξ1.
Ôóíêöèþ ϕ íàçûâàþò ïðåäèêòîðîì. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ âûáîðà ýòîé
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ôóíêöèè ìîæíî âçÿòü óñëîâèå ìèíèìóìà ñðåäíåãî êâàäðàòà îòêëîíåíèÿ
ïðîãíîçà îò èñòèííîãî çíà÷åíèÿ

min
ϕ

E
(
ϕ(ξ2)− ξ1

)2
.

Ïðåäèêòîð ϕ∗, äëÿ êîòîðîãî ýòîò ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ, íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì
â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì.

Òåîðåìà 20. Îïòèìàëüíûé â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì ïðåäèêòîð ðàâåí

ϕ∗(ξ2) = E (ξ1|ξ2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ(ξ2)� ïðîèçâîëüíûé ïðåäèêòîð. Ïîêàæåì, ÷òî

E
(
ϕ(ξ2)− ξ1

)2 ≥ E
(
ϕ∗(ξ2)− ξ1

)2
.

Èìååì

E
(
ϕ(ξ2)− ξ1

)2
= E

((
ϕ(ξ2)− E (ξ1|ξ2)

)
+

(
E (ξ1|ξ2)− ξ1

))2
=

= E
(
ϕ(ξ2)− E (ξ1|ξ2)

)2
+ E

(
E (ξ1|ξ2)− ξ1

)2
+

+ 2E
(
ϕ(ξ2)− E (ξ1|ξ2)

)(
E (ξ1|ξ2)− ξ1

)
.

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ðàâíî íóëþ, òàê êàê èç ôîðìóëû ïîëíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ èìååì

E
(
ϕ(ξ2)− E (ξ1|ξ2)

)(
E (ξ1|ξ2)− ξ1

)
=

= E
((
ϕ(ξ2)− E (ξ1|ξ2)

)
E

(
E (ξ1|ξ2)− ξ1|ξ2

))
,

ãäå E
(
E (ξ1|ξ2)− ξ1|ξ2

)
= E (ξ1|ξ2)− E (ξ1|ξ2) = 0. Çíà÷èò,

E
(
ϕ(ξ2)− ξ1

)2
=

= E
(
ϕ(ξ2)− ϕ∗(ξ2)

)2
+ E

(
ϕ∗(ξ2)− ξ1

)2 ≥ E
(
ϕ∗(ξ2)− ξ1

)2
.

5.6 Óñëîâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ
â äèñêðåòíûõ ìîäåëÿõ

Ðàññìîòðèì äèñêðåòíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ = (ξ1, ξ2)
T . Ïóñòü {xi} �

çíà÷åíèÿ ïåðâîé êîìïîíåíòû ξ1, {yj} � çíà÷åíèÿ âòîðîé êîìïîíåíòû ξ2,

pij = P{ξ1 = xi, ξ2 = yj}, i, j ≥ 1.
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Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà

P{ξ1 = xi|ξ2 = yj} =
pij

p·j
(35)

(ñì. ïàðàãðàô 2.3). Íàáîð âåðîÿòíîñòåé (35), i ≥ 1, îïðåäåëÿåò óñëîâíûé
çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ1 ïðè óñëîâèè ξ2 = yj, êîòîðûé
îáîçíà÷èì L(ξ1|ξ2 = yj), à íàáîð (35), ãäå i, j ≥ 1, çàäàåò óñëîâíûé
çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ1 îòíîñèòåëüíî ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξ2.

Óñëîâíûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ1 ïðè
óñëîâèè ξ2 = yj áóäåò ÷èñëî

E (ξ1|ξ2 = yj) =
∑

i

xi
pij

p·j
;

óñëîâíûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ξ1 îòíîñèòåëüíî ξ2 áóäåò ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà E (ξ1|ξ2), ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèå E (ξ1|ξ2 = yj) ñ âåðîÿòíîñòüþ
p·j, òî åñòü

E (ξ1|ξ2)(ω) =
∑

j

E (ξ1|ξ2 = yj)1{ξ2=yj}(ω).

Ñ ïðèìåðàìè óñëîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ìû óæå ñòàëêèâàëèñü
â ïàðàãðàôå 3.3.

Ïðèìåð 78. Ïóñòü N ðàçëè÷èìûõ ÷àñòèö ðàçìåùàþòñÿ ïî M ÿ÷åéêàì,
ïðè÷åì êàæäàÿ ÷àñòèöà ïîïàäàåò â ÿ÷åéêó ñ íîìåðîì j íåçàâèñèìî îò

îñòàëüíûõ ñ âåðîÿòíîñòüþ pj

( M∑
j=1

pj = 1
)
. Ïóñòü hj � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà,

ðàâíàÿ ÷èñëó ÷àñòèö â j-é ÿ÷åéêå. Íàéäåì óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå E (h1|h2).

Ñíà÷àëà íàéäåì âåðîÿòíîñòü P{h1 = n, h2 = m}. Ëþáàÿ ÷àñòèöà
ïîïàäàåò â ïåðâóþ ÿ÷åéêó íåçàâèñèìî îò îñòàëüíûõ ñ âåðîÿòíîñòüþ p1,
âî âòîðóþ � ñ âåðîÿòíîñòüþ p2, è â ëþáóþ èç îñòàâøèõñÿM−2 ÿ÷ååê � ñ
âåðîÿòíîñòüþ 1−p1−p2. Òàê êàê ÷àñòèöû ðàçëè÷èìû, òî â ïåðâóþ ÿ÷åéêó
÷àñòèöû ìîãóò ïîïàñòü Cn

N ñïîñîáàìè, à âî âòîðóþ Cm
N−n ñïîñîáàìè.

Òàêèì îáðàçîì,

P{h1 = n, h2 = m} = Cn
NC

m
N−np

n
1p

m
2 (1− p1 − p2)

N−n−m
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ïðè n,m ≥ 0, n+m ≤ N. Àíàëîãè÷íî,

P{h2 = m} = Cm
N p

m
2 (1− p2)

N−m, 0 ≤ m ≤ N.

Òîãäà

E (h1|h2 = m) =
1

P{h2 = m}

N−m∑
n=0

nP{h1 = n, h2 = m} =

=
1

P{h2 = m}

N−m∑
n=0

nCn
NC

m
N−np

n
1p

m
2 (1− p1 − p2)

N−n−m =

=
m!(N −m)!

N !pm
2 (1− p2)N−m

N−m∑
n=0

nN !pn
1p

m
2 (1− p1 − p2)

N−n−m

n!m!(N − n−m)!
=

=
1

(1− p2)N−m

N−m∑
n=0

n
(N −m)!

n!(N − n−m)!
pn

1(1− p1 − p2)
N−m−n =

=
N−m∑
n=0

nCn
N−m

( p1

1− p2

)n(1− p2 − p1

1− p2

)N−m−n

.

Tî÷íî òàêîé æå ñóììîé âûðàæàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ñ ðàñïðåäåëåíèåì Bi

(
N−m, p1

1− p2

)
, îíî ðàâíî

p1

1− p2
(N−m).

Çíà÷èò,
E (h1|h2) =

p1

1− p2
(N − h2).

Ïðèìåð 79. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2 íåçàâèñèìû, L(ξk) = Π(λk);
ïóñòü η = ξ1 + ξ2. Íàéòè E (ξ1|η).

Çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ L(ξ1|η) çàäàåòñÿ íàáîðîì âåðîÿòíîñòåé

P(ξ1 = m|η = n) =
P(ξ1 = m, η = n)

P(η = n)
=

=
P(ξ1 = m, ξ2 = n−m)

P(η = n)
=

λm
1

m!
e−λ1

λn−m
2

(n−m)!
e−λ2

(λ1 + λ2)
n

n!
e−(λ1+λ2)

=

=
n!

m!(n−m)!

λm
1 λ

n−m
2

(λ1 + λ2)n
= Cm

n p
m(1− p)n−m,
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ãäå p =
λ1

λ1 + λ2
. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî

L (ξ1|η = n) = Bi(n, p).

Çíà÷èò, E (ξ1|η = n) = np = n
λ1

λ1 + λ2
. Îòñþäà

E (ξ1|η) =
λ1

λ1 + λ2
η.

Òåîðåìà 21. (òîæäåñòâî Âàëüäà). Ïóñòü X1, X2, . . . � íåçàâèñèìûå
îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ êîíå÷íûì EX1. Ïóñòü
ξ � ïîëîæèòåëüíàÿ öåëî÷èñëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ êîíå÷íûì E ξ.
Òîãäà

E
( ξ∑

i=1

Xi

)
= EX1E ξ. (36)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé ïîëíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

E
( ξ∑

i=1

Xi

)
= E E

( ξ∑
i=1

Xi

∣∣∣ξ).
Âû÷èñëèì ñíà÷àëà

E
( ξ∑

i=1

Xi

∣∣∣ξ = n
)

= E
( n∑

i=1

Xi

)
= nEX1.

Çíà÷èò,

E
( ξ∑

i=1

Xi

∣∣∣ξ) = ξEX1.

Âçÿâ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îò îáåèõ ÷àñòåé ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà,
ïîëó÷èì (36).

5.7 Óñëîâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ
â íåïðåðûâíûõ ìîäåëÿõ

Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ = (ξ1, ξ2)
T ñ ïëîòíîñòüþ

ðàñïðåäåëåíèÿ fξ(x, y).
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Óñëîâíîé ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ1 ïðè
óñëîâèè ξ2 = y íàçûâàåòñÿ

fξ1|ξ2
(x, y) =

{
fξ(x, y)/fξ2

(y), fξ2
(y) > 0,

0, fξ2
(y) = 0.

(37)

Óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ1 ïðè óñëîâèè
ξ2 = y ïðèíÿòî íàçûâàòüôóíêöèåé ðåãðåññèè ξ1 ïî ξ2. Îíî âû÷èñëÿåòñÿ
êàê

E (ξ1|ξ2 = y) =

+∞∫
−∞

x fξ1|ξ2
(x, y) dx =

1

fξ2
(y)

+∞∫
−∞

x fξ(x, y) dx.

Óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå E (ξ1|ξ2) íàçûâàåòñÿ ðåãðåññèåé ξ1
ïî ξ2. Êðèâàÿ ñ óðàâíåíèåì x = E (ξ1|ξ2 = y) íàçûâàåòñÿ ëèíèåé ðåãðåññèè
ξ1 ïî ξ2.

Ïðèìåð 80. Íàéäåì ðåãðåññèþ ξ1 ïî ξ2, åñëè ξ = (ξ1, ξ2)
T èìååò íåâûðîæäåííûé

íîðìàëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñ âåêòîðîì ñðåäíèõ è êîâàðèàöèîííîé
ìàòðèöåé

m =

(
m1

m2

)
, Σξ =

(
σ2

1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

)
.

Ïëîòíîñòü âåêòîðà ξ = (ξ1, ξ2)
T èìååò âèä (32). Èçâåñòíî (ñì. ïàðàãðàô

5.4), ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ2 ∼ N (m2, σ
2
2).Ïîýòîìó óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü

fξ1|ξ2
(x, y) =

1
√

2πσ1
√

1− ρ2
exp

{
− 1

2σ2
1(1− ρ2)

G(x, y)
}
,

ãäå ÷åðåç G(x, y) îáîçíà÷åíî âûðàæåíèå

σ2
1

(
(x−m1)

2

σ2
1

+
(y −m2)

2

σ2
2

− 2ρ(x−m1)(y −m2)

σ1σ2

)
−

− σ2
1(1− ρ2)

(y −m2)
2

σ2
2

=

= (x−m1)
2 − 2ρσ1(x−m1)(y −m2)

σ2
+ σ2

1ρ
2 (y −m2)

2

σ2
2

=

=
(
(x−m1)− ρ

σ1

σ2
(y −m2)

)2
.
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Òàêèì îáðàçîì,

fξ1|ξ2
(x, y) =

exp
{

−1
2σ2

1(1−ρ2)

(
x−m1 − ρσ1

σ2
(y −m2)

)2}
√

2πσ1
√

1− ρ2
.

Ýòî ïëîòíîñòü íîðìàëüíîãî çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ, à èìåííî

L(ξ1|ξ2 = y) = N
(
m1 + ρ

σ1

σ2
(y −m2), σ

2
1(1− ρ2)

)
.

Çíà÷èò, ôóíêöèÿ ðåãðåññèè

E (ξ1|ξ2 = y) = m1 + ρ
σ1

σ2
(y −m2).

Òîãäà
E (ξ1|ξ2) = m1 + ρ

σ1

σ2
(ξ2 −m2).

Ëèíèÿ ðåãðåññèè x = m1 + ρ
σ1

σ2
(y − m2) � ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç

òî÷êó (m1,m2), ïðè÷åì îíà èìååò ïîëîæèòåëüíûé íàêëîí ïðè ρ > 0 è
îòðèöàòåëüíûé ïðè ρ < 0 (ñì. ðèñ. 52). ×åì |ρ| áëèæå ê 1, òåì áëèæå
ê ýòîé ïðÿìîé ñîñðåäîòî÷åíî ðàñïðåäåëåíèå ξ. Îäíàêî, ïðè 0 < |ρ| < 1
ëèíèÿ ðåãðåññèè íå ñîâïàäàåò ñ îñüþ ðàññåèâàíèÿ.

Ðèñ. 52

Ïðèìåð 81. Ïóñòü ξ1, ξ2 � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ f(x) è êîíå÷íûì ìàòåìàòè÷åñêèì
îæèäàíèåì. Ïóñòü

η1 = min{ξ1, ξ2}, η2 = max{ξ1, ξ2}.

Ïóñòü íàáëþäåíèþ äîñòóïíà òîëüêî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η2. Ïîñòðîèì
îïòèìàëüíûé â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì ïðîãíîç äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
η1.
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Ñíà÷àëà íàéäåì äâóìåðíóþ ïëîòíîñòü ñëó÷àéíîãî âåêòîðà fη(x, y).
Ñîãëàñíî òåîðåìå î ñâîéñòâàõ äâóìåðíîé ïëîòíîñòè, ïðè x < y, ïðè
ε, δ → 0

P{x < η1 < x + δ, y < η2 < y + ε} = δ ε
(
fη(x, y) + o(1)

)
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè 0 < δ, ε < y − x èìååì

P{x < η1 < x+ δ, y < η2 < y + ε} =

= P{x < ξ1 < x+ δ, y < ξ2 < y + ε}+
+ P{x < ξ2 < x+ δ, y < ξ1 < y + ε} =

= fξ1
(x)fξ2

(y)δε (1 + o(1)) + fξ2
(x)fξ1

(y)δε (1 + o(1)) =

= 2f(x)f(y)δε (1 + o(1)) , ε, δ → 0.

Ïðèðàâíèâàÿ äâà âûðàæåíèÿ äëÿ âåðîÿòíîñòè è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè
ε, δ → 0, ïîëó÷èì

fη(x, y) = 2f(x)f(y), x < y.

Òåïåðü âû÷èñëèì ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ η2:

fη2
(y) =

y∫
−∞

fη(x, y)dx = 2

y∫
−∞

f(x)f(y)dx =

= 2f(y)

y∫
−∞

f(x)dx = 2f(y)F (y).

Òîãäà, ñîãëàñíî ôîðìóëå (37), èìååì ïðè x < y

fη1|η2
(x, y) =

fη(x, y)

fη2
(y)

=
2f(x)f(y)

2f(y)F (y)
=
f(x)

F (y)
.

Çíà÷èò,

E (η1|η2 = y) =

∫
xfη1|η2

(x, y)dx =
1

F (y)

y∫
−∞

xf(x)dx.
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Ïîäñòàâëÿÿ â ïîñëåäíþþ ôîðìóëó η2 âìåñòî y, ïîëó÷àåì

E (η1|η2) =
1

F (η2)

η2∫
−∞

xf(x)dx.

Íàïðèìåð, åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1 è ξ2 ðàñïðåäåëåíû ðàâíîìåðíî
íà [0, 1] (ïðèìåð 70), òî f(x) = 1, F (x) = x, x ∈ [0, 1],

E (η1|η2) =
1

η2

η2∫
0

xdx =
η2

2
.

5.8 Ôîðìóëà ñâåðòêè

Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η íåçàâèñèìû è èìåþò ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
Fξ(x) è Fη(x) ñîîòâåòñòâåííî. Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ðàñïðåäåëåíèe
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ + η.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì íåçàâèñèìûå äèñêðåòíûå ξ è η. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
x1, x2, . . . è y1, y2, . . . âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η. Â
äèñêðåòíîì ñëó÷àå óäîáíåå ãîâîðèòü îá îòäåëüíûõ âåðîÿòíîñòÿõ P{ξ +
η = zn}. Ñîãëàñíî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè èìååì

P{ξ + η = zk} =
∑

n,m≥1:
xn+ym=zk

P{ξ = xn}P{η = ym}.

Ýòî äèñêðåòíàÿ ôîðìóëà ñâåðòêè. Ðàíåå ìû óæå ïðèìåíÿëè ýòó ôîðìóëó,
ñì. òåîðåìó 4.

Ïðèìåð 82. Â ïàðàãðàôå 3.4 áûëî ââåäåíî ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå
êàê ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà èñïûòàíèé Áåðíóëëè äî ïåðâîãî óñïåõà âêëþ÷èòåëüíî.
Íàéäåì ñâåðòêó m òàêèõ ðàñïðåäåëåíèé.

Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû τ1, τ2, . . . íåçàâèñèìû è èìåþò ãåîìåòðè÷åñêîå
ðàñïðåäåëåíèå, çàäàâàåìîå ôîðìóëîé (14). Òîãäà ïðè n ≥ 2

P{τ1 + τ2 = n} =
n−1∑
k=1

P{τ1 = k}P{τ2 = n− k} =

=
n−1∑
k=1

p(1− p)k−1p(1− p)n−k−1 =
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=
n−1∑
k=1

p2(1− p)n−2 =(n− 1)p2(1− p)n−2 = C1
n−1p

2(1− p)n−2.

Äàëåå, ïðè n ≥ 3

P{τ1 + τ2 + τ3 = n} =
n−2∑
k=1

P{τ1 + τ2 = n− k}P{τ3 = k} =

=
n−2∑
k=1

(n− k − 1)p2(1− p)n−k−2p(1− p)k−1 =

=
n−2∑
k=1

(n− 1− k)p3(1− p)n−3 =
(n− 2)(n− 1)

2
p3(1− p)n−3 =

= C2
n−1p

3(1− p)n−3.

Ïî èíäóêöèè ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

P{τ1 + . . .+ τm = n} = Cm−1
n−1 p

m(1− p)n−m, n ≥ m.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà τ1+. . .+τm ðàâíà ÷èñëó èñïûòàíèé äîm-ãî óñïåõà â
èñïûòàíèÿõ Áåðíóëëè. Åå çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ íàçûâàþò îòðèöàòåëüíûì
áèíîìèàëüíûì.

Ïóñòü ξ è η � íåçàâèñèìûå íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ïëîòíîñòÿìè
fξ(x) è fη(x). Î÷åâèäíî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ + η òàêæå áóäåò
íåïðåðûâíîé. Íàéäåì åå ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ. Òàê êàê ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû ξ è η íåçàâèñèìû, òî èõ ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f(ξ,η)(x, y) = fξ(x)fη(y).

Çíà÷èò,

Fξ+η(z) = P{ξ + η < z} =

∫∫
x+y<z

f(ξ,η)(x, y)dxdy =

=

+∞∫
−∞

fη(y)dy

z−y∫
−∞

fξ(x)dx =

+∞∫
−∞

fη(y)Fξ(z − y)dy;

fξ+η(z) = F ′
ξ+η(z) =

+∞∫
−∞

fη(y)F
′
ξ(z − y)dy =

+∞∫
−∞

fη(y)fξ(z − y)dy.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà 22. Åñëè ξ è η � íåçàâèñèìûå íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû,
fξ(x) è fη(x) � èõ ïëîòíîñòè, òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ + η � íå-
ïðåðûâíàÿ ñ ïëîòíîñòüþ

fξ+η(x) = fξ ∗ fη(x) =

+∞∫
−∞

fξ(y)fη(x− y)dy. (38)

Ôîðìóëà (38) íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé ñâåðòêè äëÿ íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé.

Ïðèìåð 83. Ïóñòü ξ è η � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ξ ∼
R[0, 1], η ∼ R[0, 2]. Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
ξ + η.

Èìååì
fξ(x) = 1[0,1](x), fη(x) =

1

2
· 1[0,2](x).

Ïîñêîëüêó 0 ≤ ξ ≤ 1, 0 ≤ η ≤ 2, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ+ η íå ïðèíèìàåò
çíà÷åíèé âíå îòðåçêà [0, 3]. Âû÷èñëèì åå ïëîòíîñòü f(x) = fξ+η(x) ïðè
x ∈ [0, 3] ïî ôîðìóëå (38).

f(x) =

1∫
0

fη(x− y)dy =

∫
[0,1]∩[x−2,x]

dy

2
=


x/2 íà [0, 1],
1/2 íà (1, 2),

(3− x)/2 íà [2, 3].

Ãðàôèê ïëîòíîñòè ïîêàçàí íà ðèñ. 53.

Ðèñ. 53

Ïðèìåð 84. Óñòðîéñòâî ñîñòîèò èç îäíîãî ðàáîòàþùåãî ýëåìåíòà (îñíîâíîãî)
è îäíîãî ðåçåðâíîãî, ïðè÷åì â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ðàáîòàåò òîëüêî
îäèí ýëåìåíò. Åñëè îñíîâíîé ýëåìåíò âûõîäèò èç ñòðîÿ, îí ñðàçó çàìåíÿåòñÿ
ðåçåðâíûì. Ïðè ïîëîìêå ðåçåðâíîãî ýëåìåíòà óñòðîéñòâî âûõîäèò èç
ñòðîÿ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî óñòðîéñòâî ïðîðàáîòàåò íå ìåíåå
150 ÷àñîâ, åñëè ñðåäíåå âðåìÿ ðàáîòû îñíîâíîãî ýëåìåíòà ñîñòàâëÿåò 100
÷àñîâ, ðåçåðâíîãî 120 ÷àñîâ, è âðåìÿ ðàáîòû îáîèõ ýëåìåíòîâ ñ÷èòàåòñÿ
ðàñïðåäåëåííûì ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó.
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Ïóñòü ξ � âðåìÿ ðàáîòû îñíîâíîãî ýëåìåíòà, η � ðåçåðâíîãî ýëåìåíòà.
Î÷åâèäíî, ξ è η íåçàâèñèìû. Ñîãëàñíî óñëîâèþ

ξ ∼ Exp(λ), η ∼ Exp(µ),

è òàê êàê Eξ = λ−1 = 100, E η = µ−1 = 120, èìååì λ = 0,01, µ = 0,0083.
Âðåìÿ ðàáîòû óñòðîéñòâà ðàâíî ξ + η, ïîýòîìó ñîãëàñíî ôîðìóëå (38)
ïðè y > 0

fξ+η(y) =

+∞∫
−∞

fξ(x)fη(y − x)dx =

=

y∫
0

λe−λxµe−µ(y−x)dx = λµe−µy

y∫
0

e−λx+µxdx =

= λµe−µy e
x(µ−λ)

µ− λ

∣∣∣∣y
0

=
λµ

µ− λ

(
e−λy − e−µy

)
.

Íà ðèñ. 54 ïîêàçàíû ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ äâóõ ñëàãàåìûõ è èõ ñóììû.

Ðèñ. 54

Òîãäà

P{ξ + η > T} =

+∞∫
T

fξ+η(y)dy =
λµ

µ− λ

+∞∫
T

(
e−λy − e−µy

)
dy =

=

(
1

λ
− 1

µ

)−1 (
−1

λ
e−λy +

1

µ
e−µy

)∣∣∣∣+∞
T

=

=

(
1

λ
− 1

µ

)−1 (
1

λ
e−λT − 1

µ
e−µT

)
.
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Ïîäñòàâëÿÿ â ïîñëåäíþþ ôîðìóëó íàéäåííûå âûøå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ
λ è µ è T = 150 , ïîëó÷èì

P{ξ + η > 150} =

= (100− 120)−1
(
100e−150/100 − 120e−150/120

)
=

= − 1

20

(
100e−1,5 − 120e−1,25) = 0,603.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñâåðòêó ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàçíûõ òèïîâ. Ïóñòü
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ äèñêðåòíà è ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ x1, x2, . . ., à η íå
çàâèñèò îò íåå è íåïðåðûâíà, fη(x) � åå ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ. Òîãäà

Fξ+η(z) = P{ξ + η < z} =
∑

k

P{ξ = xk}P{η < z − xk} =

=
∑

k

P{ξ = xk}Fη(z − xk).

Äèôôåðåíöèðóÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïî z, ïîëó÷èì

fξ+η(z) =
∑

k

P{ξ = xk}fη(z − xk). (39)

Ïðèìåð 85. Ïî êàíàëó ñâÿçè ïåðåäàþòñÿ äâîè÷íûå çíàêè, ïðè÷åì ñîîòíîøåíèå
ïåðåäàâàåìûõ íóëåé è åäèíèö ñîñòàâëÿåò 1 ê 2. Äàëåå ê çíàêó íåçàâèñèìî
ïðèáàâëÿåòñÿ ñëó÷àéíàÿ ïîìåõà, ðàñïðåäåëåííàÿ ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå
[0, 1]. Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ðåçóëüòèðóþùåãî ñèãíàëà.

Ïóñòü ξ � ïåðåäàííûé çíàê. Ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
ξ èìååò âèä

ξ 0 1
P 1/3 2/3.

Ïóñòü η � ñëó÷àéíàÿ ïîìåõà, fη(x) = 1, x ∈ [0, 1]. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (39)
èìååì

fξ+η(z) = P{ξ = 0}fη(z) + P{ξ = 1}fη(z − 1) =

=
1

3
fη(z) +

2

3
fη(z − 1) =


1/3, z ∈ (0, 1),
2/3, z ∈ (1, 2),
0, z /∈ [0, 2].
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Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ξ + η èìååò âèä

Fξ+η(z) =


0, z ≤ 0,
z/3, 0 < z ≤ 1,

(2z − 1)/3, 1 < z ≤ 2,
1, z > 2.

Ãðàôèêè ïëîòíîñòè è ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 55.

Ðèñ. 55

5.9 Ôóíêöèè äâóìåðíûõ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ

Ïóñòü ξ = (ξ1, ξ2)� äèñêðåòíûé äâóìåðíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð ñ äâóìåðíûì
ðÿäîì ðàñïðåäåëåíèÿ

ξ1\ξ2 y1 y2 . . . yj . . .

x1 p11 p12 . . . p1j . . .

x2 p21 p22 . . . p2j . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

xi pi1 pi2 . . . pij . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ïóñòü g : R2 → R � ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ. Îïðåäåëèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó
η = g(ξ) = g(ξ1, ξ2), êîòîðàÿ áóäåò ôóíêöèåé îò äâóìåðíîãî ñëó÷àéíîãî
âåêòîðà ξ = (ξ1, ξ2). ßñíî, ÷òî η áóäåò äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé.

Íàéäåì åå ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç z1, z2, . . . âñå ðàçëè÷íûå
çíà÷åíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ îáðàçàìè òî÷åê ìíîæåñòâà {(xi, yj)}i,j≥1 ïðè îòîáðàæåíèè
g, òî åñòü äëÿ êàæäîãî k = 1, 2, . . . íàéäóòñÿ òàêèå èíäåêñû i, j ≥ 1, äëÿ
êîòîðûõ zk = g(xi, yj). Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé ïîëíîé âåðîÿòíîñòè, ìîæíî
çàïèñàòü, ÷òî

P{η = zk} =
∑

i,j: g(xi,yj)=zk

pij, k = 1, 2, . . .
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Ïîÿñíèì íà ïðèìåðå, êàê ñòðîèòñÿ ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ η.

Ïðèìåð 86. Ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ äâóìåðíîãî äèñêðåòíîãî ñëó÷àéíîãî
âåêòîðà èìååò âèä

ξ1\ξ2 −1 0 1
−1 0,05 0,2 0,1
0 0,2 0,15 0,05
1 0,1 0,05 0,1

Íàéòè çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η = ξ1ξ2.

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
η = ξ1ξ2 � ìíîæåñòâî {−1, 0, 1}. Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà èç ýòîãî ìíîæåñòâà
âû÷èñëèì åãî âåðîÿòíîñòü

P{η = −1} = P{ξ1 = −1, ξ2 = 1}+ P{ξ1 = 1, ξ2 = −1} = 0,2,

P{η = 1} = P{ξ1 = 1, ξ2 = 1}+ P{ξ1 = −1, ξ2 = −1} = 0,15,

P{η = 0} = 1−P{η = −1} −P{η = 1} = 0,65.

Òàêèì îáðàçîì, ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ η èìååò âèä

−1 0 1
0,2 0,65 0,15

Îïèñàííûé âûøå ñïîñîá åñòåñòâåííûì îáðàçîì ìîæíî îáîáùèòü íà
ñëó÷àé g : R2 → R2. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ äâóìåðíîãî ðÿäà ðàñïðåäåëåíèÿ
ñëó÷àéíîãî âåêòîðà η = g(ξ1, ξ2) òî÷íî òàê æå áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé
ïîëíîé âåðîÿòíîñòè, ñ òîé ðàçíèöåé, ÷òî ýëåìåíòû ìíîæåñòâà {z1, z2, . . .}
� äâóìåðíûå òî÷êè.

Ïðèìåð 87. Äëÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà íàéäåì
çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðà

η = (ξ2
1 − ξ2

2 , |ξ1ξ2|).
Ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîãî âåêòîðà η åñòü

{(−1, 0), (0, 0), (1, 0), (0, 1)}.
Âû÷èñëèì âåðîÿòíîñòè äëÿ êàæäîé òî÷êè èç ýòîãî ìíîæåñòâà

P{η = (−1, 0)} = P{ξ1 = 0, ξ2 = ±1} = 0,2 + 0,05 = 0,25,

P{η = (0, 0)} = P{ξ1 = 0, ξ2 = 0} = 0,15,

P{η = (1, 0)} = P{ξ1 = ±1, ξ2 = 0} = 0,2 + 0,05 = 0,25,

P{η = (0, 1)} = P{ξ1 = ±1, ξ2 = ±1} = 0,35.
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Òåïåðü ìîæåì çàïèñàòü äâóìåðíûé ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ η:

η1\η2 0 1
−1 0,25 0
0 0,15 0,35
1 0,25 0

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ôóíêöèÿì îò íåïðåðûâíûõ äâóìåðíûõ âåêòîðîâ.
Ïóñòü ξ = (ξ1, ξ2)� íåïðåðûâíûé äâóìåðíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð ñ ïëîòíîñòüþ
fξ(x, y), g : R2 → R. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî A ⊆ R

P{ξ ∈ A} =

∫∫
(x,y)∈A

fξ(x, y)dxdy.

Âîñïîëüçóåìñÿ ýòèì ñâîéñòâîì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η = g(ξ):

Fη(z) = P{η < z} = P{g(ξ1, ξ2) < z} =

∫∫
g(x,y)<z

fξ(x, y)dxdy.

Äàëåå, ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ (åñëè η � íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà)
ìîæíî íàéòè, äèôôåðåíöèðóÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïî z.

Ïðèìåð 88. Ïóñòü ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ = (ξ1, ξ2) ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí
â ïðÿìîóãîëüíèêå

D = {(x, y) : 0 < x < 4, −1 < y < 4}.
Íàéäåì ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η = ξ1ξ2. Çàìåòèì,
÷òî η íåïðåðûâíà è ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ èç (−4, 16). Çíà÷èò,
Fη(z) = 0 ïðè z ≤ −4 è Fη(z) = 1 ïðè z ≥ 16. Òîãäà ïðè −4 < z < 16

Fη(z) = P{ξ1ξ2 < z} = P{ξ2 < z/ξ1} =

∫∫
0<x<4

−1<y<z/x

fξ(x, y)dxdy.

Ïóñòü ñíà÷àëà−4 < z < 0. Îáëàñòü, ïî êîòîðîé èíòåãðèðóåì, îãðàíè÷åíà
êðèâûìè y = −1, x = 4, y = z/x (ñì. ðèñ. 56). Çíà÷èò,

Fη(z) =

4∫
−z

z/x∫
−1

1

20
dydx =

1

20

4∫
−z

(z
x

+ 1
)
dx =

=
1

20
(z ln |x|+ x)

∣∣∣4
x=−z

=
1

20
(z ln 4− z ln |z|+ 4 + z) .
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Ðèñ. 56

Ïóñòü òåïåðü 0 < z < 16. Òîãäà èíòåãðèðóåì ïî çàøòðèõîâàííîé
îáëàñòè (ðèñ. 57). Â ýòîì ñëó÷àå ïðîùå âû÷èñëèòü èíòåãðàë ïî íåçàøòðèõîâàííîé
÷àñòè D, à ïîòîì âû÷åñòü ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå èç åäèíèöû. Èìååì

Fη(z) = 1−
4∫

z/4

4∫
z/x

1

20
dydx = 1− 1

20

4∫
z/4

(
4− z

x

)
dx =

= 1− 4x− z ln |x|
20

∣∣∣4
x=z/4

= 1− 1

20

(
16− z − z ln 4 + z ln

z

4

)
.

Ðèñ. 57

Íàéäåì ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

fη(z) =
d

dz
Fη(z) =


0, z /∈ (0, 16),

0,05 ln |4/z|, −4 < z < 0,
0,05 ln(16/z), 0 < z < 16.

Ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèâåäåí íà ðèñ. 58.
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Ðèñ. 58

Ãðàôèê ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèâåäåí íà ðèñ. 59.

Ðèñ. 59

Òîò æå ïðèåì ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ôóíêöèé g : R2 → R2. À
èìåííî, ïóñòü η = g(ξ) =

(
g1(ξ1, ξ2), g2(ξ1, ξ2)

)
. Òîãäà

Fη(u, v) = P{η1 < u, η2 < v} =

= P{g1(ξ1, ξ2) < u, g2(ξ1, ξ2) < v} =

∫∫
g1(x,y)<u,
g2(x,y)<v

fξ(x, y)dxdy.

Ïðèìåð 89. Êîîðäèíàòà òî÷êè ξ = (ξ1, ξ2), áðîøåííîé íà ïëîñêîñòü,
èìååò äâóìåðíûé íîðìàëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íóëåâûì ñðåäíèì
è êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé

Σξ =

(
σ2 ρσ2

ρσ2 σ2

)
, |ρ| < 1.

Íàéòè çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò (R,ϕ) ýòîé òî÷êè.
Òàê êàê ξ1 = R cosϕ, ξ2 = R sinϕ, ïðè v > 0, 0 6 u < 2π èìååì

F(R,ϕ)(u, v) = P{R < u, ϕ < v} =

∫∫
D

fξ(x, y)dxdy,
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îáëàñòü D çàøòðèõîâàíà íà ðèñ. 60.

Ðèñ. 60

Òàê êàê

fξ(x, y) =
1

2πσ2
√

1− ρ2
exp

{
−x

2 + y2 − 2ρxy

2σ2(1− ρ2)

}
=

=
1

2πσ2
√

1− ρ2
exp

{
−r

2(1− ρ sin 2α)

2σ2(1− ρ2)

}
.

Òîãäà èíòåãðàë ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

F(R,ϕ)(u, v) =

v∫
0

u∫
0

rfξ drdα =

=

v∫
0

u∫
0

r

2πσ2
√

1− ρ2
exp

{
−r

2 (1− ρ sin 2α)

2σ2(1− ρ2)

}
drdα =

=
1

2πσ2
√

1− ρ2

v∫
0

u∫
0

r exp

{
−r

2 (1− ρ sin 2α)

2σ2(1− ρ2)

}
drdα.

Çíà÷èò,

f(R,ϕ)(u, v) =
∂2

∂u∂v
F(R,ϕ)(u, v) =

r

2πσ2
√

1− ρ2
exp

{
− r2

2σ2(1− ρ2)
(1− ρ sin 2α)

}
.

Çàäà÷è ïî òåìå ãëàâû 5

5.1. Â ÿùèêå áûëî 6 áåëûõ è 4 ñèíèõ øàðà. Äâîå îäíîâðåìåííî âçÿëè ïî òðè øàðà.
Ïóñòü X � ÷èñëî ñèíèõ øàðîâ ó ïåðâîãî, Y ó âòîðîãî. Íàéòè:
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à) äâóìåðíûé ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ (X, Y ),
á) ìàðãèíàëüíûå ðàñïðåäåëíèÿ X è Y ,
â) âåêòîð ñðåäíèõ è ìàòðèöó êîâàðèàöèè,
ã) óñëîâíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ P(Y = ·|X),
ä) óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå E (Y |X),
å) çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû Z = XY .

5.2. Ïîäáðîñèëè 4 ìîíåòû: 1, 2, 5 è 10 ðóáëåé. Íàéòè êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè
ìåæäó ÷èñëîì ìîíåò, âûïàâøèõ ðåøêàìè, è ñóììîé íîìèíàëîâ ýòèõ ðåøåê.

5.3. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ òî÷êà (X, Y ) ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â êðóãå {X2 +Y 2 < 1}.
Íàéòè:

à) äâóìåðíóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ (X, Y ) è ìàðãèíàëüíûå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëíèÿ
X è Y ,

á) ìàòðèöó êîâàðèàöèè è êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè X è Y ;
â) óñëîâíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ P(Y = ·|X);
ã) äîêàçàòü, ÷òî X è Y çàâèñèìû.

5.4. Ïóñòü X,Y � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ïðè÷åì DX = 1, DY = 3.
Íàéòè êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè X + Y è 2X + 3Y .

5.5. Ïóñòü ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ íà [0; 1]. Íàéòè
êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ξ è ξ2.

5.6. Ïóñòü ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî íóëÿ.
Äîêàçàòü, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è ξ2 çàâèñèìû, íî íå êîððåëèðîâàíû.

5.7. Ïóñòü ξ ∼ Exp(λ), è ïóñòü η = [ξ]� åå öåëàÿ ÷àñòü. Íàéòè óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå E (ξ|η).

5.8. Çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ = (ξ1, ξ2) çàäàí òàáëèöåé

ξ1\ξ2 −1 0 2
−2 0,2 0,15 0,1
1 0,1 0,05 0,2
2 0,05 0 0,15

Íàéòè
à) äâóìåðíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðà ξ;
á) çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò ξ1 è ξ2,
â) âåêòîð ñðåäíèõ è êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó äëÿ ξ,

ã) çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ς =

[
ξ1ξ2

|ξ1 − ξ2|

]
.

5.9. Ïóñòü ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ = (ξ1, ξ2) ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí â òðåóãîëüíèêå
{|x| < y < 1}. Íàéòè

à) äâóìåðíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ,
á) îäíîìåðíûå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ξ1 è ξ2,
â) âåêòîð ñðåäíèõ è êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó äëÿ ξ,
ã) ðåãðåññèþ ξ2 ïî ξ1.
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5.10. Ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ = (ξ1, ξ2) èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ fξ(x, y) = A sin(x+
y), 0 ≤ x ≤ π/2, 0 ≤ y ≤ π/2. ×åìó ðàâíà êîíñòàíòà A ? Íàéòè

à) âåêòîð ñðåäíèõ è êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó äëÿ ξ,
á) çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò ξ1 è ξ2,
â) ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû η = ξ1 + ξ2.

5.11. Ïóñòü (X, Y ) ∼ N (0, I). Íàéòè âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ òî÷êè (X, Y ) âíóòpü
òðàïåöèè ñ âåðøèíàìè (1, 0), (1, 1), (2, 2), (2, 0). Óêàçàíèå: âîñïîëüçîâàòüñÿ ñèììåòðèåé
îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé {x = y}.

5.12. Ïóñòü (X, Y ) � äâóìåðíîå ãàóññîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå, ïðè÷åì EX = EY = 1,
DX = 2, DY = 5, cov(X, Y ) = 3. Íàéòè ïëîòíîñòü äâóìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

5.13. Ïëîòíîñòü äâóìåðíîãî ãàóññîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

f(x, y) = C exp(−2x2 − y2 + xy − 3x+ y).

Íàéòè êîíñòàíòó C, âåêòîð ñðåäíèõ è ìàòðèöó êîâàðèàöèè.

5.14. Äëÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà

ξ =

(
X
Y

)
∼ N

((
1
2

)
,

(
2 1
1 3

))
íàéòè ðåãðåññèþ Y ïî X è ðåãðåññèþ X ïî Y .

5.15. Íàéòè ýëëèïñ ðàññåèâàíèÿ, âíóòðü êîòîðîãî ñëó÷àéíàÿ òî÷êà ñ ðàñïðåäåëåíèåì
èç çàäà÷è 5.12 ïîïàäàåò ñ âåðîÿòíîñòüþ 90%. Óêàçàíèå: ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì
(ñì. ñëåäñòâèå 5.1) ïåðåéòè ê ñòàíäàðòíîìó äâóìåðíîìó íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ
è ïðèìåíèòü ðàñïðåäåëåíèå Ðýëåÿ, ñì. ïðèìåð 77.

5.16. Â êîðîáêå ëåæàò øàðû ñ íîìåðàìè îò 1 äî 9. Áåðåì îáåèìè ðóêàìè ïî øàðó.
ÏóñòüX � íîìåð øàðà, âçÿòîãî ïðàâîé ðóêîé, Y � ëåâîé. Íàéòè óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå E (Y |X).

5.17. Ïîäáðîñèëè 6 ìåäíûõ è 3 ñåðåáðÿíûå ìîíåòû. Íà íèõ âûïàäåò X îðëîâ, â
òîì ÷èñëå Y îðëîâ íà ñåðåáðÿíûõ. Íàéòè óñëîâíûå ðàñïðåäåëíèÿ P{Y = ·|X = x},
x = 0, . . . , 9.

5.18. Â êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 1 íàóäà÷ó áðîñàåòñÿ òî÷êà, (X,Y ) � åå êîîðäèíàòû.
Äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà z íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî XY < z.

5.19. Ïóñòü ξ è η � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå
íà [0, a]. Ïóñòü X = ξ + η, Y = |ξ − η|. Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî
âåêòîðà (X, Y ).

5.20. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . � íåçàâèñèìûe ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ðàñïðåäåëåíèåì Exp(1).
Äîêàçàòü, ÷òî âåëè÷èíà ξ1 + . . .+ ξn èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

fn(x) =
1

Γ(n)
xn−1e−x

(ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå). Óêàçàíèå: ïðèìåíèòü èíäóêöèþ ïî n.
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6 Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë è öåíòðàëüíàÿ

ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà

6.1 Íåðàâåíñòâà Ìàðêîâà è ×åáûø�åâà

Òåîðåìà 23. (Håðàâåíñòâî Ìàðêîâà). Ïóñòü ξ � íåîòðèöàòåëüíàÿ
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ êîíå÷íîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå.
Òîãäà ïðè ëþáîì C > 0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

P{ξ ≥ C} ≤ E ξ

C
. (40)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó

η = C · 1{ξ≥C}.

Âñåãäà η ≤ ξ, è ïî ñâîéñòâó ìîíîòîííîñòè ïîëó÷àåòñÿE η ≤ E ξ. Ïîñêîëüêó
E η = C P{ξ ≥ C}, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî (40).

Ïðèìåð 90. Ñòóäåíò Èâàíîâ â ñðåäíåì îïàçäûâàåò íà ëåêöèþ íà ïÿòü
ìèíóò. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ìàðêîâà, îöåíèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
Èâàíîâ îïîçäàåò íå ìåíåå, ÷åì íà 15 ìèí. Âû÷èñëèòü ýòó âåðîÿòíîñòü
òî÷íî, ñ÷èòàÿ, ÷òî âðåìÿ îïîçäàíèÿ ðàñïðåäåëåíî ýêñïîíåíöèàëüíî, è
ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû.

Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà τ � âðåìÿ îïîçäàíèÿ Èâàíîâà íà ëåêöèþ
â ìèíóòàõ. Èçâåñòíî, ÷òî P{τ ≥ 0} = 1 è E τ = 5. Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó
Ìàðêîâà

P{τ ≥ 15} ≤ E τ

15
=

5

15
=

1

3
.

Âû÷èñëèì ýòó æå âåðîÿòíîñòü, ñ÷èòàÿ ÷òî τ ∼ Exp(λ). Â ýòîì ñëó÷àå
E τ = λ−1 = 5, òî åñòü λ = 0,2. Òîãäà

P{τ ≥ 15} = 1− Fτ(15) = e−15λ = e−3 ≈ 0,05.

Èç ïîëó÷åííûõ ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé âèäíî, ÷òî íåðàâåíñòâî Ìàðêîâà
äàåò äîâîëüíî ãðóáóþ îöåíêó.

Òåîðåìà 24. (Håðàâåíñòâî ×åáûø�åâà). Ïóñòü ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà,
èìåþùàÿ êîíå÷íóþ äèñïåðñèþ. Òîãäà ïðè âñÿêîì ïîëîæèòåëüíîì C

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

P{|ξ − E ξ| ≥ C} ≤ D ξ

C2 . (41)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì òåîðåìó 23 ê íåîòðèöàòåëüíîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíå η = (ξ − E ξ)2.

Ïðèìåð 91. Ïîäáðîñèëè 120 èãðàëüíûõ êîñòåé. Îöåíèòü âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî âûïàäóò îò 15 äî 25 øåñòåðîê.

×èñëî ν âûïàâøèõ øåñòåðîê èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ
ïàðàìåòðàìè n = 120, p = 1/6, îòêóäà

E ν = np = 20, D ν = np(1− p) =
50

3
.

Ïî íåðàâåíñòâó ×åáûø�åâà

P{15 ≤ ν ≤ 25} =

= 1−P{|ν − 20| ≥ 6} ≥ 1− 50/3

62 ≈ 0,54.

Çäåñü òîæå ïîëó÷èëàñü ãðóáàÿ îöåíêà: òî÷íîå çíà÷åíèå îêîëî 0,82.
Çàòî íåðàâåíñòâà Ìàðêîâà è ×åáûø�åâà ïðèìåíèìû äëÿ âñåõ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí áåç êàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé.

6.2 Ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Äàäèì îïðåäåëåíèÿ òðåõ îñíîâíûõ òèïîâ ñõîäèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Îïðåäåëåíèå 28. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξn ñõîäèòñÿ
ïî÷òè íàâåðíîå ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ξ, åñëè

P{|ξn − ξ| −→
n→∞

0} = 1.

Îïðåäåëåíèå 29. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξn ñõîäèòñÿ
ïî âåðîÿòíîñòè ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ξ, åñëè

∀ ε > 0 P{|ξn − ξ| ≥ ε} −→
n→∞

0.

Îáîçíà÷åíèå: ξn
P−→ ξ.

Îïðåäåëåíèå 30. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξn ñõîäèòñÿ
ñëàáî (ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ) ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ξ, åñëè âî âñåõ
òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè Fξ âûïîëíåíî

Fξn
(x) → Fξ(x) ïðè n→∞.

Îáîçíà÷åíèå: ξn
d−→ ξ.
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Âûÿñíèì âçàèìîñâÿçü ýòèõ òðåõ òèïîâ ñõîäèìîñòè.

Òåîðåìà 25. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξn ñõîäèòñÿ
ïî÷òè íàâåðíîå ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ξ, òî ñõîäèòñÿ ê íåé è ïî âåðîÿòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâî

Aε
N = {ω : ∀n > N |ξn(ω)− ξ(ω)| < ε} =

=
∞∧

n=N+1

{ω : |ξn(ω)− ξ(ω)| < ε}

âõîäèò â σ-àëãåáðó ñîáûòèé. Î÷åâèäíî, Aε
N ⇒ Aε

N+1. Â ñèëó ñõîäèìîñòè
ïî÷òè íàâåðíîå, ìû èìååì

∀ ε > 0 P
( ∞∨

N=1

Aε
N

)
= 1.

Ïî íåïðåðûâíîñòè âåðîÿòíîñòè îòñþäà ñëåäóåò

∀ ε > 0 P(Aε
N) −→

N→∞
1.

Èç ýòîãî âûòåêàåò, ÷òî ∀ ε > 0 P{|ξn − ξ| ≥ ε} −→
n→∞

0.

Îáðàòíàÿ èìïëèêàöèÿ íåâåðíà.

Ïðèìåð 92. (Ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè íå âëå÷åò ñõîäèìîñòü ïî÷òè
íàâåðíîå). Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξn íåçàâèñèìû,

P{ξn = n} =
1

n
, P{ξn = 0} = 1− 1

n
. (42)

Òîãäà ξn → 0 ïî âåðîÿòíîñòè, òàê êàê P{|ξn − 0| ≥ ε} = 1/n → 0. Íî
ñõîäèìîñòè ïî÷òè íàâåðíîå ê 0 íå áóäåò: êàêîå áû áîëüøîå N ìû íè
âçÿëè, ïîëó÷èòñÿ

P
{
|ξn − 0| < 1

2
∀n > N

}
=

=
∞∏

n=N+1

(
1− 1

n

)
6

∞∏
n=N+1

e−1/n = exp
∞∑

n=N+1

(
−1

n

)
= 0.

Òåïåðü ïîäðîáíî ðàññìîòðèì ñëàáóþ ñõîäèìîñòü.
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Ïðèìåð 93. 1) Åñëè ξn ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ xn1, . . . , xnm ñ âåðîÿòíîñòÿìè

pn1, . . ., pnm, òî ñõîäèìîñòü ξn
d−→ ξ0 ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî xnj −→

n→∞
x0j,

pnj −→
n→∞

p0j.

2) Ïóñòü P{ξn = k/n} = 1/n, k = 1, . . . , n. Òîãäà ξn
d−→ ξ, ãäå ξ ∼

R[0, 1], ò. å. äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ìîãóò ñëàáî ñõîäèòüñÿ ê
íåïðåðûâíîé.

3) Ïóñòü ξn � íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ

fn(x) =
2n+ 1

2
x2n, |x| < 1.

Òîãäà ξn
d−→ ξ, ãäå P{ξ = −1} = P{ξ = 1} = 1/2, ò. å. íåïðåðûâíûå

ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ìîãóò ñëàáî ñõîäèòüñÿ ê äèñêðåòíîé.

Òåîðåìà 26. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:
(1) ξn ñëàáî ñõîäÿòñÿ ê ξ;
(2) E f(ξn) −→

n→∞
E f(ξ) äëÿ âñÿêîé îãðàíè÷åííîé íåïðåðûâíîé f : R 7→

R;
(3) ϕξn

(t) −→
n→∞

ϕξ(t) ∀ t ∈ R.

Îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè f â ïóíêòå (2) � âàæíîå óñëîâèå. Íàïðèìåð,
ïîñêîëüêó ñòåïåííûå ôóíêöèè íåîãðàíè÷åíû, èç ñëàáîé ñõîäèìîñòè íå
ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ìîìåíòîâ.

Ïðèìåð 94. Cëó÷àéíûå âåëè÷èíû (42) ñëàáî ñõîäÿòñÿ ê 0, òàê êàê
Fξn

(x) = 0 ïðè x < 0 è Fξn
(x) → 1 ïðè x > 0. Hî â òî æå âðåìÿ

E ξn = 1 9 0.

Òåîðåìà 27. Èç ñõîäèìîñòè ïî âåðîÿòíîñòè ñëåäóåò ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ξn
P−→ ξ. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ îãðàíè÷åííóþ

íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ f . Ïóñòü |f | ≤ M . Íàéäåì òàêîå R > 0, ÷òî
P{|ξ| > R} < ε/6M . Ïîñêîëüêó f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà [−R −
1, R + 1], íàéäåòñÿ òàêîå δ, 0 < δ < 1, ÷òî |f(x) − f(y)| < ε/3 ïðè
x, y ∈ [−R− 1, R + 1], |x− y| ≤ δ. Ïîëó÷àåì

|E f(ξn)− E f(ξ)| ≤ E |f(ξn)− f(ξ)| ≤
≤ E

(
|f(ξn)− f(ξ)| · 1{|ξ|≤R}

)
+ 2MP{|ξ| > R} ≤

≤ ε

3
+ 2MP{|ξn − ξ| > δ}+

ε

3
.
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Âòîðîå ñëàãàåìîå ñòàíåò ìåíüøå ε/3 ïðè âñåõ n, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî
Nε. Òàêèì îáðàçîì,

∀ ε > 0 ∃ Nε : ∀ n ≥ Nε |E f(ξn)− E f(ξ)| < ε,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî, òàê êàê ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü ïðèíöèïèàëüíî
îòëè÷àåòñÿ îò ïåðâûõ äâóõ òèïîâ ñõîäèìîñòè: â íåé íå âàæíà âçàèìîñâÿçü
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (îíè ìîãóò áûòü äàæå íåçàâèñèìûìè), à âàæíû ëèøü
èõ ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ïðèìåð 95. Ïóñòü Ω = [0, 1], F � áîðåëåâñêàÿ σ-àëãåáðà, P � ìåðà
Ëåáåãà. Ðàññìîòðèì òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξn:
ïóñòü ξ2k(ω) = ω, ξ2k−1(ω) = 1− ω, k = 1, 2, . . . Òîãäà ïðè 0 < x < 1

Fξn
(x) = P{ξn < x} = x,

òî åñòü Fξn
(x)�ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿR[0, 1]. Çíà÷èò, ξn ñëàáî ñõîäèòñÿ

ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ξ(ω) = ω. Â òî æå âðåìÿ

P{|ξ2k−1 − ξ| > 1/2} = P{|2ω − 1| > 1/2} = 1/2 6→ 0.

Îäíàêî, åñòü îäèí âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè
è ñõîäèìîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ ýêâèâàëåíòíû.

Òåîðåìà 28. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξn ñëàáî
ñõîäèòñÿ ê êîíñòàíòå a, òî ñõîäèòñÿ è ïî âåðîÿòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Cõîäèìîñòü Fξn
(x) → Fa(x) ïðè âñåõ x 6= a îçíà÷àåò,

÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ïðè n→∞

Fξn
(a+ ε) → 1, Fξn

(a− ε) → 0.

Òîãäà

P{|ξn − a| > ε} = P{ξn > a+ ε}+ P{ξn < a− ε} ≤
≤ 1− Fξn

(a+ ε) + Fξn
(a− ε) −→

n→∞
0,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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6.3 Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë

Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë èçâåñòåí äàâíî. Ñìûñë åãî â òîì, ÷òî åñëè ïðîâîäèòñÿ
ìíîãî íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé, ðåàëèçóþùèõ îäèíàêîâîå ðàñïðåäåëåíèå,
òî óñðåäíåííîå çíà÷åíèå íàáëþäàåìîé âåëè÷èíû ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ. Íàïðèìåð, åñëè âåäóòñÿ èçìåðåíèÿ ñî ñëó÷àéíûìè ïîãðåøíîñòÿìè,
íî áåç ñèñòåìàòè÷åñêîé îøèáêè, òî, óñðåäíèâ ðåçóëüòàòû, ìîæíî ïîâûñèòü
òî÷íîñòü, êàê çàìåòèë åùå Ã. Ãàëèëåé.

Äàííóþ ñõåìó ìîæíî îáîáùèòü. Ïóñòü ïðîâîäèòñÿ áîëüøîå ÷èñëî
èñïûòàíèé, ïðè÷åì â i-ì îïûòå íàáëþäàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξi,
i = 1, 2, . . .

Îïðåäåëåíèå 31. Ãîâîðÿò, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
ξ1, ξ2, . . . ñ êîíå÷íûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìèE ξ1,E ξ2, . . . âûïîëíÿåòñÿ
çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 âûïîëíåíî

P
{∣∣ξn − E ξn

∣∣ > ε
}
−→
n→∞

0, ãäå ξn =
ξ1 + . . .+ ξn

n
. (43)

Äëÿ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . ñ E ξ1 =
a óòâåðæäàíèå çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë (43) ïðèíèìàåò âèä

P
{∣∣ξn − a

∣∣ > ε
}
−→
n→∞

0.

Ïåðâîå ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ ÷àñòíîãî
ñëó÷àÿ (èñïûòàíèé ñ îäèíàêîâîé âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà) äàë ß. Áåðíóëëè
â íà÷àëå XVIII â. Îáùåå óòâåðæäåíèå äîêàçàë Ï.Ë. ×åáûø�åâ ïðè ïîìîùè
íåðàâåíñòâà (41).

Òåîðåìà 29. (Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë). Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . � íåçàâèñèìûå
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ E ξi = ai è ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûìè äèñïåðñèÿìè
D ξi = σ2

i ≤ C. Òîãäà äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûïîëíåí çàêîí áîëüøèõ
÷èñåë (43).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé è äèñïåðñèé
(òåîðåìû 2 è 3).

E ξn = an =
E ξ1 + . . .+ E ξn

n
=
a1 + . . .+ an

n
,

D ξn =
D ξ1 + . . .+ D ξn

n2 ≤ nC

n2 =
C

n
.
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Ïî íåðàâåíñòâó ×åáûø�åâà ïîëó÷àåì

P{|ξn − an| ≥ ε} ≤ Dξn

ε2 ≤ C

nε2 −→n→∞
0,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ïðèìåð 96. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëî çåðåí â êîëîñå èìååò ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå
îòêëîíåíèå 10. Â ñêîëüêèõ êîëîñüÿõ íàäî ñîñ÷èòàòü çåðíà, ÷òîáû ñ âåðîÿòíîñòüþ
90% ïîëó÷èòü ñðåäíåå ÷èñëî çåðåí ñ ïîãðåøíîñòüþ ìåíåå 2 ?

ÈìååìD ξi = 100. ×òîáû ïîëó÷èòüP{|ξn−a| ≥ 2} ≤ 0,1 ïî íåðàâåíñòâó
×åáûø�åâà, íóæíî, ÷òîáû D ξn = 0,1 · 22. Ïîñêîëüêó D ξn = 100/n,
ïîëó÷àåì n = 100/0,4 = 250.

Â ñëó÷àå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí çàêîí áîëüøèõ
÷èñåë âûïîëíÿåòñÿ äàæå áåç òðåáîâàíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ äèñïåðñèè:

Òåîðåìà 30. (Õèí÷èí). Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ êîíå÷íûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì a. Òîãäà

P
{∣∣ξn − a

∣∣ > ε
}
−→
n→∞

0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕξ1
(t) = E eitξ1. Òàê êàê ó ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

ξ1 ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå a, òî ϕξ1
(t) = 1+ iat+

o(t) ïðè t→ 0. Òîãäà

ϕξn
(t) =

(
ϕξ1

(t/n)
)n

=
(
1 + ia

t

n
+ o

( t
n

))n

ïðè n→∞.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n→∞, ïîëó÷èì

ϕξn
(t) → eita.

Çíà÷èò, çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ξn ñõîäèòñÿ ê çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ êîíñòàíòû,
ðàâíîé a (ñì. òåîðåìó 26). Ñîãëàñíî òåîðåìå 28, ξn ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè
ê a.

Òåîðåìà 31. (Óñèëåííûé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë). Â óñëîâèÿõ òåîðåìû
30

P
{
ξn −→

n→∞
a
}

= 1.
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6.4 Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà Ëÿïóíîâà

Ðàññìîòðåííûé â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë ãîâîðèò
î áëèçîñòè ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ê ñðåäíåìó
àðèôìåòè÷åñêîìó èõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé, åñëè ïîñëåäíåå êîíå÷íî.
Îäíàêî ÷àñòî áûâàåò íåîáõîäèìî îöåíèòü ñòåïåíü ýòîé áëèçîñòè èëè
âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â íåêîòîðîå çàäàííîå ìíîæåñòâî, è îöåíèòü áîëåå
òî÷íî, ÷åì ïî íåðàâåíñòâó ×åáûø�åâà. Â äàííîì ïàðàãðàôå ðàññìîòðèì
âîïðîñ: êîãäà çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ìîæåò
áûòü àïïðîêñèìèðîâàí íîðìàëüíûì çàêîíîì? Ìû îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî
ñëó÷àåì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, çàäàííûå íà îäíîì è òîì æå
âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå; ââåäåì îáîçíà÷åíèå

Sn =
n∑

i=1

ξi.

Îïðåäåëåíèå 32. Ãîâîðÿò, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
ξ1, ξ2, . . . âûïîëíåíà öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà, åñëè çàêîí
ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

S∗n =
Sn − ESn√

DSn

ñõîäèòñÿ ïðè n → ∞ ê ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíîìó çàêîíó, ò. å. äëÿ
ëþáîãî x ∈ R

P

{
Sn − ESn√

DSn

< x

}
−→
n→∞

Φ(x).

Èñòîðè÷åñêè ïåðâîé áûëà äîêàçàíà öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà
äëÿ ÷èñëà óñïåõîâ â ñõåìå èñïûòàíèé Áåðíóëëè À.Ìóàâðîì äëÿ p = 1/2 è
çàòåì Ï.Ñ.Ëàïëàñîì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî p. Èõ äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçîâàëî
ôîðìóëó Ñòèðëèíãà.

Òåîðåìà 32. (Ìóàâð�Ëàïëàñ). Ïóñòü µn � ÷èñëî óñïåõîâ â n èñïûòàíèÿõ
Áåðíóëëè ñ ïîñòîÿííîé âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p ∈ (0, 1). Òîãäà äëÿ
ëþáûõ a, b ∈ R

P
{
a <

µn − np√
np(1− p)

< b
}
−→
n→∞

Φ(b)− Φ(a) (44)

ðàâíîìåðíî ïî a è b.

137



Ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì áîëåå îáùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 33. (Ëåâè). Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ E ξi = a, D ξi = σ2. Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ R
ðàâíîìåðíî ïî x

P
{Sn − na

σ
√
n

< x
}
−→
n→∞

Φ(x). (45)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ìåòîä õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ïóñòü

S∗n =
Sn − na

σ
√
n

=
1

σ
√
n

n∑
i=1

(ξi − a). (46)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ(t) = E eit(ξ1−a) õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ îäíîãî
ñëàãàåìîãî, ñòîÿùåãî â ïðàâîé ÷àñòè (46); òàê êàê âñå ñëàãàåìûå îäèíàêîâî
ðàñïðåäåëåíû, òî äîñòàòî÷íî çàïèñàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ äëÿ
ïåðâîãî èç íèõ. Ïðè t→ 0 èìååì

ϕ(t) = 1 + itE (ξ1 − a)− t2

2
E (ξ1 − a)2 + o(t2) = 1− t2σ2

2
+ o(t2).

Èç ñâîéñòâ 6 è 7 õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé (ñì. ïàðàãðàô 4.6) ñëåäóåò,
÷òî

ϕS∗
n
(t) =

(
ϕ
( t

σ
√
n

))n

=
(
1− t2

2n
+ o

(t2
n

))n

−→
n→∞

e−t2/2.

Òàê êàê e−t2/2 � ýòî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ N (0, 1), òî ïî òåîðåìå
26 çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ S∗n ñõîäèòñÿ ê N (0, 1).

Òî÷íîñòü ïðèáëèæåííîãî ðàâåíñòâà (45) ìîæíî îöåíèòü ÷åðåç òðåòèé
àáñîëþòíûé öåíòðàëüíûé ìîìåíò µ = E |ξi − a|3. À èìåííî:

sup
x∈R

∣∣∣P{Sn − na

σ
√
n

< x
}
− Φ(x)

∣∣∣ < 0,77µ

σ3
√
n
. (47)

Äðîáü â ïðàâîé ÷àñòè (47) (äðîáü Êîëìîãîðîâà) óáûâàåò ëèøü ïðîïîðöèîíàëüíî
n−1/2. Îòñþäà âèäíî, ÷òî íå ñò�îèò áåçîãëÿäíî ïîëàãàòüñÿ íà öåíòðàëüíóþ
ïðåäåëüíóþ òåîðåìó.

Ïðèìåð 97. Ïóñòü ξ1, . . . , ξ16 íåçàâèñèìû,P{ξi = 0} = P{ξi = 1} = 1/2.
Èìååì a = 1/2, σ = 1/2, µ = 1/8. Ðàññìîòðèì S16 = ξ1 + . . . + ξ16;
öåíòðèðóåì è íîðìèðóåì:

S∗n =
Sn − na

σ
√
n

=
S16 − 8

2
.
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Ïî ôîðìóëå (47) ïîëó÷àåì îöåíêó

sup
x∈R

∣∣P{S∗n < x} − Φ(x)
∣∣ < 0,77/8√

16/8
≈ 0,19.

Ðåàëüíîå çíà÷åíèå ýòîãî ñóïðåìóìà 0,1 (ñì. ãðàôèêè íà ðèñ. 61).

Ðèñ. 61

Îäíàêî, åñëè ðàñïðåäåëåíèå ξi íåïðåðûâíî, îöåíêà (47) îêàçûâàåòñÿ
èçëèøíå ãðóáîé.

Ïðèìåð 98. Ïóñòü ξ1, . . . , ξ8 ∼ R[0, 1] íåçàâèñèìû. Äëÿ ýòèõ âåëè÷èí
a = 1/2, σ = 1/

√
12;

µ =

1∫
0

∣∣∣x− 1

2

∣∣∣3dx = 2

1/2∫
0

y3dy =
1

32
.

Ïóñòü S8 = ξ1 + . . .+ ξ8; öåíòðèðóåì è íîðìèðóåì:

S∗n =
Sn − na

σ
√
n

=
S8 − 4√

2/3
.

Ïî ôîðìóëå (47) ïîëó÷àåì îöåíêó

sup
x∈R

∣∣P{S∗n < x} − Φ(x)
∣∣ < 0,77/32√

8/12
√

12
≈ 0,35.

Íàéäåì ïëîòíîñòü f8 ðàñïðåäåëåíèÿ S8, ïðèìåíåíèâ ôîðìóëó ñâåðòêè ê
ïëîòíîñòè ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ f1 = 1[0,1] òðè ðàçà: f2 = f1 ∗ f1,
f4 = f2 ∗ f2, f8 = f4 ∗ f4. Ãðàôèêè ýòèõ ïëîòíîñòåé ïîêàæåì íà ðèñ. 62.
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Ðèñ. 62

Äàëåå íàõîäèì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ

F (x) = FS∗
n
(x) = FS8

(
x
√

2/3 + 4
)

=

x
√

2/3+4∫
0

f8(u) du,

òîãäà ïîëó÷èì sup
x∈R

|FZ(x) − Φ(x)| ≈ 0,0035. Ãðàôèêè F (x) è Φ(x) íå

áóäåì ðèñîâàòü, òàê êàê îíè ñëèøêîì áëèçêè.

Äëÿ íåçàâèñèìûõ íåîäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 34. (Ëÿïóíîâ). Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.
Ïóñòü àáñîëþòíûå öåíòðàëüíûå ìîìåíòû µi = E |ξi − E ξi|3 êîíå÷íû
ïðè âñåõ i; îáîçíà÷èì

ai = E ξi, σ2
i = D ξi, B2

n = DSn =
n∑

i=1

σ2
i , R3

n =
n∑

i=1

µi.

Òîãäà, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå Ëÿïóíîâà

Rn

Bn
−→
n→∞

0, (48)

òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξ1, ξ2, . . . âûïîëíåíà öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ
òåîðåìà.

Óñëîâèå Ëÿïóíîâà (48) îçíà÷àåò ñëåäóþùåå. Ââåäåì ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ

Uk = {|ξk − ak| ≥ εBn}.

Òîãäà ïî íåðàâåíñòâó Ìàðêîâà

P{Uk} = P{|ξk − ak|3 ≥ (εBn)
3} ≤ E |ξk − ak|3

(εBn)
3 .
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Çíà÷èò,

P

{
max
1≤k≤n

|ξk − ak|
Bn

≥ ε

}
= P

{ n∨
k=1

Uk

}
≤

n∑
k=1

P{Uk} ≤

≤
n∑

k=1

E |ξk − ak|3

(εBn)
3 =

1

ε3

(Rn

Bn

)3

−→
n→∞

0.

Ïîñëåäíåå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî â íîðìèðîâàííîé ñóììå

S∗n =
Sn − ESn

Bn
=

n∑
k=1

ξk − ak

Bn

âñå ñëàãàåìûå ½ðàâíîìåðíî ìàëû�: âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç
íèõ ïðåâçîéäåò çàäàííûé ε, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ñ ðîñòîì ÷èñëà ñëàãàåìûõ
n.

Ïðèìåð 99. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . .� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí, ξk ∼ R[−k, k]. Ïðèìåíèìà ëè ê íèì öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ
òåîðåìà?

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèé òåîðåìû Ëÿïóíîâà. Äëÿ ðàâíîìåðíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ

E ξk = 0, σ2
k = Dξk =

(2k)2

12
=
k2

3
,

µk = E |ξk|3 =

k∫
−k

|x|3

2k
dx = 2

k∫
0

x3

2k
dx =

k3

4
.

Òîãäà ïðè n→∞

B2
n =

n∑
k=1

σ2
k =

1

3

n∑
k=1

k2 =
1

18
n(n+ 1)(2n+ 1) ∼ n3

9
,

R3
n =

n∑
k=1

µk =
1

4

n∑
k=1

k3 =
1

16
n2(n+ 1)2 ∼ n4

16
.

Çíà÷èò,

lim
n→∞

Rn

Bn
= lim

n→∞

n4/3/2 3
√

2

n3/2/3
= 0.

Óñëîâèÿ òåîðåìû Ëÿïóíîâà âûïîëíåíû. Ñëåäîâàòåëüíî, äàæå äëÿ òàêîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûïîëíåíà öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà.
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6.5 Âû÷èñëåíèå âåðîÿòíîñòåé ïî
öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñõåìó Áåðíóëëè è ðàçáåðåì ïî îäíîìó ïðèìåðó íà
òðè òèïà çàäà÷:

1) îöåíêà âåðîÿòíîñòè îòêëîíåíèÿ,
2) íàõîæäåíèå äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà,
3) îïðåäåëåíèå íóæíîãî îáúåìà âûáîðêè.

Ïðèìåð 100. Â ñåòè 3600 ëàìï. Âåðîÿòíîñòü äëÿ êàæäîé ëàìïû áûòü
âêëþ÷åííîé ðàâíà 0,9 íåçàâèñèìî îò îñòàëüíûõ ëàìï. Íàéòè âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî ÷èñëî âêëþ÷åííûõ ëàìï îòëè÷àåòñÿ îò ñâîåãî ñðåäíåãî íå áîëåå,
÷åì íà m = 30 øòóê.

×èñëî âêëþ÷åííûõ ëàìï ξ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, ðàâíóþ
÷èñëó óñïåõîâ â n = 3600 èñïûòàíèÿõ Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà
p = 0,9 è íåóäà÷è q = 0,1. Òîãäà

P{|ξ − E ξ| ≤ m} = P{|ξ − np| ≤ m} =

= P

{
|ξ − np|
√
npq

≤ m
√
npq

}
≈ Φ

( m
√
npq

)
− Φ

( −m
√
npq

)
=

= 2Φ
( m
√
npq

)
− 1 = 2Φ

( 30√
3600 · 0,9 · 0,1

)
− 1 =

= 2Φ(1,67)− 1 = 2 · 0,9525− 1 = 0,905.

Ïðèìåð 101. Òîðãîâàÿ ôèðìà èìååò 1000 èçäåëèé, ïðèáûëü îò ïðîäàæè
êàæäîãî 50 ðóáëåé. Ãàðàíòèéíûé ðåìîíò îäíîãî èçäåëèÿ îáõîäèòñÿ ôèðìå
â 200 ðóáëåé. Íàéòè èíòåðâàë, â êîòîðîì ñ âåðîÿòíîñòüþ 95% áóäåò
çàêëþ÷åí äîõîä ôèðìû, åñëè â ñðåäíåì ãàðàíòèéíûé ðåìîíò òðåáóåòñÿ
â êàæäîì 20-ì ñëó÷àå.

Ïóñòü ξ � ÷èñëî ïðîäàííûõ èçäåëèé, êîòîðûì ïîòðåáóåòñÿ ãàðàíòèéíûé
ðåìîíò. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò áèíîìèàëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ
ñ ïàðàìåòðàìè n = 1000 è p = 0,05. Íóæíî íàéòè òàêèå öåëûå ÷èñëà a
è b, ÷òî

P{a ≤ ξ ≤ b} ≈ 0,95.
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Ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìà Ìóàâðà-Ëàïëàñà, è ìû ïîëó÷èì

P{a ≤ ξ ≤ b} =

= P

{
a− np√
np(1− p)

≤ ξ − np√
np(1− p)

≤ b− np√
np(1− p)

}
≈

≈ Φ

(
b− np√
np(1− p)

)
− Φ

(
a− np√
np(1− p)

)
.

Îòðåçîê [a, b] áóäåò êðàò÷àéøèì, åñëè

b− np√
np(1− p)

=
np− a√
np(1− p)

= r.

Òîãäà
P{a ≤ ξ ≤ b} ≈ Φ(r)− Φ(−r) = 2Φ(r)− 1 = 0,95.

Ïî òàáëèöàì íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íàõîäèì, ÷òî r íåìíîãî ìåíüøå
2, òî åñòü ìîæíî âçÿòü

b = np+ 2
√
np(1− p) = 50 + 13,78 = 63,78,

a = np− 2
√
np(1− p) = 50− 13,78 = 36,22.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ïðèíèìàåò òîëüêî öåëûå çíà÷åíèÿ, òàê ÷òîP{36,22 ≤
ξ ≤ 63,78} = P{37 ≤ ξ ≤ 63}. Äîõîä ôèðìû, êîòîðûé ðàâåí 1000 · 50−
200 ξ, áóäåò çàêëþ÷åí â èíòåðâàëå [37400, 42600] ñ âåðîÿòíîñòüþ îêîëî
95%.

Ïðèìåð 102. Íà êîíâåéåðå â ñðåäíåì 85% èçäåëèé ïîëó÷àþòñÿ ïåðâîãî
ñîðòà. Ñêîëüêî èçäåëèé íåîáõîäèìî âçÿòü, ÷òîáû ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,997
îòêëîíåíèå ÷àñòîòû ïîÿâëåíèÿ èçäåëèÿ ïåðâîãî ñîðòà îò ñâîåé âåðîÿòíîñòè
íå ïðåâîñõîäèëî ε = 0,01 ?

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî áðàê â êàæäîì èçäåëèè ïîÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìî îò
îñòàëüíûõ. Òîãäà äàííàÿ ñõåìà ñîîòâåòñòâóåò ñõåìå èñïûòàíèé Áåðíóëëè,
÷èñëî êîòîðûõ n íåèçâåñòíî, âåðîÿòíîñòü óñïåõà p = 0,85, âåðîÿòíîñòü
íåóäà÷è q = 0,15.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, ðàâíóþ ÷èñëó èçäåëèé ïåðâîãî
ñîðòà ñðåäè n îòîáðàííûõ. ×àñòîòà ïîÿâëåíèÿ èçäåëèÿ ïåðâîãî ñîðòà
ðàâíà ξ/n. Ïîýòîìó, ñîãëàñíî óñëîâèþ, òðåáóåòñÿ âûáðàòü n òàê, ÷òîáû

P
{∣∣∣ ξ
n
− p

∣∣∣ < ε
}
≥ 0,997.
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Ïðåîáðàçóåì âåðîÿòíîñòü, ñòîÿùóþ â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà:

P
{∣∣∣ ξ
n
− p

∣∣∣ < ε
}

= P
{
−nε < ξ − np < nε

}
=

= P
{
−ε

√
n

pq
<
ξ − np
√
npq

< ε

√
n

pq

}
.

Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå Ìóàâðà�Ëàïëàñà

P
{
−ε

√
n

pq
<
ξ − np
√
npq

< ε

√
n

pq

}
≈

≈ Φ
(
ε

√
n

pq

)
− Φ

(
−ε

√
n

pq

)
= 2Φ

(
ε

√
n

pq

)
− 1.

Íàì íóæíî, ÷òîáû ýòà âåðîÿòíîñòü áûëà íå ìåíüøå 0,997. Çíà÷èò,

Φ
(
ε

√
n

pq

)
≥ 0,9985, îòñþäà ε

√
n

pq
≥ 3, ò. å. n ≥ 11475.

Òàêèì îáðàçîì, íàäî âçÿòü 11,5 òûñÿ÷ äåòàëåé.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðèìåðû ñ óñðåäíåíèåì ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïðèíèìàþùèõ
áîëåå äâóõ çíà÷åíèé.

Ïðèìåð 103. Íà ïîñò ãóáåðíàòîðà ïðåòåíäóþò äâà êàíäèäàòà. Ïóñòü
45% èçáèðàòåëåé íàìåðåíû ïðîãîëîñîâàòü çà Áåëîâà, 40% çà Êðàñíîâà,
15% ïðîòèâ âñåõ. Ïåðåä âûáîðàìè îïðîñèëè 1600 ÷åë. Íàéòè âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî ñðåäè îïðîøåííûõ áóäåò áîëüøå ñòîðîííèêîâ Êðàñíîâà, ÷åì
Áåëîâà.

Èíòåðåñóþùåå íàñ ñîáûòèå (îøèáî÷íûé èòîã îïðîñà) îçíà÷àåò, ÷òî
Sn < 0, ãäå Sn = ξ1 + . . .+ ξn, è ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξi óñòðîåíû òàê:

ξi =


1, åñëè i-é îïðîøåííûé çà Áåëîâà,

−1, åñëè i-é çà Êðàñíîâà,
0, åñëè i-é ïðîòèâ âñåõ.

Èìååì a = E ξi = 0,05, E ξ2
i = 0,85, σ2 = D ξi = 0,8475. Áóäåì ñ÷èòàòü ξi

íåçàâèñèìûìè. Òîãäà

ESn = na = 80, DSn = nσ2 = 1356.
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Âû÷èñëèì ïî öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå:

P{Sn < 0} = P
{Sn − na

σ
√
n

< −a
√
n

σ

}
=

= P
{Sn − na

σ
√
n

< −2,17
}
≈ Φ(−2,17) = 0,015.

Âåðîÿòíîñòü îøèáî÷íîãî ðåçóëüòàòà 1,5%.

Ïðèìåð 104. Ïóñòü h � ðîñò ñëó÷àéíî âûáðàííîãî ìóæ÷èíû. Áóäåì
ñ÷èòàòü èçâåñòíûì, ÷òî σ =

√
Dh ≤ 10 ñì. Ñêîëüêèì íàäî èçìåðèòü

ðîñò, ÷òîáû ñ âåðîÿòíîñòüþ 98% íàéòè ñðåäíèé ðîñò a = Eh ñ ïîãðåøíîñòüþ
ìåíåå 1 ñì?

Ïóñòü h1, . . . , hn íåçàâèñèìû, h � èõ ñðåäíåå. Èìååì Eh = a, Dh =
σ2/n. Ïðè áîëüøèõ n ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå h íîðìàëüíîå,
ò. å.

h ∼ N
(
a,
σ2

n

)
, ñëåäîâàòåëüíî,

(h− a)
√
n

σ
∼ N (0, 1).

Ïîëó÷àåì

P{|h− a| < 1} = P
{∣∣∣(h− a)

√
n

σ

∣∣∣ < √
n

σ

}
≈

≈ Φ
(√n
σ

)
− Φ

(
−
√
n

σ

)
= 2Φ

(√n
σ

)
− 1 ≥ 2Φ

(√n
10

)
− 1 = 0,98

ïðè
√
n

10
= u0,99 ≈ 2,33. Ïîëó÷àåì, ÷òî íóæíî èçìåðèòü

n = (10 · 2,33)2 = 543 ÷åë.

Çàäà÷è ïî òåìå ãëàâû 6

6.1. Ïîäáðîñèëè 12 èãðàëüíûõ êîñòåé. Îöåíèòü ñíèçó ïî íåðàâåíñòâó ×åáûø�åâà
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñóììà âûïàâøèõ öèôð ïîïàäåò â îòðåçîê [30, 54].

6.2. Ïóñòü ξ ∼ Π(2). Âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ P{ξ ≥ 5} îöåíèòü ñâåðõó ïî íåðàâåíñòâó
Ìàðêîâà, çàòåì âû÷èñëèòü òî÷íî.

6.3. Â ïðóäó 100 êàðàñåé, è êàæäûé èç íèõ, íåçàâèñèìî îò äðóãèõ, ïîïàäåò â ñåòü ñ
âåðîÿòíîñòüþ 4%. Íàñ èíòåðåñóåò ñîáûòèå U � óëîâ íå ìåíåå 10 êàðàñåé.

à) Îöåíèòü âåðîÿòíîñòü U ïî íåðàâåíñòâó Ìàðêîâà.
á) Ïðèáëèæåííî âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü U , èñïîëüçóÿ ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà.
â) Bû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü U ïî ôîðìóëå Áåðíóëëè.
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6.4. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξn èìååò ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì
p = λ/n, ãäå n > λ > 0. Äîêàçàòü, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξn/n ñëàáî ñõîäÿòñÿ ïðè
n→∞ ê ðàñïðåäåëåíèþ Exp(λ).

6.5. Ïóñòü ξk � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû,
P{ξk = 0} = P{ξk = 1} = 1/2.

Ê êàêîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñëàáî ñõîäÿòñÿ âåëè÷èíû
ζn = 2−1ξ1 + 2−2ξ2 + . . .+ 2−nξn ?

6.6. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξ400 � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì
ðàñïðåäåëåíèåì, E ξi = 0,1. Ïóñòü S � èõ ñóììà. Îöåíèòü P{|S − 40| ≥ 4} ïî
íåðàâåíñòâó ×åáûø�åâà, çàòåì ïðèáëèæåííî âû÷èñëèòü ïî öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé
òåîðåìå.

6.7. Øàõìàòèñò Êðàáîâ, èãðàÿ áåëûìè ïðîòèâ Êàëüìàðîâà, âûèãðûâàåò è ïðîèãðûâàåò
ñ âåðîÿòíîñòüþ ïî 10%. Åñëè æå áåëûìè èãðàåò Êàëüìàðîâ, òî âûèãðûâàåò ñ âåðîÿòíîñòüþ
15%, à ñ âåðîÿòíîñòüþ 5% âûèãðûâàåò Êðàáîâ. Îöåíèòü âåðîÿòíîñòü ïîáåäû Êàëüìàðîâà
â òóðíèðå èç 100 ïàðòèé.

6.8. Ïóñòü ξ1, . . . , ξ900 � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì
íà [0; 1]. Ïóñòü X � èõ ñóììà. Îöåíèòü P{420 < X < 480} ïî íåðàâåíñòâó ×åáûø�åâà,
çàòåì ïðèáëèæåííî âû÷èñëèòü ïî öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå.

6.9. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξ25 � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì
ðàñïðåäåëåíèåì, E ξi = 1. Ïóñòü S � èõ ñóììà. Båðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A = {15 < S <
35}

à) oöåíèòü ñíèçó ïî íåðàâåíñòâó ×åáûø�åâà,
á) âû÷èñëèòü ïî öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå,
â) âû÷èñëèòü òî÷íî, çíàÿ, ÷òî S èìååò ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå (ñì. çàäà÷ó 5.20).

6.10. Èçâåñòíî, ÷òî â ïðîäóêöèè çàâîäà äîëÿ ïåðâîñîðòíûõ äåòàëåé ñîñòàâëÿåò 80%.
Ñêîëüêî äåòàëåé íóæíî âçÿòü, ÷òîáû ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,95 ÷èñëî ïåðâîñîðòíûõ äåòàëåé
ñðåäè îòîáðàííûõ áûëî íå ìåíåå 2000?

6.11. Êàæäóþ ìèíóòó íà òåëåôîííóþ ñòàíöèþ ïîñòóïàåò â ñðåäíåì 3 âûçîâà. Ñ÷èòàÿ,
÷òî ÷èñëî âûçîâîâ ðàñïðåäåëåíî ïî çàêîíó Ïóàññîíà, íàéòè ïðèáëèæåííî ãðàíèöû,
â êîòîðûõ ÷èñëî âûçîâîâ çà ñóòêè áóäåò çàêëþ÷åíî ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,9.

6.12. Èçâåñòíî, ÷òî èç âñåõ íîâîðîæäåííûõ 51,5% � ìàëü÷èêè. Íàéòè âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî ñðåäè 900 äåòåé, ðîäèâøèõñÿ â ýòîò äåíü, áîëüøèíñòâî îêàæóòñÿ äåâî÷êàìè.

6.13. Ïðè òåëåôîííîì îïðîñåN = 1000 ÷åëîâåêM = 800 èç íèõ îòêàçàëèñü îòâå÷àòü.
Â êàêîì èíòåðâàëå ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíåå 95% ëåæèò äîëÿ p íåëþáèòåëåé òåëåôîííûõ
îïðîñîâ? Óêàçàíèå: õîòÿ p çàðàíåå íåèçâåñòíà, ïðè îöåíêå äèñïåðñèè ìîæíî áðàòü
ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå p̂ = M/N .

146



6.14. Ëîòåðåéíûé áèëåò ñòîèò 2 ðóáëÿ è ñ âåðîÿòíîñòüþ 1% äàåò âûèãðûø 100
ðóáëåé. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷åëîâåê, êóïèâøèé 500 ëîòåðåéíûõ áèëåòîâ,
îñòàíåòñÿ ñ âûèãðûøåì?

6.15. Ïðè îïðîñå N = 1600 ÷åëîâåê M = 400 èç íèõ îòâåòèëè, ÷òî ñ÷èòàþò ½13�
íåñ÷àñòëèâûì ÷èñëîì. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èñòèííîå çíà÷åíèå äîëè òðèäåêàôîáîâ
îòëè÷àåòñÿ îò âû÷èñëåííîãî ïðè îïðîñå ìåíåå, ÷åì íà 2% ?

6.16. Êàæäûé îïûò ìîæåò äàòü îäèí èç äâóõ ðåçóëüòàòîâ ½A� è ½Á�. Ñêîëüêî îïûòîâ
íàäî ïðîâåñòè, ÷òîáû ñ 99% óâåðåííîñòüþ íàéòè âåðîÿòíîñòü p ðåçóëüòàòà ½A� ñ
ïîãðåøíîñòüþ ìåíåå 1%? Óêàçàíèå: ïîñêîëüêó p çàðàíåå íåèçâåñòíà, ïðè îöåíêå
äèñïåðñèè áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ íåðàâåíñòâîì p(1− p) ≤ 1/4.

6.17. Èíòåðâàëû âðåìåíè ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè ñèãíàëàìè, ïîñòóïàþùèìè íà
ïóëüò, èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì 10 ñåêóíä
è íåçàâèñèìû. Â êàêîì èíòåðâàëå ñ âåðîÿòíîñòüþ 90% áóäåò ëåæàòü âðåìÿ T ïîñòóïëåíèÿ
100-ãî ñèãíàëà?

6.18. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ α > 1/2 ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ f(x) = C(α)/(1 + x2)α ïðèìåíèìû

à) çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë,
á) öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà?

6.19. Â óðíå 10 øàðîâ, èç íèõ 4 êðàñíûõ. Ïîâòîðÿåì áîëüøîå ÷èñëî ðàç òàêîé
ýêñïåðèìåíò: îäíîâðåìåííî áåðåì ëåâîé ðóêîé 2 øàðà (ñðåäè íèõ îêàçûâàåòñÿ ξk
êðàñíûõ), à ïðàâîé 3 øàðà (ñðåäè íèõ ηk êðàñíûõ). Äîêàçàòü, ÷òî ñëó÷àéíûå âåê-
òîðû

Zn =
( 1√

n

n∑
k=1

(ξk − 0,8),
1√
n

n∑
k=1

(ηk − 1,2)
)

ñëàáî ñõîäÿòñÿ ê íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñ íóëåâûì ñðåäíèì. Íàéòè åãî ìàòðèöó
êîâàðèàöèè. Óêàçàíèå: âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 17.
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Ñïèñîê èñïîëüçóåìûõ îáîçíà÷åíèé

A � îòðèöàíèå ñîáûòèÿ (½íå A�)
AB, A ∧B � êîíúþíêöèÿ ñîáûòèé (½A è B�)
A ∨B � äèçúþíêöèÿ ñîáûòèé (½A èëè B�)
B ⇒ A � ñîáûòèå B ïîä÷èíåíî ñîáûòèþ A (½åñëè B, òî A�)
Bi(m, p) � áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè m, p
C[a, b] � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà [a, b]
cγ � êâàíòèëü óðîâíÿ γ
cov(ξ, η) � êîâàðèàöèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η
D ξ � äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ

d−→ � ñõîäèìîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ (ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü)
E ξ � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ

E (ξ|C) � óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ïðè
óñëîâèè C
E (ξ|η)� óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ îòíîñèòåëüíî
η

Exp(λ) � ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ

η(x) � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà
Fξ � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ

fξ � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ

fξ1|ξ2
(x, y) � óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ξ1 ïðè ξ2 = y

F � σ-àëãåáðà ñîáûòèé
f ∗ g � ñâåðòêà ôóíêöèé
Γ(x) � ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà
I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà
1A � èíäèêàòîð ìíîæåñòâà A
L(ξ) � çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé åëè÷èíû ξ
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mk � k-é íà÷àëüíûé ìîìåíò
µk � k-é öåíòðàëüíûé ìîìåíò
N (a, σ2) � íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè a, σ2

N (m,Σ) � äâóìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè m, Σ
Ω � ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé
(Ω,F ,P) � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî
P � âåðîÿòíîñòü
pi � âåðîÿòíîñòü i-ãî çíà÷åíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
pij � âåðîÿòíîñòü çíà÷åíèÿ (xi, yj) ñëó÷àéíîãî âåêòîðà

P−→ � ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè
P(A|C) � óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü A ïðè óñëîâèè C
P(·|η) � óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü îòíîñèòåëüíî η
ï.í. � ïî÷òè íàâåðíîå (ñ âåðîÿòíîñòüþ 1)
Π(λ) � ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ

Φ(x) � ôóíêöèÿ ñòàíäàðòîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ϕξ(t) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
ϕξ(s, t) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà
R[a, b] � ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [a, b]
ρ1,2 � êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ξ1 è ξ2
Sn � ñóììà n ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
S∗n � öåíòðèðîâàííàÿ íîðìèðîâàííàÿ ñóììà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
σ � ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå
Σξ � ìàòðèöà êîâàðèàöèè ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ
AT � òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà A
uγ � êâàíòèëü óðîâíÿ γ ðàñïðåäåëåíèÿ N (0, 1)
ξn � ñðåäíåå n ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
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