
ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â ìåòîäè÷åñêèõ óêàçàíèÿõ ðàññìîòðåíû ñëåäóþùèå òåìû:
ìîùíîñòü ìíîæåñòâ,
ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà è ïðèíöèï ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé,
êîìïàêòíîñòü ïîäìíîæåñòâà ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà,
ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà è îðòîãîíàëüíîå ïðîåöèðîâàíèå âåêòîðîâ,
ëèíåéíûå îãðàíè÷åííûå ôóíêöèîíàëû è îïåðàòîðû è èõ íîðìû,
íàõîæäåíèå îáðàòíîãî îïåðàòîðà,
ñïåêòð ëèíåéíîãî îïåðàòîðà (êëàññèôèêàöèÿ òî÷åê ñïåêòðà, ñîáñòâåííûå
âåêòîðû äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé).

Êàæäîé òåìå ïîñâÿùåíà îòäåëüíàÿ ãëàâà, íà÷èíàþùàÿñÿ ñ êðàòêîé
òåîðåòè÷åñêîé ÷àñòè; çàòåì ðàçîáðàíû ðàçíîîáðàçíûå ïðèìåðû ñ
ïîäðîáíûì îïèñàíèåì ìåòîäîâ ðåøåíèÿ.

Äàííîå ìåòîäè÷åñêîå ïîñîáèå áóäåò ïîëåçíî äëÿ ñòóäåíòîâ 2
êóðñà è âûøå, èçó÷àþùèõ ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç â òåõíè÷åñêîì
óíèâåðñèòåòå è îðèåíòèðîâàííûõ íå íà ÷èñòî òåîðåòè÷åñêóþ, à
áîëåå íà ïðèêëàäíóþ ìàòåìàòèêó. Õîòÿ â ôóíêöèîíàëüíîì àíàëèçå
çàäà÷è â îñíîâíîì íåñòàíäàðòíûå, ðàññìîòðåííûå íàìè ïðè�åìû
ðåøåíèÿ ïðèìåíèìû äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êðóãà çàäà÷.
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1 Áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà.

1.1 Ñðàâíåíèå ìîùíîñòåé

Ïóñòü A è B � íåïóñòûå ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Îòîáðàæåíèå ϕ : A −→ B íàçûâàåòñÿ áèåêòèâíûì,
åñëè äëÿ ëþáûõ a1, a2 ∈ A èç a1 6= a2 ñëåäóåò, ÷òî ϕ (a1) 6= ϕ (a2)
(èíúåêòèâíîñòü), à òàêæå äëÿ âñÿêîãî b ∈ B ñóùåñòâóåò a ∈ A,
òàêîå, ÷òî b = ϕ (a) (ñþðúåêòèâíîñòü).

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâà A è B ýêâèâàëåíòíû,
èëè ÷òî îíè èìåþò îäèíàêîâóþ ìîùíîñòü, è ïèøóò A ∼ B, åñëè
ñóùåñòâóåò áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå A íà B.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî êîíå÷íûå ìíîæåñòâà ýêâèâàëåíòíû òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ñîäåðæàò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ.
Òàêèì îáðàçîì, ïîíÿòèå îäèíàêîâîé ìîùíîñòè åñòü îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ
îäèíàêîâîé ÷èñëåííîñòè êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ íà áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà.

Ïðåäëîæåíèå 1.1. Ïóñòü A, B è C � íåïóñòûå ìíîæåñòâà.
Òîãäà:

A ∼ A (ðåôëåêñèâíîñòü),
A ∼ B =⇒ B ∼ A (ñèììåòðè÷íîñòü),
A ∼ B ∧ B ∼ C =⇒ A ∼ C (òðàíçèòèâíîñòü).

Êëàññ ýêâèâàëåíòíûõ ìíîæåñòâó A ìíîæåñòâ áóäåì îáîçíà÷àòü
÷åðåç A = α è íàçûâàòü ìîùíîñòüþ ìíîæåñòâà A.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ïóñòü A = α è B = β. Åñëè A 6∼ B è A ∼
B1 ⊂ B, òî ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî B èìååò á�îëüøóþ, à ìíîæåñòâî
A � ìåíüøóþ ìîùíîñòü è ïèøóò α < β, β > α.

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü A ⊃ A1 ⊃ A2. Åñëè A2 ∼ A, òî A1 ∼ A.

Ñëåäñòâèå 1.1 (òåîðåìà Êàíòîðà�Áåðíøòåéíà). Ïóñòü A è
B � ìíîæåñòâà. Åñëè êàæäîå èç íèõ ýêâèâàëåíòíî íåêîòîðîìó
ïîäìíîæåñòâó äðóãîãî, òî A ∼ B.
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Ñëåäñòâèå 1.2. Åñëè α è β � ìîùíîñòè è α ≤ β, α ≥ β, òî
α = β.

Ñëåäñòâèå 1.3. Åñëè α, β, γ � ìîùíîñòè è α < β, β < γ, òî
α < γ.

1.2 Ñ÷�åòíûå ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâîA ñ÷�åòíî (èìååòìîùíîñòü
a), åñëè A ∼ N.

Îïðåäåëåíèå 1.5. Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ íå áîëåå ÷åì ñ÷�åòíûì,
åñëè îíî êîíå÷íî èëè ñ÷�åòíî.

Ïðåäëîæåíèå 1.2. Âñÿêîå áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ñ÷�åòíîãî
ìíîæåñòâà ñ÷�åòíî.

Òåîðåìà 1.2. Îáúåäèíåíèå íå áîëåå ÷åì ñ÷�åòíîãî ìíîæåñòâà íå
áîëåå ÷åì ñ÷�åòíûõ ìíîæåñòâ íå áîëåå ÷åì ñ÷�åòíî.

Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü M è A � ñîîòâåòñòâåííî áåñêîíå÷íîå è íå
áîëåå ÷åì ñ÷�åòíîå ìíîæåñòâà. Òîãäà M ∪A ∼ M è M \A ∼ M .

Òåîðåìà 1.4. Ïóñòü A1, . . . , An � ñ÷�åòíûå ìíîæåñòâà. Òîãäà
äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå A1 × · · · × An ñ÷�åòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåä�åì äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìíîæåñòâ. Ïóñòü
A = {a1, . . . , an, . . . } è B = {b1, . . . , bn, . . . } � ñ÷�åòíûå ìíîæåñòâà.
Äîêàæåì, ÷òî äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèåA×B òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñ÷�åòíûì.
Èìååì

B�A a1 a2 a3 . . .

b1 (a1, b1) (a2, b1) (a3, b1) . . .

↓ ↗ ↗
b2 (a1, b2) (a2, b2) (a3, b2) . . .

↗ ↗
b3 (a1, b3) (a2, b3) (a3, b3) . . .
...

...
...

... . . . .
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Òàêèì îáðàçîì, ïàðû (ai, bj) ìîæíî ðàñïîëîæèòü â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïî âîçðàñòàíèþ âåëè÷èíû i + j, à ïðè îäèíàêîâûõ çíà÷åíèÿõ ýòîé
ñóììû ïî âîçðàñòàíèþ èíäåêñà i.

Äàëåå äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé
èíäóêöèè.

1.3 Ìîùíîñòü êîíòèíóóìà

Òåîðåìà 1.5. Îòðåçîê [0, 1] íåñ÷�åòåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü ÷òî âñå òî÷êè
îòðåçêà [0, 1] ìîæíî ðàñïîëîæèòü â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

x1, x2, x3, . . . .

Ðàçäåëèì îòðåçîê [0, 1] = I0 íà òðè ðàâíûå ÷àñòè òî÷êàìè 1
3 è

2
3 . ßñíî, ÷òî òî÷êà x1 íå ìîæåò ïðèíàäëåæàòü âñåì òðåì îòðåçêàì[

0,
1

3

]
,

[
1

3
,
2

3

]
,

[
2

3
, 1

]
,

è õîòÿ áû îäèí èç íèõ íå ñîäåðæèò åå. Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç I1

(â òîì ñëó÷àå, êîãäà òî÷êà x1 íå ïðèíàäëåæèò äâóì îòðåçêàì
îäíîâðåìåííî, ÷åðåç I1 ìû îáîçíà÷èì òîò èç íèõ, êîòîðûé ëåæèò
ëåâåå äðóãîãî).

Òåïåðü ðàçäåëèì íà òðè ðàâíûå ÷àñòè îòðåçîê I1 è îáîçíà÷èì
÷åðåç I2 òîò èç íîâûõ îòðåçêîâ, êîòîðûé íå ñîäåðæèò òî÷êó x2

(à åñëè òàêèõ îòðåçêîâ äâà, òî îäèí èç íèõ). Çàòåì ïðîäîëæàåì
ïðîöåññ ñ îòðåçêîì I2 è òî÷êîé x3 è ò. ä.

Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ
îòðåçêîâ

I0 ⊃ I1 ⊃ I2 ⊃ I3 ⊃ . . . ,

êîòîðûå îáëàäàþò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî xn 6∈ In.Ïî ïðèíöèïó Êîøè�
Êàíòîðà î âëîæåííûõ îòðåçêàõ ñóùåñòâóåò òî÷êà

ξ ∈
∞⋂

n=1

In ⊂ [0, 1].

4



Ïîíÿòíî òàêæå, ÷òî ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n áóäåò ξ 6= xn. Ïîëó÷åííîå
ïðîòèâîðå÷èå è äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Îïðåäåëåíèå 1.6. Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî A èìååò ìîùíîñòü
êîíòèíóóìà (ìîùíîñòü c), åñëè A ∼ [0, 1].

Ïðåäëîæåíèå 1.3. Âñÿêèé îòðåçîê [a, b], âñÿêèé èíòåðâàë (a, b)
è âñÿêèé ïîëóèíòåðâàë (a, b] èëè [a, b) èìååò ìîùíîñòü c. Ìíîæåñòâî
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R èìååò ìîùíîñòü c.

Òåîðåìà 1.6. Îáúåäèíåíèå íå áîëåå ÷åì ñ÷�åòíîãî ìíîæåñòâà
ìíîæåñòâ ìîùíîñòè c èìååò ìîùíîñòü c.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ñëó÷àé ñ÷�åòíîãî îáúåäèíåíèÿ
ìíîæåñòâ ìîùíîñòè c. Ïóñòü

A =
∞⋃

n=1

An,

ãäå An � ìíîæåñòâà ìîùíîñòè c.
Âîçüì�åì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {cn}∞n=1, cn = 1 − 1

n . Ïóñòü ϕn :
An −→ [cn, cn+1) � áèåêöèÿ, è m : A −→ N � îòîáðàæåíèå òàêîå,
÷òî m (a) = min{n : a ∈ An}. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ϕ : A −→
[0, 1) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ϕ (a) = ϕm(a) (a) .

Îòîáðàæåíèå ϕ ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì. Ñëåäîâàòåëüíî,

A ∼ N ⊂ [0, 1).

Òàêèì îáðàçîì, A ≤ c. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåðàâåíñòâî A ≥ c

î÷åâèäíî.
Ñëó÷àé êîíå÷íîãî îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ ìîùíîñòè c ðàññìàòðèâàåòñÿ

àíàëîãè÷íî.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íåïóñòûõ ìíîæåñòâ A è B îáîçíà÷èì ÷åðåç
BA ìíîæåñòâî ôóíêöèé ϕ : A −→ B.
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Òåîðåìà 1.7. Ìíîæåñòâî {0, 1}N, òî åñòü ìíîæåñòâî ôóíêöèé,
îïðåäåë�åííûõ íà N è ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ 0 èëè 1, èìååò
ìîùíîñòü c.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâî {0, 1}N ýêâèâàëåíòíî ìíîæåñòâó âñåõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {xn}∞n=1, xn ∈ {0, 1}. Ïóñòü S � ìíîæåñòâî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç {0, 1}N, ñòàáèëèçèðóþùèõñÿ íà 1. Âñÿêîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εn}∞n=1 èç ìíîæåñòâà S ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå
÷èñëî ñ äâîè÷íûì ðàçëîæåíèåì 0, ε1ε2ε3 . . . ; ýòî áóäåò 1 èëè m

2n

(m = 1, 3, . . . , 2n−1). Áóäó÷è ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë, ìíîæåñòâî ïîëó÷åííûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ñ÷�åòíûì. Ïîñòðîåííîå
ñîîòâåòñòâèå èíúåêòèâíî è, ñëåäîâàòåëüíî, S åñòü ìíîæåñòâî ñ÷�åòíîå.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óêàçàííîå ñîîòâåòñòâèå ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé
ìåæäó ìíîæåñòâîì {0, 1}N \ S è ïîëóèíòåðâàëîì [0, 1). Îòñþäà,
ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1.3, ìû ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåìîé
òåîðåìû.

Òåîðåìà 1.8. Ìíîæåñòâî NN, òî åñòü ìíîæåñòâî ôóíêöèé,
îïðåäåë�åííûõ íà N è ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â N, èìååò ìîùíîñòü
c.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó {1, 2}N ⊂ NN, ìû èìååì ïî òåîðåìå

1.7 íåðàâåíñòâîNN ≥ c. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîîòâåòñòâèå ϕ : NN −→
[0, 1), îïðåäåëÿåìîå ïî ïðàâèëó

ϕ ({k1, k2, k3, . . . }) = 0, 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k1

0 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k2

011 . . . ,

ÿâëÿåòñÿ èíúåêöèåé. Òàêèì îáðàçîì, NN ≤ c. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1.9. Ïóñòü A1, . . . , An � ìíîæåñòâà ìîùíîñòè c. Òîãäà
äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå A1 × · · · × An èìååò ìîùíîñòü c.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåä�åì äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìíîæåñòâ. Ïóñòü
A èB � ìíîæåñòâà ìîùíîñòè c. Äîêàæåì, ÷òî äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå
A×B òàêæå èìååò ìîùíîñòü c. Ïîñêîëüêó A ∼ [0, 1) è B ∼ [0, 1),

6



òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî Q = [0, 1) × [0, 1) èìååò
ìîùíîñòü c.

Ïóñòü (x, y) ∈ Q. Ïðåäñòàâèì äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà x è y â
âèäå äâîè÷íîé äðîáè, íå ñîäåðæàùåé 1 â ïåðèîäå:

x = 0, x1x2x3 . . . ,

y = 0, y1y2y3 . . . .

Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïàðå (x, y) ÷èñëî ñ äâîè÷íûì ðàçëîæåíèåì

0, x1y1x2y2 . . . xnyn · · · ∈ [0, 1).

Ïîíÿòíî, ÷òî ïîñòðîåííîå ñîîòâåòñòâèå èíúåêòèâíî. Òàêèì îáðàçîì,

Q ∼ N ⊂ [0, 1)

è, ñëåäîâàòåëüíî, Q ≤ c. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

[0, 1) ∼ [0, 1)× {0} ⊂ Q

è, ñëåäîâàòåëüíî, Q ≥ c.

Äàëåå äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé
èíäóêöèè.

Òåîðåìà 1.10. Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâà ìîùíîñòè c ìíîæåñòâ
ìîùíîñòè c èìååò ìîùíîñòü c.

Òåîðåìà 1.11. Ïóñòü A1, . . . , An, . . . � ñ÷�åòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìíîæåñòâ ìîùíîñòè c. Òîãäà äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå A1×· · ·×
An × . . . èìååò ìîùíîñòü c.

1.4 Ïðèìåðû

Ïðèìåð 1.1. Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâîA âñåõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ
ìíîæåñòâà N ñ÷�åòíî.

Ðåøåíèå. Èìååì

A =
∞⋃

n=1

An,
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ãäåAn � ìíîæåñòâî âñåõ íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n}.
An � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, åãî ìîùíîñòü ðàâíà

C1
n + C2

n + · · ·+ Cn
n = (1 + 1)n − 1 = 2n − 1.

Ñ÷�åòíîå îáúåäèíåíèå êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ ñ÷�åòíûì (òåîðåìà

1.2) è, ñëåäîâàòåëüíî, A = a.

Ïðèìåð 1.2. Äîêàæåì ýêâèâàëåíòíîñòü êâàäðàòàK ñ âíóòðåííåé
îáëàñòüþ è îòêðûòîãî øàðà B.

Ðåøåíèå. Íåðàâåíñòâà K ≥ c è B ≥ c î÷åâèäíû, òàê êàê è êâàäðàò
K, è øàð B ñîäåðæàò â ñåáå íåêîòîðûå îòðåçêè äåéñòâèòåëüíîé
ïðÿìîé.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êâàäðàòK ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ïëîñêîñòè
R2, à øàð B ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ïðîñòðàíñòâà R3. Ïî òåîðåìå
1.9 è ïëîñêîñòü, è ïðîñòðàíñòâî èìåþò ìîùíîñòü c. Îòñþäà ñëåäóþò
îáðàòíûå íåðàâåíñòâà K ≤ c è B ≤ c.

Òàêèì îáðàçîì, K = c è B = c. Ñëåäîâàòåëüíî, K ∼ B.

Ïðèìåð 1.3. Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî LN âñåõ ïðÿìûõ â ïðîñòðàíñòâå
RN èìååò ìîùíîñòü c.

Ðåøåíèå. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïðÿìîé â RN , ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
òî÷êó a ∈ RN è ïàðàëëåëüíîé íåíóëåâîìó âåêòîðó

−→
b ∈ RN ,

íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âèäà{
(x1, x2, . . . , xN) ∈ RN : xk = ak + bkt, k = 1, 2, . . . , N, t ∈ R

}
.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ðàññìàòðèâàåì ìíîæåñòâî LN , ýëåìåíòàìè êîòîðîãî
ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûå â RN .

Ïóñòü l ∈ LN , P (l) ∈ l � îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ íà÷àëà
êîîðäèíàò íà ïðÿìóþ l è−→e (l)� åäèíè÷íûé âåêòîð, ïàðàëëåëüíûé
ïðÿìîé l, ó êîòîðîãî ïåðâàÿ íåíóëåâàÿ êîìïîíåíòà ïîëîæèòåëüíà.
Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïðÿìîé l ïàðó (P (l) ,−→e (l)) ∈ RN×SN−1,
ãäå

SN−1 =
{−→e ∈ RN : e2

1 + e2
2 + · · ·+ e2

N = 1
}

.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñòðîåííîå ñîîòâåòñòâèå èíúåêòèâíî. Òàêèì îáðàçîì,
LN ≤ c, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà RN è SN−1 èìåþò ìîùíîñòü c.
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Ìíîæåñòâî âñåõ ïðÿìûõ, ëåæàùèõ â íåêîòîðîé ïëîñêîñòè è
ïàðàëëåëüíûõ äàííîé ïðÿìîé, èìååò ìîùíîñòü c. Ñëåäîâàòåëüíî,
LN ≥ c.

Ïðèìåð 1.4. Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî T âñåõ îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ
ìíîæåñòâà RN èìååò ìîùíîñòü c.

Ðåøåíèå.Îáîçíà÷èì ÷åðåçB ìíîæåñòâî îòêðûòûõ øàðîâ èç RN , ó
êîòîðûõ âñå êîîðäèíàòû öåíòðà è ðàäèóñ ðàöèîíàëüíû. Ìíîæåñòâî
B ñ÷�åòíî è, ñëåäîâàòåëüíî, B = {B1, B2, B3, . . . }. Ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâîG ∈ T. Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ìíîæåñòâóG ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{εm (G)}∞m=1, ãäå

εm (G) =

{
1, åñëè Bm ⊂ G,

0, åñëè Bm 6⊂ G.

Îòìåòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {εm (G)}∞m=1 ìîæíî ñ÷èòàòü ýëåìåíòîì
ìíîæåñòâà {0, 1}N. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x ∈ G ñóùåñòâóåò
îòêðûòûé øàð Ux ∈ B, òàêîé, ÷òî x ∈ Ux ⊂ G (ìíîæåñòâî QN

âñþäó ïëîòíî â RN äëÿ ëþáîãî N ∈ N). Òàêèì îáðàçîì,

G =
⋃
x∈G

Ux =
⋃

Bm:Bm⊂G

Bm.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà T âî ìíîæåñòâî
{0, 1}N åñòü èíúåêöèÿ. Â ñèëó òåîðåìû 1.7 ìíîæåñòâî {0, 1}N èìååò

ìîùíîñòü c. Òàêèì îáðàçîì, T ≤ c. Ïîñêîëüêó T ≥ c, ìíîæåñòâî
T òàêæå èìååò ìîùíîñòü c.

2 Ïðèíöèï ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé

Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé ρ. Îòîáðàæåíèå
g: X 7→ X íàçûâàþò ñæèìàþùèì, åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî α ∈
(0; 1), òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X âåðíî íåðàâåíñòâî

ρ (g (x) , g (y)) ≤ αρ (x, y) .

Òåîðåìà 2.1. Âñÿêîå ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå g ïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà (X, ρ) â ñåáÿ èìååò, ïðèòîì òîëüêî îäíó, íåïîäâèæíóþ
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òî÷êó, ò. å. ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà xo ∈ X, òàêàÿ,
÷òî g (xo) = xo.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ íåêîòîðûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.
1. Ïðîñòðàíñòâî C[a; b] íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a; b] äåéñòâèòåëüíûõ
ôóíêöèé f (t) ñ ìåòðèêîé ρ, çàäàííîé äëÿ ëþáûõ íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé f è g ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ρ (f, g) = max
t∈[a;b]

|f (t)− g (t) |.

2. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâîm îãðàíè÷åííûõ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
x = {xn}∞n=1 ñ ìåòðèêîé ρ, çàäàííîé äëÿ ëþáûõ îãðàíè÷åííûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x = {xn}∞n=1 è y = {yn}∞n=1 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ρ (x, y) = sup
n∈N

|xn − yn|.

3. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî `p ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x =

{xn}∞n=1, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
∞∑

n=1
|xn|p < ∞ äëÿ p ≥ 1,

ñ ìåòðèêîé ρ, çàäàííîé äëÿ ëþáûõ òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
x = {xn}∞n=1 è y = {yn}∞n=1 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ρ (x, y) =

( ∞∑
n=1

|xn − yn|p
) 1

p

.

Âñå ïåðå÷èñëåííûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà C[a; b],m, `p (p ≥ 1)
ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè.

Ïðèìåð 2.1. Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ
x = {xn} ∈ m óðàâíåíèÿ

xn +
∞∑

m=1

ln (arcctg xm + 1)

m5 + 4
√

n + 10
= 1, n ∈ N (1)

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå g, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå ëþáîìó
ýëåìåíòó x = {xn} ∈ m ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü y = {yn}
ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

y = g (x) ⇐⇒ yn = 1−
∞∑

m=1

ln (arcctg xm + 1)

m5 + 4
√

n + 10
, n ∈ N.
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Òîãäà óðàâíåíèå (1) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ x = g(x), äëÿ êîòîðîãî
ðåøåíèÿ èùóòñÿ â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâåm. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè òàêîãî ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü,
÷òî îòîáðàæåíèå g: m 7→ m ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì.

Ïðåæäå âñåãî ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå g ïåðåâîäèò m â m,
ò. å. äëÿ ëþáîãî x ∈ m åãî îáðàç g (x) = y ∈ m. Äëÿ ëþáîãî n ∈ N
èìååì îöåíêè:

|yn| =

∣∣∣∣∣1−
∞∑

m=1

ln (arcctg xm + 1)

m5 + 4
√

n + 10

∣∣∣∣∣ ≤ 1 +
∞∑

m=1

| ln (arcctg xm + 1) |
m5 + 4

√
n + 10

<

< 1 + ln (π + 1)
∞∑

m=1

1

m5 = K < ∞.

Çäåñü èñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà, ñïðàâåäëèâûå äëÿ
ëþáûõ m,n ∈ N:

0 < arcctg xm < π =⇒ 0 < ln (arcctg xm + 1) < ln (π + 1) ;

1

m5 + 4
√

n + 10
<

1

m5 .

Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ïîñòîÿííàÿ K > 0 (ðÿä Äèðèõëå
∞∑

m=1

1
m5

ñõîäèòñÿ) íå çàâèñèò îò n, ñëåäîâàòåëüíî, sup
n∈N

|yn| ≤ K, è y ∈ m.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå g:m 7→ m ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì.
Ïóñòü x = {xn} è z = {zn} � äâå ïðîèçâîëüíûå îãðàíè÷åííûå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Òîãäà èìååì ρ (g (x) , g (z)) =

= sup
n∈N

∣∣∣∣∣1−
∞∑

m=1

ln (arcctg xm + 1)

m5 + 4
√

n + 10
− 1 +

∞∑
m=1

ln (arcctg zm + 1)

m5 + 4
√

n + 10

∣∣∣∣∣ ≤
≤ sup

n∈N

∞∑
m=1

| ln (arcctg xm + 1)− ln (arcctg zm + 1) |
m5 + 4

√
n + 10

.

×èñëîâàÿ ôóíêöèÿ f (t) = ln (arcctg t + 1), äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà
R, óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû Ëàãðàíæà íà îòðåçêå
[xm; zm] (èëè [zm; xm]), åñëè xm 6= zm. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò
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òî÷êà um, ëåæàùàÿ ìåæäó xm è zm, äëÿ êîòîðîé f (xm)−f (zm) =
f ′ (um) (xm − zm). Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî ÷èñëà t ∈ R

|f ′ (t) | =
∣∣∣∣ 1

arcctg t + 1
· −1

1 + t2

∣∣∣∣ < 1,

âåðíî ðàâåíñòâî | ln (arcctg xm + 1)−ln (arcctg zm + 1) | ≤ |xm−zm|,
m ∈ N. Òàêèì îáðàçîì,

ρ (g (x) , g (z)) ≤ sup
n∈N

∞∑
m=1

|xm − zm|
m5 + 4

√
n + 10

≤

≤
∞∑

m=1

sup
n∈N

|xm − zm|

m5 + 4
√

n + 10
≤

∞∑
m=1

1

m5 + 11
ρ (x, z) .

Ïîêàæåì, ÷òî ÷èñëî α =
∞∑

m=1

1
m5+11 < 1:

α =
∞∑

m=1

1

m5 + 11
=

1

12
+

∞∑
m=2

1

m5 + 11
<

1

12
+

∞∑
m=2

1

8m2 + 8
<

<
1

12
+

+∞∫
1

du

8 (u2 + 1)
=

1

12
+

1

8
arctg u

∣∣∣∣+∞
1

=
1

12
+

π

32
< 1.

Èòàê, îòîáðàæåíèå g:m 7→ m ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì, ñëåäîâàòåëüíî,
óðàâíåíèå x = g (x) èìååò ðåøåíèå x ∈ m, è ïðèòîì åäèíñòâåííîå.

Ïðèìåð 2.2. Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ
x = {xn} ∈ `1 (

∑∞
n=1 |xn| < ∞) óðàâíåíèÿ

2xn +
∞∑

m=1

xm

m2 +
√

n3 + 13
=

1

8n2 , n ∈ N. (2)

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå g, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå ëþáîìó
ýëåìåíòó x = {xn} ∈ `1 ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü y = {yn} ïî
ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

y = g (x) ⇐⇒ yn =
1

16n2 −
1

2

∞∑
m=1

xm

m2 +
√

n3 + 13
, n ∈ N.
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Òîãäà óðàâíåíèå (2) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ x = g (x), äëÿ êîòîðîãî
ðåøåíèÿ èùóòñÿ â ïîëíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå `1. Äîêàæåì,
÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ `1 åãî îáðàç y = g (x) ∈ `1, ò. å. g:
`1 7→ `1. Äëÿ ýòîãî íàäî äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà

∑∞
n=1 |yn|. Äëÿ

ëþáîãî n ∈ N èìååì:

|yn| ≤
1

16n2 +
1

2

∞∑
m=1

|xm|√
n3

=
1

16n2 +
1

2

( ∞∑
m=1

|xm|

)
1√
n3

.

Òàê êàê x ∈ `1, òî
∞∑

m=1
|xm| = K < ∞, è

∞∑
n=1

|yn| ≤
1

16

∞∑
n=1

1

n2 +
K

2

∞∑
n=1

1

n3/2 < ∞

(îáà ðÿäà â ïðàâîé ÷àñòè ñõîäÿòñÿ, êàê ðÿäû Äèðèõëå
∞∑

n=1

1
np , p >

1).
Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå g: `1 7→ `1 ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì.

Ïóñòü x = {xn} è z = {zn} � äâå ïðîèçâîëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
èç `1. Òîãäà ρ (g (x) , g (z)) =

=
∞∑

n=1

∣∣∣∣∣ 1

16n2 −
1

2

∞∑
m=1

xm

m2 +
√

n3 + 13
− 1

16n2 +
1

2

∞∑
m=1

zm

m2 +
√

n3 + 13

∣∣∣∣∣ ≤
≤ 1

2

∞∑
n=1

∞∑
m=1

|xm − zm|
m2 +

√
n3 + 13

≤ 1

2

∞∑
n=1

∞∑
m=1

|xm − zm|√
n3 + 14

=

=
1

2

∞∑
n=1

1√
n3 + 14

·
∞∑

m=1

|xm − zm| =
1

2

∞∑
n=1

1√
n3 + 14

· ρ (x, z) .

Ïîêàæåì, ÷òî ÷èñëî α = 1
2

∞∑
n=1

1√
n3+14

< 1:

α =
1

2

∞∑
n=1

1√
n3 + 14

=
1

2

(
1

15
+

1√
8 + 14

+
∞∑

n=3

1√
n3

)
<

13



<
1

2

 2

15
+

+∞∫
2

du

u3/2

 =
1

15
− 1√

u

∣∣∣∣+∞
2

=
1

15
+

1√
2

< 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå g: `1 7→ `1 ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì, è
óðàâíåíèå x = g (x) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â `1.

Ïðèìåð 2.3. Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ
x = {xn} ∈ `2

(∑∞
n=1 x2

n < ∞
)
óðàâíåíèÿ

xn −
arctg (10n + 5)

6n
xn+2 +

sin2 n

n2 + 4
xn+3 =

1
7
√

n4
, n ∈ N. (3)

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå g, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå ëþáîìó
ýëåìåíòó x = {xn} ∈ `2 ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü y = {yn} ïî
ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

y = g (x) ⇐⇒ yn =
1

7
√

n4
+

arctg (10n + 5)

6n
xn+2−

sin2 n

n2 + 4
xn+3, n ∈ N.

Òîãäà óðàâíåíèå (3) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ x = g (x), äëÿ êîòîðîãî
ðåøåíèÿ èùóòñÿ â ïîëíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå `2. Äîêàæåì,
÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ `2 åãî îáðàç y = g (x) ∈ `2, ò. å.
g: `2 7→ `2. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî óñòàíîâèòü ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑

n=1
y2

n. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî k ∈ N ñïðàâåäëèâî ÷èñëîâîå

íåðàâåíñòâî (a1 + a2 + . . . + ak)
2 ≤ k(a2

1+a2
2+ . . .+a2

k), ýòî ñëåäóåò
èç ñîîòíîøåíèÿ 2ab ≤ a2 + b2, a, b ∈ R. Èìååì îöåíêè:

∞∑
n=1

y2
n =

∞∑
n=1

(
1

7
√

n4
+

arctg (10n + 5)

6n
xn+2 −

sin2 n

n2 + 4
xn+3

)2

≤

≤ 3
∞∑

n=1

(
1

7
√

n8
+

(π/2)2

36
x2

n+2 +
1

25
x2

n+3

)
≤

≤ 3
∞∑

n=1

1

n8/7 +
∞∑

m=3

x2
m +

∞∑
m=4

x2
m ≤ 3

∞∑
n=1

1

n8/7 + 2
∞∑

m=1

x2
m < ∞
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(ðÿä
∞∑

n=1

1
n8/7 ñõîäèòñÿ êàê ðÿä Äèðèõëå ñ ïîêàçàòåëåì, áîëüøèì 1;

ðÿä
∞∑

m=1
x2

m ñõîäèòñÿ, òàê êàê x ∈ `2).

Ïóñòü x = {xn} è z = {zn} � äâå ïðîèçâîëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
èç `2. Òîãäà ρ2 (g (x) , g (z)) =

=
∞∑

n=1

(
arctg (10n + 5)

6n
(xn+2 − zn+2)−

sin2 n

n2 + 4
(xn+3 − zn+3)

)2

≤

≤ 2
∞∑

n=1

(
π2

144n2 (xn+2 − zn+2)
2 +

1

(n2 + 4)2 (xn+3 − zn+3)
2
)
≤

≤ π2

72
ρ2 (x, z) +

2

25
ρ2 (x, z) =

(√
π2

72
+

2

25
ρ (x, z)

)2

.

Òàê êàê α =
√

π2

72 + 2
25 <

√
1
7 + 2

25 < 1, òî îòîáðàæåíèå g: `2 7→ `2

ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì, è óðàâíåíèå x = g (x) èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå.

Ïðèìåð 2.4. Äîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå

f (x) +

1∫
0

f (y) ex+y3−2

x + 3
√

1 + y2
dy = x6, x ∈ [0; 1] (4)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå C[0; 1].

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå g: C[0; 1] 7→ C[0; 1], äåéñòâóþùåå
ïî ïðàâèëó

ϕ = g (f) ⇐⇒ ϕ (x) = x6 −
1∫

0

f (y) ex+y3−2

x + 3
√

1 + y2
dy, x ∈ [0; 1].

Ýòî îòîáðàæåíèå äåéñòâèòåëüíî ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â ïðîñòðàíñòâå
C[0; 1], ïîñêîëüêó äëÿ îïðåäåë�eííîãî èíòåãðàëà ñ ïàðàìåòðîì x

I (x) =

1∫
0

f (y) ex+y3−2

x + 3
√

1 + y2
dy =

1∫
0

F (x, y)
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ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ F (x, y) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà êâàäðàòå
[0; 1] × [0; 1], è, ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë I (x), êàê ôóíêöèÿ îò x,
íåïðåðûâåí íà îòðåçêå [0; 1] (ñì. [3]). Óðàâíåíèå (4) ýêâèâàëåíòíî
óðàâíåíèþ f = g (f), ãäå ðåøåíèÿ èùóòñÿ â ïîëíîì ìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå C[0; 1].

Äîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå g ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì. Äëÿ ëþáûõ
ôóíêöèé f , h ∈ C[0; 1] èìååì ρ (g (f) , g (h)) =

= max
x∈[0;1]

∣∣∣∣∣∣x6 −
1∫

0

f (y) ex+y3−2

x + 3
√

1 + y2
dy − x6 +

1∫
0

h (y) ex+y3−2

x + 3
√

1 + y2
dy

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ max

x∈[0;1]

1∫
0

|f (y)− h (y) |ex+y3−2

x + 3
√

1 + y2
dy ≤ max

x∈[0;1]

1∫
0

max
y∈[0;1]

|f (y)− h (y) |

x + 3
√

1 + y2
dy =

=

1∫
0

ρ (f, h)
3
√

1 + y2
dy < ρ (f, h)

1

2
· 1

3
√

1
+

1

2
· 1

3

√
1 + 1

4

 = ρ (f, h)
1 + 3

√
4
5

2
.

Çäåñü ìû îöåíèëè èíòåãðàë ïî îòðåçêó [0; 1] ÷åðåç âåðõíþþ ñóììó

Äàðáó ïî ðàçáèåíèþ {0; 1
2 ; 1}. ×èñëî α =

1+ 3
√

4
5

2 < 1, òàêèì îáðàçîì,
îòîáðàæåíèå g ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì, è óðàâíåíèå (4) èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå.

Ïðèìåð 2.5. Äîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå

f (x) +

1∫
0

f (y) dy

f 2 (y) + x2 + y2 + 4
= 2, x ∈ [0; 1] (5)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå C[0; 1].

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå g: C[0; 1] 7→ C[0; 1], äåéñòâóþùåå
ïî ïðàâèëó

ϕ = g (f) ⇐⇒ ϕ (x) = 2−
1∫

0

f (y) dy

f 2 (y) + x2 + y2 + 4
, x ∈ [0; 1].
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Òàê êàê ôóíêöèÿ F (x, y) = f(y)
f2(y)+x2+y2+4 ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé

íà êâàäðàòå [0; 1] × [0; 1] äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ C[0; 1], òî ϕ �
íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [0; 1]ôóíêöèÿ, ñîãëàñíî òåîðåìå î íåïðåðûâíîñòè
îïðåäåë�åííîãî èíòåãðàëà ñ ïàðàìåòðîì. Òàêèì îáðàçîì, äåéñòâèòåëüíî,
äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ C[0; 1] èìååì ϕ = g (f) ∈ C[0; 1].

Äîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå g ñæèìàþùåå. Ïðè ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ
x, y ∈ R ôóíêöèÿ Φ (z) = z

z2+x2+y2+4 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
òåîðåìû Ëàãðàíæà íà îòðåçêå [f (y) ; h (y)] (èëè [h (y) ; f (y)]), ñëåäîâàòåëüíî,∣∣∣∣ f (y)

f 2 (y) + x2 + y2 + 4
− h (y)

h2 (y) + x2 + y2 + 4

∣∣∣∣ =

= |Φ′ (u (y)) | · |f (y)− h (y) | ≤ 1

4
|f (y)− h (y) | ≤ 1

4
ρ (f, h) ,

òàê êàê

|Φ′ (z)| =
∣∣∣∣z2 + x2 + y2 + 4− 2z2

(z2 + x2 + y2 + 4)2

∣∣∣∣ ≤ 1

z2 + x2 + y2 + 4
≤ 1

4

ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ x, y è ïåðåìåííîãî z. Äëÿ ëþáûõ
f , h ∈ C[0; 1] âåðíû îöåíêè:

ρ (g (f) , g (h)) = max
x∈[0;1]

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

f (y) dy

f 2 (y) + x2 + y2 + 4
−

1∫
0

h (y) dy

h2 (y) + x2 + y2 + 4

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ max

x∈[0;1]

1∫
0

∣∣∣∣ f (y)

f 2 (y) + x2 + y2 + 4
− h (y)

h2 (y) + x2 + y2 + 4

∣∣∣∣ dy ≤

≤ max
x∈[0;1]

1∫
0

1

4
ρ (f, h) dy =

1

4
ρ (f, h) .

Òàêèì îáðàçîì, α = 1
4 , è îòîáðàæåíèå g ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì â

C[0; 1]. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (5) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
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3 Êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà â ìåòðè÷åñêèõ

ïðîñòðàíñòâàõ

Ìíîæåñòâî A ⊂ X, ãäå X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, íàçûâàþò
êîìïàêòíûì â X, åñëè èç âñÿêîãî áåñêîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà
ìíîæåñòâà A ìîæíî âûäåëèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê
íåêîòîðîìó ýëåìåíòó èçA. ÌíîæåñòâîB ⊂ X, ãäåX � ìåòðè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî, íàçûâàþò îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíûì èëè ïðåäêîìïàêòíûì
â X, åñëè åãî çàìûêàíèå B êîìïàêòíî â X.

Ïðèâåä�åì êðèòåðèè îòíîñèòåëüíîé êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâ â
ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ C[a; b] è `p, p ≥ 1 (îïðåäåëåíèÿ ñì.
ãëàâó 2).

Òåîðåìà 3.1 (Àðöåëà). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìíîæåñòâî B ⊂ C[a; b]
áûëî îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
áûëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:
1) B � ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîå íà [a; b] ìíîæåñòâî ôóíêöèé,
ò. å.

∃M > 0 : ∀ϕ ∈ B ∀x ∈ [a; b] : |ϕ (x) | ≤ M ;

2) B � ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíîå íà [a; b] ìíîæåñòâî ôóíêöèé,
ò. å.

∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀ϕ ∈ B ∀x, y ∈ [a; b] : |x−y| < δ =⇒ |ϕ (x)−ϕ (y) | < ε.

Òåîðåìà 3.2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìíîæåñòâî B ⊂ `p, p ≥ 1, áûëî
îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
áûëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:
1) B � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â `p, ò. å.

∃M > 0 : ∀x = {xn} ∈ B : ρ (0, x) =

( ∞∑
n=1

|xn|p
)1/p

≤ M ;

2) Rk (x) =
∞∑

n=k+1
|xn|p

B

⇒
k→∞

0 (ðàâíîìåðíàÿ íà ìíîæåñòâå B

ñõîäèìîñòü ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Rk (x)} ê íóëþ), ò.
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å.

∀ε > 0 ∃N : ∀k > N ∀x ∈ B :
∞∑

n=k+1

|xn|p < ε.

Ïðèìåð 3.1. Äîêàæåì îòíîñèòåëüíóþ êîìïàêòíîñòü â C[0; 1]
ìíîæåñòâàB íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà îòðåçêå [0; 1]ôóíêöèé
f , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì:

(à)
1∫
0
|f ′ (t) |3dt ≤ 8;

(á) f (t) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå îòðåçêà [0; 1].

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ êðèòåðèåì êîìïàêòíîñòè â ìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå C[0; 1] (òåîðåìîé Àðöåëà).

1) Äîêàæåì ðàâíîìåðíóþ îãðàíè÷åííîñòü íà îòðåçêå [0; 1] ìíîæåñòâà
ôóíêöèé B. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ f ∈ B. Ñîãëàñíî
óñëîâèþ (á), íàéä�åòñÿ òî÷êà τ ∈ [0; 1], òàêàÿ, ÷òî f (τ) = 1. Èñïîëüçóÿ
ôîðìóëó Íüþòîíà�Ëåéáíèöà, ïîëó÷àåì

f (t) = 1 +

t∫
τ

f ′ (u) du, t ∈ [0; 1].

Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè t ∈ [0; 1] èìååì

|f (t) | ≤ 1 +

1∫
0

|f ′ (u) |du ≤ 1 +

 1∫
0

|f ′ (u) |3du


1
3

≤ 1 +
3
√

8 = 3.

Ïîñëåäíÿÿ îöåíêà ïîëó÷åíà èç óñëîâèÿ (à) ïðè ïîìîùè íåðàâåíñòâà
Ã�åëüäåðà äëÿ p = 3, q = 3/2.

2) Äîêàæåì òåïåðü ðàâíîñòåïåííóþ íåïðåðûâíîñòü ìíîæåñòâà
ôóíêöèé B íà îòðåçêå [0; 1]. Äëÿ ëþáûõ òî÷åê s, t ∈ [0; 1], s < t,
è f ∈ B èìååì

|f (s)− f (t) | =

∣∣∣∣∣∣
t∫

s

f ′ (u) du

∣∣∣∣∣∣ ≤
t∫

s

|f ′ (u) |du ≤
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≤ (t− s)
2
3

 t∫
s

|f ′ (u) |3du


1
3

≤ (t− s)
2
3

 1∫
0

|f ′ (u) |3du


1
3

≤ 2 (t− s)
2
3 .

Òîãäà, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ïîëîæèòü δ = (ε/2)3/2, òî äëÿ
ïðîèçâîëüíûõ s, t ∈ [0; 1], óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó |s− t| <
δ, è f ∈ B áóäåò ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |f (s)− f (t) | < 2δ2/3 =
ε. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíîñòåïåííàÿ íåïðåðûâíîñòü ìíîæåñòâà ôóíêöèé
B äîêàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî B îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî â C[0; 1].

Ïðèìåð 3.2. Äîêàæåì îòíîñèòåëüíóþ êîìïàêòíîñòü â C[0; 2]
ìíîæåñòâàB íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà îòðåçêå [0; 2]ôóíêöèé
f , òàêèõ, ÷òî

2∫
0

(
|f (t) |3 + |f ′ (t) |4

)
dt < K, K > 0.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Àðöåëà.
1) Äîêàæåì ðàâíîìåðíóþ îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèé f ∈ B. Ïîñêîëüêó

ôóíêöèÿ |f (t) | íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [0; 2], òî îíà äîñòèãàåò
ñâîèõ òî÷íûõ ãðàíåé, ò. å. íàéä�åòñÿ òî÷êà to ∈ [0; 2], òàêàÿ, ÷òî
|f (to) | = min

[0;2]
|f (t) |. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Íüþòîíà�Ëåéáíèöà, èìååì

|f (t) | =

∣∣∣∣∣∣f (to) +

t∫
to

f ′ (u) du

∣∣∣∣∣∣ ≤ |f (to) |+
2∫

0

|f ′ (u) |du ≤

≤ 1

2

2∫
0

|f (u) |du +

2∫
0

|f ′ (u) |du.

Äëÿ îöåíêè ïîñëåäíèõ äâóõ èíòåãðàëîâ ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Ã�åëüäåðà:

2∫
0

|f (u) |du ≤

 2∫
0

|f (u) |3du


1
3

· 2
2
3

(
p = 3, q =

3

2

)
;
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2∫
0

|f ′ (u) |du ≤

 2∫
0

|f ′ (u) |4du


1
4

· 2
3
4

(
p = 4, q =

4

3

)
.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî t ∈ [0; 2] ïîëó÷àåì îöåíêè:

|f (t) | ≤ 1

2

 2∫
0

|f (u) |3du


1
3

· 2
2
3 +

 2∫
0

|f ′ (u) |4du


1
4

· 2
3
4 ≤

≤ 1

2
K

1
3 · 2

2
3 + K

1
4 · 2

3
4 ≤ 3

√
K/2 +

4
√

8K = M,

ãäå ÷èñëî M > 0 îáùåå äëÿ âñåõ ôóíêöèé f èç ìíîæåñòâà B.
2) Òåïåðü äîêàæåì ðàâíîñòåïåííóþ íåïðåðûâíîñòü íà îòðåçêå

[0; 2] ôóíêöèé f ∈ B. Ïóñòü s, t ∈ [0; 2], s < t. Òîãäà äëÿ ëþáîé
ôóíêöèè f ∈ B èìååì

|f (s)− f (t) | =

∣∣∣∣∣∣
t∫

s

f ′ (u) du

∣∣∣∣∣∣ ≤
2∫

0

|f ′ (u) |du ≤

≤

 2∫
0

|f ′ (u) |4du


1
4

· (t− s)
3
4 <

4
√

K · (t− s)
3
4 .

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Ïîëîæèì δ = ε4/3

K1/3 . Òîãäà äëÿ ëþáûõ
s, t ∈ [0; 2], òàêèõ, ÷òî |s − t| < δ, è ëþáîé f ∈ B ñïðàâåäëèâà
îöåíêà

|f (s)− f (t) | < 4
√

K · δ
3
4 =

4
√

K · ε

K1/4 = ε.

Ðàâíîñòåïåííàÿ íåïðåðûâíîñòü ìíîæåñòâà ôóíêöèé B äîêàçàíà.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî B îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî â C[0; 2].

Ïðèìåð 3.3. Äîêàæåì îòíîñèòåëüíóþ êîìïàêòíîñòü â C[0; 3]
ìíîæåñòâà B íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé f , òàêèõ, ÷òî

f (x) =
∞∑

n=1

bn

x2 + n
, x ∈ [0; 3], ãäå |bn| ≤

1√
n

∀n ∈ N.
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Ðåøåíèå. 1) Ïðîâåðèì ðàâíîìåðíóþ îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèé f ∈
B:

|f (x) | ≤
∞∑

n=1

|bn|
x2 + n

≤
∞∑

n=1

|bn|
n

≤
∞∑

n=1

1

n
√

n
= M,

ãäå ÷èñëî M (ñóììà ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà Äèðèõëå) ÿâëÿåòñÿ îáùèì
äëÿ âñåõ f ∈ B è x ∈ [0; 3].

2) Äîêàæåì ðàâíîñòåïåííóþ íåïðåðûâíîñòü B. Äëÿ ëþáûõ x,
y ∈ [0; 3] è f ∈ B èìååì

|f (x)−f (y) | =

∣∣∣∣∣
∞∑

n=1

bn

(
1

x2 + n
− 1

y2 + n

)∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

n=1

|bn| · |x2 − y2|
(x2 + n) (y2 + n)

≤

≤
∞∑

n=1

|x− y| (x + y)√
n (x2 + n) (y2 + n)

≤ |x− y|
∞∑

n=1

6

n2
√

n
.

Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìîæíî âûáðàòü δ = ε
K , ãäå K = 6

∞∑
n=1

1
n5/2 <

∞. Òîãäà, åñëè x, y ∈ [0; 3] è |x − y| < δ, òî |f (x) − f (y) | ≤
K|x − y| < Kδ = ε äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ B. Ðàâíîñòåïåííàÿ
íåïðåðûâíîñòü óñòàíîâëåíà. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâîB îòíîñèòåëüíî
êîìïàêòíî â C[0; 3].

Ïðèìåð 3.4. Äîêàæåì îòíîñèòåëüíóþ êîìïàêòíîñòü â C[0; 4]
ìíîæåñòâà B íåïðåðûâûõ ôóíêöèé f , òàêèõ, ÷òî

f (x) =

1∫
0

ϕ (y) sin (xy)

1 + x2 + y2 dy, x ∈ [0; 4],

ãäå ϕ (y) � íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [0; 1] ôóíêöèÿ, è max
[0;1]

|ϕ (y) | ≤
1.

Ðåøåíèå. 1) Óñòàíîâèì ðàâíîìåðíóþ îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèé èç
B. Äëÿ ëþáîãî x ∈ [0; 4] è f ∈ B èìååì:

|f (x) | ≤
1∫

0

|ϕ (y) | · | sin (xy) |
1 + x2 + y2 dy ≤

1∫
0

dy

1 + y2 = arctg y

∣∣∣∣1
0

=
π

4
.
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2) Òåïåðü äîêàæåì ðàâíîñòåïåííóþ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé èç
B. Äëÿ ëþáûõ x, z ∈ [0; 4] è f ∈ B ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

|f (x)− f (z) | ≤
1∫

0

|ϕ (y) | ·
∣∣∣∣ sin (xy)

1 + x2 + y2 −
sin (zy)

1 + z2 + y2

∣∣∣∣ dy ≤

≤
1∫

0

∣∣∣∣ sin (xy)

1 + x2 + y2 −
sin (zy)

1 + z2 + y2

∣∣∣∣ dy.

Çàôèêñèðóåì y ∈ [0; 1]. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Y (t) = sin(yt)
1+y2+t2 . Îíà

äèôôåðåíöèðóåìà â ëþáîé òî÷êå t ∈ [0; 4], ïðè÷�åì |Y ′ (t) | =

=

∣∣y cos (yt)
(
1 + y2 + t2

)
− 2t sin (yt)

∣∣
(1 + y2 + t2)2 ≤

y
(
1 + y2 + t2

)
+ 2t

(1 + y2 + t2)2 ≤ 26.

Ñîãëàñíî òåîðåìå Ëàãðàíæà, äëÿ ëþáûõ x, z ∈ [0; 4] íàéä�åòñÿ
òî÷êà u, ëåæàùàÿ ìåæäó x è z, òàêàÿ, ÷òî |Y (x) − Y (z) | =
|Y ′ (u) | · |x− z|. Èñïîëüçóÿ îöåíêó |Y ′ (t) | ≤ 26, ïîëó÷àåì∣∣∣∣ sin (xy)

1 + x2 + y2 −
sin (zy)

1 + z2 + y2

∣∣∣∣ = |Y (x)− Y (z) | ≤ 26|x− z|.

Òîãäà

|f (x)− f (z) | ≤
1∫

0

26|x− z|dy = 26|x− z|.

Åñëè ïðè ëþáîì ε ïîëîæèòü δ = ε
26 , òî |f (x) − f (z) | < ε äëÿ

âñÿêèõ x, z ∈ [0; 4], òàêèõ, ÷òî |x − z| < δ, è f ∈ B. Ìíîæåñòâî
ôóíêöèéB ÿâëÿåòñÿ ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíûì. Èòàê, îòíîñèòåëüíàÿ
êîìïàêòíîñòü ìíîæåñòâà B óñòàíîâëåíà.

Ïðèìåð 3.5. Âûÿñíèì, ÿâëÿåòñÿ ëè îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíûì â
C[0; 5] ìíîæåñòâî B ôóíêöèé

fα (x) = cos2 (αx) , α ∈ [0; +∞).

Ðåøåíèå.Äàííîå ñåìåéñòâî ôóíêöèé îáëàäàåò ñâîéñòâîì ðàâíîìåðíîé
îãðàíè÷åííîñòè:

|fα (x) | = cos2 (αx) ≤ 1, α ≥ 0, x ∈ [0; 5].
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Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x, y ∈ [0; 5] íà îñíîâàíèè òåîðåìû Ëàãðàíæà
èìååì:

|fα (x)− fα (y) | = α| sin (2αu) | · |x− y|,
ãäå u = x + θ (y − x), θ ∈ (0; 1). Ôóíêöèè α| sin (2αu) |, α ≥ 0, íå
ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûìè íà [0; 5]. Èñõîäÿ èç ýòîãî,
ïîïðîáóåì äîêàçàòü îòñóòñòâèå ñâîéñòâà ðàâíîñòåïåííîé íåïðåðûâíîñòè
ó ìíîæåñòâà B, ò. å. äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî ε > 0, òàêîå,
÷òî äëÿ ëþáîãî δ > 0 íàéäóòñÿ α ≥ 0 è òî÷êè x, y ∈ [0; 5] ñ
óñëîâèåì |x − y| < δ, äëÿ êîòîðûõ |fα (x) − fα (y) | ≥ ε. Òàê êàê
lim

α→∞
π
2α = 0, òî äëÿ ëþáîãî δ > 0 ñóùåñòâóåò α > 0, òàêîå, ÷òî

| π
2α | < δ. Ïîëîæèì x = 0, y = π

2α . Òîãäà |x − y| < δ, è |fα (x) −
fα (y) | = | cos2 0−cos2 π

2 | = 1. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïîëîæèòü ε =
1. Ìíîæåñòâî ôóíêöèéB íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíûì,
ñëåäîâàòåëüíî, íå ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíûì â C[0; 5].

Ïðèìåð 3.6. Äîêàæåì îòíîñèòåëüíóþ êîìïàêòíîñòü â ìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå `4 ìíîæåñòâà B ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x =
{xn}∞n=1, äëÿ êîòîðûõ

∞∑
n=1

n10x12
n ≤ 1.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ êðèòåðèåì îòíîñèòåëüíîé êîìïàêòíîñòè
â ïðîñòðàíñòâå `p, p ≥ 1.

1) Ñíà÷àëà äîêàæåì îãðàíè÷åííîñòü ìíîæåñòâà B â `4. Äëÿ
ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x = {xn} ∈ B, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî
Ã�åëüäåðà, èìååì

∞∑
n=1

|xn|4 =
∞∑

n=1

1

n10/3 ·n
10
3 |xn|4 ≤

[ ∞∑
n=1

(
1

n10/3

) 3
2

] 2
3

·

[ ∞∑
n=1

(
n

10
3 |xn|4

)3
] 1

3

=

=

[ ∞∑
n=1

1

n5

] 2
3

·

[ ∞∑
n=1

n10|xn|12

] 1
3

≤

[ ∞∑
n=1

1

n5

] 2
3

= K < ∞

(ñõîäÿùèéñÿ ðÿä Äèðèõëå). Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâîB îãðàíè÷åíî
â `4.
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2) Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îñòàòêîâ ðÿäà
∞∑

n=1
|xn|4,

ãäå x ∈ B, ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâåB ñõîäèòñÿ ê íóëþ. Ïîñêîëüêó

ðÿä
∞∑

n=1

1
n5 ñõîäèòñÿ, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{ ∞∑
n=k+1

1
n5

}∞
k=1

ñõîäèòñÿ

ê íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéä�åòñÿ íîìåð N =
N (ε), òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî k > N âåðíî íåðàâåíñòâî

∞∑
n=k+1

1

n5 < ε
3
2 .

Ïóñòü x � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà B. Òîãäà

Rk (x) =
∞∑

n=k+1

|xn|4 =
∞∑

n=k+1

1

n10/3 · n
10
3 |xn|4 ≤

≤

[ ∞∑
n=k+1

1

n5

] 2
3

·

[ ∞∑
n=k+1

n10|xn|12

] 1
3

< ε ·

[ ∞∑
n=1

n10|xn|12

] 1
3

< ε,

÷òî âåðíî äëÿ ëþáîãî íîìåðà k > N = N (ε). Ñëåäîâàòåëüíî,
ìíîæåñòâî B ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíûì â `4.

4 Ðàññòîÿíèå äî ïîäïðîñòðàíñòâà â ãèëüáåðòîâîì

ïðîñòðàíñòâå

Ïóñòü H � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, M � åãî ïîäìíîæåñòâî.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ H ðàññòîÿíèåì îò ýëåìåíòà x äî ìíîæåñòâà
M íàçûâàþò ÷èñëî

ρ (x, M) = inf
u∈M

‖x− u‖.

Òåîðåìà 4.1.Äëÿ ëþáîãî ïîäïðîñòðàíñòâà L ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà
H è ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà x ∈ H ñóùåñòâóåò, ïðè÷�åì åäèíñòâåííûé,
ýëåìåíò y ∈ L, òàêîé, ÷òî ρ (x, L) = ‖x− y‖.

Ïóñòü L � ïîäïðîñòðàíñòâî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H. Òîãäà
ýëåìåíò z ∈ H îðòîãîíàëåí L (îáîçíà÷àåòñÿ z ⊥ L) â òîì ñëó÷àå,
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åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ L ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (x, z) = 0. Ìíîæåñòâî

L⊥ = {z ∈ H : z ⊥ L}

ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì â H, è åãî íàçûâàþò îðòîãîíàëüíûì
äîïîëíåíèåì ê L.

Òåîðåìà 4.2.Ïóñòü L � ïîäïðîñòðàíñòâî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà
H, x ∈ H, à ýëåìåíò y � òîò ýëåìåíò èç L, äëÿ êîòîðîãî
ρ (x, L) = ‖x− y‖. Òîãäà z = x− y ⊥ L.

Òåîðåìà 4.3.Ïóñòü L � ïîäïðîñòðàíñòâî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà
H. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ H íàéäóòñÿ òàêèå ýëåìåíòû
y ∈ L è z ∈ L⊥, ÷òî x = y+z, ïðè÷�åì ýòî ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî,
è

ρ (x, L) = ‖z‖, ρ
(
x, L⊥

)
= ‖y‖.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè òàêîì ðàçëîæåíèè âåðíî ðàâåíñòâî ‖x‖2 =
‖y‖2+‖z‖2. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî ïîäïðîñòðàíñòâà L ãèëüáåðòîâî
ïðîñòðàíñòâî H ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ñóììîé ïîäïðîñòðàíñòâ
L è L⊥, ò. å. H = L⊕ L⊥.

Ïðèìåð 4.1. Íàéä�åì ðàññòîÿíèå â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå `2

îò ýëåìåíòà xo = {0, 0, 0, 2, 0, 0, . . .} äî ïîäïðîñòðàíñòâà

L =

{
y = {yk}∞k=1 ∈ `2 :

6∑
k=2

yk = 0

}
.

Íàïîìíèì, ÷òî ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî `2 ñîñòîèò èç ÷èñëîâûõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x = {xk}∞k=1, òàêèõ, ÷òî
∞∑

k=1
x2

k < ∞, ïðè÷�åì

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ x = {xk}∞k=1 è

y = {yk}∞k=1 âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå: (x, y) =
∞∑

k=1
xkyk.

Ðåøåíèå. ×èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {0, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, . . .} ∈
`2 îáîçíà÷èì zo, ò. å.

zo = {zk}∞k=1, zk =

{
1, åñëè k = 2, 3, 4, 5, 6,
0, åñëè k = 1 èëè k > 6.
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Òîãäà óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè ýëåìåíòà y = {yk}∞k=1 ïîäïðîñòðàíñòâó
L ìîæíî çàïèñàòü, êàê (y, zo) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, zo ⊥ L, è
L⊥ = 〈zo〉 = {αzo : α ∈ R}. Ñîãëàñíî òåîðåìå 4.3, äëÿ ýëåìåíòà xo

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå â ñóììó: xo = yo + αzo, ãäå
yo ∈ L, ρ (xo, L) = ‖xo − yo‖ = |α| · ‖zo‖ = |α| ·

√
5. Êîýôôèöèåíò

α íàéä�åì èç óñëîâèÿ yo = xo − αzo ⊥ zo. Òîãäà (xo − αzo, zo) =

(xo, zo)−α (zo, zo) = 0, è α = (xo,zo)
(zo,zo)

= 2
5 . Ñëåäîâàòåëüíî, ρ (xo, L) =

2
5

√
5 = 2√

5
≈ 0, 894.

Ïðèìåð 4.2. Íàéä�åì ðàññòîÿíèå â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå `2

îò ýëåìåíòà xo = {1, 0, 1
3 , 0,

1
5 , 0, . . . ,

1
2k−1 , 0, . . .} äî ïîäïðîñòðàíñòâà

L =

{
y = {yk}∞k=1 ∈ `2 :

∞∑
k=1

yk

k
= 0

}
.

Ðåøåíèå. Óñëîâèå
∞∑

k=1

yk

k = 0 ìîæíî çàïèñàòü, êàê

(y, zo) = 0, ãäå zo =

{
1

k

}∞
k=1

∈ `2

( ∞∑
k=1

1

k2 < ∞

)
.

Òàêèì îáðàçîì, y ∈ L ⇐⇒ (y, zo) = 0, ñëåäîâàòåëüíî, zo ⊥ L,
è L⊥ = {αzo : α ∈ R}. Ñîãëàñíî òåîðåìå 4.3, äëÿ ýëåìåíòà xo

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå â ñóììó: xo = yo + αzo, ãäå
yo ∈ L;

ρ (xo, L) = ‖xo − yo‖ = |α| · ‖zo‖ = |α| · C, ãäå C =

√√√√ ∞∑
k=1

1

k2 .

Êîýôôèöèåíò α íàéä�åì èç óñëîâèÿ yo = xo − αzo ⊥ zo. Òîãäà
(xo − αzo, zo) = (xo, zo)− α (zo, zo) = 0, è

α =
(xo, zo)

(zo, zo)
=

∞∑
k=1

1
(2k−1)2

C2 .
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Ñëåäîâàòåëüíî,

ρ (xo, L) =
1

C

∞∑
k=1

1

(2k − 1)2 =
1

C

( ∞∑
k=1

1

k2 −
∞∑

k=1

1

(2k)2

)
=

=
1

C

( ∞∑
k=1

1

k2 −
1

4

∞∑
k=1

1

k2

)
=

1

C

(
C2 − C2

4

)
=

3

4
C.

Âû÷èñëèì C. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèåì ôóíêöèè f (t) =
t â ðÿä Ôóðüå íà èíòåðâàëå (−π; π):

t = 2

(
sin t− 1

2
sin 2t +

1

3
sin 3t− . . .− (−1)k

k
sin kt + . . .

)
.

Ñîãëàñíî ðàâåíñòâó Ïàðñåâàëÿ èìååì:

4
∞∑

k=1

π

k2 =

π∫
−π

t2dt =
2π3

3
, îòêóäà C2 =

∞∑
k=1

1

k2 =
π2

6
.

Òàêèì îáðàçîì, ρ (xo, L) = 3
4 ·

π√
6

= π
√

6
8 ≈ 0, 962.

Ïðèìåð 4.3. Íàéä�åì ðàññòîÿíèå â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå `2

îò ýëåìåíòà

xo =

{
(−1)n5n/2
√

n!

}∞
n=1

äî ïîäïðîñòðàíñòâà L⊥, ãäå L = {y = {yk}∞k=1 ∈ `2 : y1 = y3 = 0}.
Ðåøåíèå. Îòìåòèì, ÷òî y ∈ L òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà y ⊥ e1

è y ⊥ e3, ãäå e1 = {1, 0, 0, 0, . . .}, e3 = {0, 0, 1, 0, 0, . . .} ∈ `2. Òàêèì
îáðàçîì, L⊥ = 〈e1, e3〉 = {αe1 + βe3 : α, β ∈ R}. Ñîãëàñíî òåîðåìå
4.3, äëÿ ýëåìåíòà xo ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå â ñóììó:
xo = yo + αe1 + βe3, ãäå yo ∈ L, è ρ

(
xo, L

⊥) = ‖yo‖. Ïîñêîëüêó
yo ⊥ e1, yo ⊥ e3, à òàêæå e1 ⊥ e3, òî

(xo − (αe1 + βe3), e1) = (xo, e1)− α(e1, e1) = 0,
(xo − (αe1 + βe3) , e3) = (xo, e3)− β (e3, e3) = 0.

Îòñþäà èìååì:

α =
(x0, e1)

(e1, e1)
= (xo, e1) = −

√
5; β =

(x0, e3)

(e3, e3)
= (xo, e3) = −5

√
5√
6

.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ρ2
(
xo, L

⊥) = ‖yo‖2 = ‖xo‖2 − α2‖e1‖2 − β2‖e3‖2 =

=
∞∑

n=1

5n

n!
− 5− 125

6
= (e5 − 1)− 155

6
= e5 − 161

6
.

Èòàê, ρ2
(
xo, L

⊥) =
√

e5 − 161
6 ≈ 11, 03.

Ïðèìåð 4.4. Íàéä�åì â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2[0; 1], ÿâëÿþùåìñÿ
ïîïîëíåíèåì åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà êóñî÷íî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé

ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (f, g) =
1∫
0

f (t) g (t) dt, ðàññòîÿíèå îò

ýëåìåíòà fo (t) = t−1 äî ïîäïðîñòðàíñòâà L =
〈
t2, t3

〉
= {αt2+βt3 :

α, β ∈ R}.
Ðåøåíèå. Ñîãëàñíî òåîðåìå 4.3, äëÿ ýëåìåíòà fo ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
ðàçëîæåíèå â ñóììó: fo = go + ho, ãäå go ∈ L, ho ∈ L⊥, ò. å.
ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûå êîýôôèöèåíòû α, β ∈ R, òàêèå, ÷òî
fo (t) = αt2 + βt3 + ho (t), ho ⊥ t2, ho ⊥ t3. Ïîñêîëüêó ho (t) =
fo (t)− αt2 − βt3 = t− 1− αt2 − βt3, òî

(ho, t
2) =

1∫
0

(
t− 1− αt2 − βt3

)
t2dt = 0 ⇐⇒ 1

4
− 1

3
− α

5
− β

6
= 0;

(ho, t
3) =

1∫
0

(
t− 1− αt2 − βt3

)
t3dt = 0 ⇐⇒ 1

5
− 1

4
− α

6
− β

7
= 0.

Îòñþäà ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
äëÿ íàõîæäåíèÿ α è β:

α

5
+

β

6
= − 1

12
;

α

6
+

β

7
= − 1

20
.

Ðåøàÿ ñèñòåìó, ïîëó÷àåì α = −4,5, β =4,9. Ñëåäîâàòåëüíî,
ρ2 (fo, L) = ‖ho‖2 = ‖fo‖2 − ‖go‖2 =

=

1∫
0

(t− 1)2dt−
1∫

0

(4, 9t3 − 4, 5t2)2dt =
1

3
− 13

100
=

61

300
.
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Îêîí÷àòåëüíî èìååì: ρ (fo, L) = 1
10

√
61
3 ≈ 0, 451.

Ïðèìåð 4.5. Íàéä�åì ðàññòîÿíèå â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå
L2[0; 1] îò ýëåìåíòà

fo (t) =

{
0, 0 ≤ t ≤ 1

2 ,

t, 1
2 < t ≤ 1

äî ïîäïðîñòðàíñòâà

L =

g ∈ L2[0; 1] :

1∫
0

g (t) dt =

1∫
0

g (t) tdt = 0

 .

Ðåøåíèå. Îòìåòèì, ÷òî g ∈ L ⇐⇒ g ⊥ u, g ⊥ v, ãäå u (t) = 1,
v (t) = t. Òîãäà L⊥ = 〈u, v〉 = {αu + βv : α, β ∈ R}. Ñîãëàñíî
òåîðåìå 4.3, èìååì åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå: fo = go + αu + βv,
go ∈ L, ïðè÷�åì ρ (fo, L) = ‖fo − go‖ = ‖αu + βv‖. Êîýôôèöèåíòû
α è β íàéä�åì èç óñëîâèé (go, u) = (go, v) = 0, ò. å.

1∫
0

(fo (t)− α− βt) dt =

1∫
0

(fo (t)− α− βt) tdt = 0.

Ïîäñòàâëÿÿ fo (t) â ïîñëåäíèå ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì

1∫
1/2

tdt−
1∫

0

(α + βt) dt = 0 ⇐⇒ 3

8
− α− β

2
= 0;

1∫
1/2

t2dt−
1∫

0

(α + βt) tdt = 0 ⇐⇒ 7

24
− α

2
− β

3
= 0.

Òàêèì îáðàçîì, α è β íàõîäèì èç ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé {

8α + 4β = 3
12α + 8β = 7

⇐⇒ α = −1

4
, β =

5

4
.
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Èòàê,

ρ2 (fo, L) =

1∫
0

(
5

4
t− 1

4

)2

dt =
13

48
=⇒ ρ (fo, L) =

√
13

48
≈ 0, 520.

5 Ëèíåéíûå îãðàíè÷åííûå ôóíêöèîíàëû

Ïóñòü L� íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî. Ôóíêöèþ íà L ñî çíà÷åíèÿìè
â R (f : L 7→ R) íàçûâàþò ôóíêöèîíàëîì. Åñëè äëÿ ëþáûõ ÷èñåë
α, β ∈ R è ëþáûõ ýëåìåíòîâ x, y ∈ L ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
f (αx + βy) = αf (x)+βf (y), òî ôóíêöèîíàë f íàçûâàþò ëèíåéíûì.
Ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë f ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè îáðàçîì
ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî â L ìíîæåñòâà áóäåò îãðàíè÷åííîå ÷èñëîâîå
ìíîæåñòâî. Â ñèëó ëèíåéíîñòè f ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî íàéä�åòñÿ
÷èñëî C > 0, òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ L, ‖x‖ ≤ 1,
âåðíî íåðàâåíñòâî |f (x) | ≤ C. Íîðìîé ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííîãî
ôóíêöèîíàëà íàçûâàþò ÷èñëî

‖f‖ = sup
‖x‖≤1

|f (x) | = sup
‖x‖=1

|f (x) | = sup
x6=0

|f (x) |
‖x‖

.

Ôóíêöèîíàë f : L 7→ R íàçûâàþò íåïðåðûâíûì â òî÷êå xo ∈ L

â òîì ñëó÷àå, åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 íàéä�åòñÿ ÷èñëî δ =
δ (ε, xo) > 0, òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ L èç ‖x− xo‖ < δ ñëåäóåò
|f (x) − f (xo) | < ε. Åñëè ôóíêöèîíàë íåïðåðûâåí â ëþáîé òî÷êå
xo ∈ L, òî åãî íàçûâàþò íåïðåðûâíûì.

Òåîðåìà 5.1. Ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë f : L 7→ R íåïðåðûâåí òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí îãðàíè÷åí.

Ïðèìåð 5.1. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèîíàë f : m 7→ R, çàäàííûé â
íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâåm îãðàíè÷åííûõ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f(x) = a1x1+a2x2+. . .+anxn, x = {xk}∞k=1, ak ∈ R, k = 1, 2, . . . n,

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì, íåïðåðûâíûì, è íàéä�åì åãî íîðìó.
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Ðåøåíèå.Ëèíåéíîñòü ôóíêöèîíàëà f ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ. Íåïðåðûâíîñòü
áóäåò óñòàíîâëåíà, ñîãëàñíî òåîðåìå 5.1, êîãäà áóäåò äîêàçàíà îãðàíè÷åííîñòü
f . Âûáåðåì ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x = {xk}∞k=1 ∈ m, òàêóþ,
÷òî ‖x‖ = sup

k∈N
|xk| = 1. Òîãäà

|f(x)| =

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

akxk

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

k=1

|ak| · |xk| ≤
n∑

k=1

|ak|.

Òàêèì îáðàçîì, ‖f‖ ≤
n∑

k=1
|ak|, è ôóíêöèîíàë f ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì,

ñëåäîâàòåëüíî, íåïðåðûâíûì. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

xo = {sign a1, sign a2, . . . sign an, 0, 0, . . .} ∈ m; sign y =


1, y > 0

−1, y < 0
0, y = 0

Îòìåòèì, ÷òî ‖xo‖ = 1 è f(xo) =
n∑

k=1
|ak|. Ñëåäîâàòåëüíî, ‖f‖ =

n∑
k=1

|ak|.

Ïðèìåð 5.2. Íàéä�åì íîðìó ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà f : c 7→ R,
çàäàííîãî â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå c ñõîäÿùèõñÿ ÷èñëîâûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f(x) = x4 − 5 lim
k→∞

xk, x = {xk}∞k=1 ∈ c, ‖x‖ = sup
k∈N

|xk|.

Ðåøåíèå. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ ñõîäÿùóþñÿ ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
x = {xk}∞k=1, ‖x‖ = sup

k∈N
|xk| = 1. Òîãäà, ñîãëàñíî ñâîéñòâó ïðåäåëüíîãî

ïåðåõîäà â íåðàâåíñòâå, lim
k→∞

|xk| ≤ 1, è |f(x)| ≤ |x4|+5 lim
k→∞

|xk| ≤
6. Çíà÷èò, ‖f‖ ≤ 6. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xo = {xk}∞k=1, x4 = 1,
xk = −1 ïðè k 6= 4, èìååì ‖xo‖ = 1 è lim

k→∞
xk = −1, ñëåäîâàòåëüíî,

f(xo) = 6. Òàêèì îáðàçîì, ‖f‖ = 6.

Ïðèìåð 5.3. Íàéä�åì íîðìó ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà f : c0 7→ R,
çàäàííîãî â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå c0 ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé,
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ñõîäÿùèõñÿ ê íóëþ, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f(x) =
∞∑

k=1

xk

2k · k
, x = {xk}∞k=1 ∈ c0, ‖x‖ = max

k∈N
|xk|.

Ðåøåíèå.Ïóñòü ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x = {xk}∞k=1 óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì: lim

k→∞
xk = 0 è ‖x‖ = max

k∈N
|xk| = 1. Òîãäà |f(x)| ≤

∞∑
k=1

1
2k·k = ln 2. Äåéñòâèòåëüíî, ln(1 + t) =

∞∑
k=1

(−1)k−1

k tk ïðè t ∈

(−1; 1], è ïðè t = −1
2 ìû èìååì ln 1

2 = −
∞∑

k=1

1
2k·k . Çíà÷èò, ‖f‖ ≤

ln 2. Äîêàæåì, ÷òî ‖f‖ = ln 2. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ýëåìåíòîâ x(n) = {x(n)

k }∞k=1 ∈ c0, x
(n)
k = 1 ïðè k ≤ n, x

(n)
k = 0

ïðè k > n. Òîãäà f(x(n)) =
n∑

k=1

1
2k·k = Sn � ÷àñòè÷íàÿ ñóììà

ðÿäà
∞∑

k=1

1
2k·k , ñëåäîâàòåëüíî, lim

n→∞
f(x(n)) = lim

n→∞
Sn = ln 2. Òàê êàê

‖x(n)‖ = 1 ïðè âñåõ n, òî ‖f‖ = sup
‖x‖=1

|f(x)| ≥ sup
n∈N

|f(x(n))| = ln 2.

Òàêèì îáðàçîì, ‖f‖ = ln 2.

Ïðèìåð 5.4. Íàéä�åì íîðìó ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà f : `1 7→ R,
çàäàííîãî â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
`1 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f(x) =
∞∑

k=1

xk

1 + ln k
, x = {xk}∞k=1 ∈ `1

(
‖x‖ =

∞∑
k=1

|xk|

)
.

Ðåøåíèå. Âûáåðåì ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x = {xk}∞k=1 ∈ `1,

òàêóþ, ÷òî ‖x‖ =
∞∑

k=1
|xk| = 1. Òîãäà

|f(x)| =

∣∣∣∣∣
∞∑

k=1

xk

1 + ln k

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

k=1

|xk|
1 + ln k

≤
∞∑

k=1

|xk| = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ‖f‖ ≤ 1. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xo = {1, 0, 0, 0, . . .}
∈ `1 èìååì ‖xo‖ = 1 è f(xo) = 1. Òàêèì îáðàçîì, ‖f‖ = 1.
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Ïðèìåð 5.5. Íàéä�åì íîðìó ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà f : `p 7→ R,
çàäàííîãî â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
`p, p > 1, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f(x) =
∞∑

k=1

akxk, x = {xk}∞k=1 ∈ `p, ‖x‖p =

{ ∞∑
k=1

|xk|p
}1/p

,

ãäå ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a = {ak}∞k=1 � íåêîòîðàÿ íåíóëåâàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç `q, 1/p + 1/q = 1, ‖a‖q =

{ ∞∑
k=1

|ak|q
}1/q

<

∞.

Ðåøåíèå. Ïóñòü x = {xk}∞k=1 ∈ `p è ‖x‖p = 1. Òîãäà, èñïîëüçóÿ
íåðàâåíñòâî Ã�åëüäåðà äëÿ ðÿäîâ, ïîëó÷àåì

|f(x)| ≤
∞∑

k=1

|akxk| ≤

{ ∞∑
k=1

|ak|q
}1

q
{ ∞∑

k=1

|xk|p
} 1

p

= ‖a‖q·‖x‖p = ‖a‖q.

Ñëåäîâàòåëüíî, ‖f‖ ≤ ‖a‖q. Òåïåðü ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
x̃ = {sign ak · |ak|q−1}∞k=1. Îíà ïðèíàäëåæèò `p, ïðè÷�åì

‖x̃‖p =

{ ∞∑
k=1

|ak|p(q−1)

}1/p

=

{ ∞∑
k=1

|ak|q
}1/p

= (‖a‖q)
q/p .

Ýëåìåíò

xo =
x̃

‖x̃‖p
= (‖a‖q)

−q/p · x̃ ∈ `p,

åãî íîðìà ‖xo‖p = 1, è

f(xo) = (‖a‖q)
−q/p ·

∞∑
k=1

|ak|q = ‖a‖q−q/p
q = ‖a‖q.

Òàêèì îáðàçîì, ‖f‖ = ‖a‖q.

Ïðèìåð 5.6. Íàéä�åì íîðìó ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà f : C[−1; 1] 7→
R, çàäàííîãî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f(x) = x(−1)− 2x(0) +

1∫
−1

t3x(t)dt, x ∈ C[−1; 1].
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Ðåøåíèå.Ïóñòü íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [−1; 1]ôóíêöèÿ x(t) èìååò
íîðìó ‖x‖ = max

t∈[−1;1]
|x(t)| = 1. Òîãäà |f(x)| ≤

≤ |x(−1)|+2|x(0)|+
1∫

−1

|t3|·|x(t)|dt ≤ 1+2+2

1∫
0

t3dt = 3+2·1
4

= 3,5.

Ñëåäîâàòåëüíî, ‖f‖ ≤3,5. Äëÿ ôóíêöèè

xo(t) =

{
−1, t ∈ (−1; 0]

1, t ∈ {−1} ∪ (0; 1]
(ñì. ðèñ. 1)

èìååì f(xo) =3,5, íî ôóíêöèÿ xo ðàçðûâíà. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Ðèñ. 1: ê ïðèìåðó 5.6

íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [−1; 1]ôóíêöèé xn, îïðåäåë�åííûõ ñëåäóþùèì
îáðàçîì (ñì. ðèñ. 2):

xn(t) =


1− 2n(t + 1) , t ∈ [−1;−1 + 1

n ]
−1 , t ∈ [−1 + 1

n ; 0]
2nt− 1 , t ∈ [0; 1

n ]
1 , t ∈ [ 1

n ; 1]

Îòìåòèì, ÷òî ïðåäåëüíîé ôóíêöèåé (â ñìûñëå ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè)

Ðèñ. 2: ê ïðèìåðó 5.6

íà îòðåçêå [−1; 1] äëÿ ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn(t)}
êàê ðàç è ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ xo(t). Âû÷èñëèì f(xn) äëÿ ëþáîãî
n ∈ N: f(xn) =

= 1+2+

−1+ 1
n∫

−1

(1−2n(t+1))t3dt−
0∫

−1+ 1
n

t3dt+

1
n∫

0

(2nt−1)t3dt+

1∫
1
n

t3dt ≥
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≥ 3−1

n
− t4

4

∣∣∣∣0
−1+ 1

n

−1

n
+

t4

4

∣∣∣∣1
1
n

= 3+
1

4

((
1− 1

n

)4

+ 1−
(

1

n

)4
)
−2

n
= bn

(ìû îöåíèëè ñíèçó èíòåãðàëû ïî ïðîìåæóòêàì [−1;−1 + 1
n ] è

[0; 1
n ], ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî xn(t)t

3 ≥ −1 íà [−1; 1]). Ïîñêîëüêó bn →
3,5 ïðè n → ∞, ìû ïîëó÷àåì ‖f‖ ≥ sup

‖x‖=1
f(x) ≥ sup

n∈N
f(xn) ≥

sup
n∈N

bn = 3,5. Ó÷èòûâàÿ ïîëó÷åííóþ ðàíåå îöåíêó ‖f‖ ≤ 3,5, èìååì

‖f‖ =3,5.

Ïðèìåð 5.7. Âû÷èñëèì íîðìó ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà f : L3[0; 1] 7→
R, çàäàííîãî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f(x) =

1∫
0

etx(t)dt, x ∈ L3[0; 1].

Ðåøåíèå. Âûáåðåì ëþáóþ ôóíêöèþ x ∈ L3[0; 1], äëÿ êîòîðîé ‖x‖ ={ 1∫
0
|x(t)|3dt

}1/3

= 1. Òîãäà, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ã�åëüäåðà ïðè

p = 3, q = 3/2, èìååì

|f(x)| ≤


1∫

0

e3t/2dt


2/3

· ‖x‖ =

{
2

3

(
e3/2 − 1

)}2/3

= A.

Ñëåäîâàòåëüíî, ‖f‖ ≤ A. Íàéä�åì íîðìó ôóíêöèè x̃(t) = et/2 â
L3[0; 1]:

‖x̃‖ =


1∫

0

e3t/2dt


1/3

=

{
2

3

(
e3/2 − 1

)}1/3

=
√

A.

Ïóñòü xo(t) = x̃(t)
‖x̃‖ = et/2

√
A
, t ∈ [0; 1]. Òîãäà

f(xo) =
1√
A

1∫
0

et · et/2dt =
1√
A
· A3/2 = A.

Òàê êàê ‖xo‖ = 1, òî ‖f‖ = A = 3

√
4
9

(
e3/2 − 1

)2
.
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6 Âû÷èñëåíèå íîðìû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà

Ïóñòü ëèíåéíûé îïåðàòîðA äåéñòâóåò èç íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà
(X, ‖ · ‖

X
) â íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî (Y, ‖ · ‖

Y
). Åãî íîðìîé

íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

‖A‖ = sup
‖x‖

X
≤1
‖Ax‖

Y
= sup

‖x‖
X

=1
‖Ax‖

Y
(6)

Ñóïðåìóì çäåñü ìîæåò äîñòèãàòüñÿ íà íåêîòîðîì âåêòîðå xo ∈ X,
ò. å. ‖Axo‖Y = sup

‖x‖
X
≤1
‖Ax‖Y , à ìîæåò è íå äîñòèãàòüñÿ.

Âû÷èñëåíèå íîðìû ñîñòîèò èç äâóõ ïóíêòîâ:
1) Íàõîäèì ïîëîæèòåëüíóþ êîíñòàíòó C, òàêóþ, ÷òî äëÿ âñÿêîãî
âåêòîðà x ∈ X åäèíè÷íîé íîðìû âûïîëíåíî ‖Ax‖

Y
≤ C. Òîãäà

ìû ïîëó÷àåì îöåíêó ‖A‖ ≤ C.
2) Ïðîâåðÿåì, ÷òî íàéäåííàÿ îöåíêà � òî÷íàÿ, ò. å. ‖A‖ = C. Äëÿ
ýòîãî íàäî ëèáî íàéòè âåêòîð x ∈ X åäèíè÷íîé íîðìû, òàêîé,
÷òî ‖Ax‖

Y
= C (â òàêîì ñëó÷àå ñóïðåìóì èç (6) äîñòèãàåòñÿ íà

âåêòîðå x), ëèáî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà
c′ < C íàéä�åòñÿ âåêòîð x′ ∈ X åäèíè÷íîé íîðìû, äëÿ êîòîðîãî
‖Ax′‖ > c′, ÷òî ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{xn} ⊂ X, ‖xn‖X = 1, òàêîé, ÷òî

lim
n→∞

‖Axn‖Y = C.

Åñëè íå óäà�åòñÿ âûïîëíèòü ïóíêò 2), ýòî ìîæåò îçíà÷àòü, ÷òî
êîíñòàíòà C èç ïóíêòà 1) áûëà çàâûøåíà, è íàäî ïîñòàðàòüñÿ
äîêàçàòü íåðàâåíñòâî ‖Ax‖

Y
≤ C ïðè ìåíüøåé C.

Ïðèìåð 6.1. Âû÷èñëèì íîðìó ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A: L1[0; 4] 7→
L1[0; 4], äåéñòâóþùåãî ïî ïðàâèëó

Ax = y ⇐⇒ y (t) =

t∫
0

s3x (s) ds, t ∈ [0; 4].

Ðåøåíèå. 1) Ïóñòü x ∈ L1[0; 4]; ‖x‖ =
∫ 4

0 |x (t) |dt = 1. Îöåíèì
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íîðìó y = Ax â ïðîñòðàíñòâå L1[0; 4].

‖y‖ =

4∫
0

|y (t) |dt =

4∫
0

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

s3x (s) ds

∣∣∣∣∣∣ dt ≤
4∫

0

t∫
0

s3|x (s) |dsdt =

ïîìåíÿåì ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ

=

4∫
0

4∫
s

s3|x (s) |dtds =

4∫
0

(4− s) s3|x (s) |ds ≤ sup
[0;4]

(4− s) s3·
4∫

0

|x (s) |ds =

= sup
[0;4]

(4− s) s3 = (4− 3) 33 = 27 (íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè

f (s) = (4− s) s3 íà îòðåçêå [0; 4] äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå s = 3, ãäå
ïðîèçâîäíàÿ f ′ (s) ðàâíà íóëþ). Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî ‖A‖ ≤ 27.

2) Âûÿñíèì, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ñòàíîâèòñÿ
ðàâåíñòâîì. Ïåðâîå íåðàâåíñòâî â öåïî÷êå èìååò âèä "ìîäóëü èíòåãðàëà
≤ èíòåãðàëà îò ìîäóëÿ" è ñòàíîâèòñÿ ðàâåíñòâîì, åñëè ïîäûíòåãðàëüíàÿ
ôóíêöèÿ íå ìåíÿåò çíàê, ò. å. åñëè x (t) ≥ 0 ïðè 0 ≤ t ≤ 4 (ñëó÷àé
x (t) ≤ 0 àíàëîãè÷åí). Òîãäà âòîðîå íåðàâåíñòâî ïðèìåò âèä

4∫
0

(4− s) s3x (s) ds ≤ sup
[0;4]

(4− s) s3 ·
4∫

0

x (s) ds.

Òàê êàê ‖x‖ = 1 è x (s) íå ìåíÿåò çíàê, òî â ýòîì ñëó÷àå ðàâåíñòâî
íåâîçìîæíî. Íî ëåâàÿ ÷àñòü áóäåò ïðèáëèæàòüñÿ ê ïðàâîé ÷àñòè,
åñëè ôóíêöèÿ x (s) áóäåò "êîíöåíòðèðîâàòüñÿ" âáëèçè òî÷êè ìàêñèìóìà
ôóíêöèè f (s) = (4− s) s3 (òî÷êè s = 3). Ðàññìîòðèì òàêèå ôóíêöèè
xn ∈ L1[0; 4] ñ åäèíè÷íûìè íîðìàìè (ñì. ðèñ. 3):

Ðèñ. 3: ê ïðèìåðó 6.1

xn (s) =

{
n, |s− 3| ≤ 1/2n,

0, |s− 3| > 1/2n, s ∈ [0; 4].
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Òîãäà

‖Axn‖ =

4∫
0

(4− s) s3xn (s) ds = n ·
3+1/2n∫

3−1/2n

(4− s) s3ds =

= n · 1
n · (4− sn) s3

n ïî òåîðåìå î ñðåäíåì, ãäå |sn − 3| ≤ 1
2n . Íî

lim
n→∞

sn = 3, ñëåäîâàòåëüíî, ‖Axn‖ → 27. Òàêèì îáðàçîì, íàéäåííàÿ

êîíñòàíòà C = 27 ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì çíà÷åíèåì íîðìû îïåðàòîðà
A.

Ïðèìåð 6.2. Âû÷èñëèì íîðìó ëèíåéíîãî îïåðàòîðàA: L2[−2; 2] 7→
L2[−2; 2], äåéñòâóþùåãî ïî ïðàâèëó

Ax = y ⇐⇒ y (t) = 2x (t) + t4x (−t) , t ∈ [−2; 2].

Ðåøåíèå. 1) Ïóñòü x ∈ L2[−2; 2]; ‖x‖2 =
∫ 2
−2 x2 (t) dt = 1. Âåêòîð

y = Ax ðàâåí ñóììå òàêèõ äâóõ âåêòîðîâ:

y1 (t) = 2x (t) , y2 (t) = t4x (−t) .

Î÷åâèäíî, ‖y1‖ = 2. Îöåíèì íîðìó y2.

‖y2‖2 =

2∫
−2

t8x2 (−t) dt =

2∫
−2

s8x2 (s) ds ≤ sup
[−2;2]

s8 ·
2∫

−2

x2 (s) ds = 256

(7)
(áûëà ñäåëàíà çàìåíà: s = −t), ò. å. ‖y2‖ ≤ 16, ñëåäîâàòåëüíî,

‖y‖ ≤ ‖y1‖+ ‖y2‖ ≤ 18. (8)

Ïîëó÷åíà îöåíêà ‖A‖ ≤ C = 18.
2) Âûÿñíèì, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íåðàâåíñòâà (7) è (8) ñòàíîâÿòñÿ

ðàâåíñòâàìè. Êàê è â ïðèìåðå 6.1, â (7) ðàâåíñòâî íå äîñòèãàåòñÿ,
íî ëåâàÿ ÷àñòü ñòðåìèòñÿ ê ïðàâîé ÷àñòè, åñëè ôóíêöèÿ x (s) êîíöåíòðèðóåòñÿ
âáëèçè òî÷åê ìàêñèìóìà ôóíêöèè s8 (òî÷åê s = 2 è s = −2).
Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêèõ ôóíêöèé xn ∈ L2[−2; 2] ñ
åäèíè÷íûìè íîðìàìè (ñì. ðèñ. 4):
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Ðèñ. 4: ê ïðèìåðó 6.2

xn (t) =

{
n, 2− 1/2n2 ≤ |t| ≤ 2,
0, |t| < 2− 1/2n2.

Èõ îáðàçû èìåþò âèä

Axn (t) =

{ (
2 + t4

)
n, 2− 1/2n2 ≤ |t| ≤ 2,

0, |t| < 2− 1/2n2.

Ó÷èòûâàÿ ÷�eòíîñòü ôóíêöèéAxn (t) è èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ñðåäíåì
äëÿ îïðåäåë�eííîãî èíòåãðàëà, èìååì

‖Axn‖2 = 2

2∫
2− 1

2n2

(
2 + t4

)2
n2dt = 2n2 · 1

2n2

(
2 + τ 4

n

)2
,

ãäå τn ∈ [2− 1
2n2 ; 2]. Òàê êàê lim

n→∞
τn = 2, òî lim

n→∞
‖Axn‖ = lim

n→∞

(
2 + τ 4

n

)
= 18. Òàêèì îáðàçîì, íàéäåííîå ÷èñëî C = 18 ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì
çíà÷åíèåì íîðìû îïåðàòîðà A.

Ïðèìåð 6.3. Âû÷èñëèì íîðìó ëèíåéíîãî îïåðàòîðàA: L2[0; 2π] 7→
L2[0; 2π], äåéñòâóþùåãî ïî ïðàâèëó

Ax = y ⇐⇒ y (t) =

π/2∫
0

(x (t + s)− x (t− s)) ds, t ∈ [0; 2π]

(ôóíêöèè x è y ñ÷èòàþòñÿ 2π-ïåðèîäè÷íûìè).

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà

e0 (t) =
1√
2π

; e2k−1 (t) =
sin (kt)√

π
, e2k (t) =

cos (kt)√
π

, k = 1, 2, 3, . . .

(9)
ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì ñåïàðàáåëüíîãî ãèëüáåðòîâà
ïðîñòðàíñòâà L2[0; 2π].
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1) Ïóñòü ‖x‖ = 1. Ðàçëîæèì x:

x (t) =
∞∑

n=0

cnen (t) ,

∞∑
n=0

c2
n = 1 (ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ).

Ïðèìåíèì îïåðàòîð A ê êàæäîìó âåêòîðó èç áàçèñà (9):

Ae0 (t) = 0; Ae2k−1 (t) =
1√
π

π/2∫
0

(sin (kt + ks)− sin (kt− ks)) ds =

= 2

π/2∫
0

cos(kt)√
π

sin (ks) ds = 2
cos(kt)

k
√

π
(1− cos(kπ/2)) ds = λke2k (t) ,

ãäå λk = 2
k

(
1− cos kπ

2

)
(λ1 = λ2 = 2, λ3 = 2

3 , λ4 = 0 è ò. ä.);
àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì Ae2k = −λke2k−1. Òåïåðü âåêòîð y = Ax è
åãî íîðìà ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä:

y (t) =
∞∑

k=1

λk (c2k−1e2k (t)− c2ke2k−1 (t)) ;

‖y‖2 =
∞∑

k=1

λ2
k

(
c2
2k−1 + c2

2k

)
≤ 22

∞∑
k=1

(
c2
2k−1 + c2

2k

)
≤ 4.

Òàêèì îáðàçîì, ‖y‖ ≤ 2, ñëåäîâàòåëüíî, ‖A‖ ≤ 2.
2) Ðàâåíñòâî ‖y‖ = 2 äîñòèãàåòñÿ, íàïðèìåð, êîãäà x (t) =

e1 (t) = 1√
π

sin t. Îòâåò: ‖A‖ = 2.

Ïðèìåð 6.4. Âû÷èñëèì íîðìó ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A: C[0; 2] 7→
L2[−2; 2], äåéñòâóþùåãî ïî ïðàâèëó

Ax = y ⇐⇒ y (t) = (t−1)

1∫
0

x (s) ds+(t2−1)

2∫
1

x (s) ds, t ∈ [−2; 2].

Ðåøåíèå. 1) Ïóñòü x ∈ C[0; 2], ‖x‖ = max
[0;2]

|x (t) | = 1. Îáîçíà÷èì

a =
1∫
0

x (s) ds, b =
2∫
1

x (s) ds. Òîãäà |a| ≤ 1, |b| ≤ 1, è âåêòîð y = Ax
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èìååò âèä

y (t) = a · v (t) + b · w (t) , ãäå v (t) = t− 1, w (t) = t2 − 1.

Îöåíèì íîðìó y â ïðîñòðàíñòâå L2[−2; 2]:

‖y‖2 = ‖av + bw‖2 = a2‖v‖2 + b2‖w‖2 + 2ab (v, w) .

Êàê íåòðóäíî âû÷èñëèòü, ‖v‖2 = 28
3 , ‖w‖

2 = 92
15 , (v, w) = −4

3 .
Òàêèì îáðàçîì,

‖y‖2 =
28

3
a2 +

92

15
b2 − 2 · 4

3
ab ≤ 28

3
+

92

15
+ 2 · 4

3
=

272

15
. (10)

Âûâîä: ‖A‖ = sup
‖x‖=1

‖Ax‖ ≤
√

272√
15
.

2) Ðàâåíñòâî â (10) äîñòèãàåòñÿ ïðè a = 1, b = −1 (èëè ïðè a =
−1, b = 1). Íî a = 1 ⇐⇒ x (t) = 1 ïðè âñåõ t ∈ (0; 1); b = −1 ⇐⇒
x (t) = −1 ïðè âñåõ t ∈ (1; 2). Ýòè äâà òðåáîâàíèÿ íåñîâìåñòíû,
òàê êàê ôóíêöèÿ x (t) íåïðåðûâíà íà [0; 2]. Íî ìîæíî ïîäîáðàòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ íà [0; 2]ôóíêöèé xn (t), äëÿ êîòîðûõ
an =

∫ 1
0 xn (s) ds è bn =

∫ 2
1 xn (s) ds ñõîäÿòñÿ ê 1 è−1 ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêèõ ôóíêöèé èç C[0; 2] ñ åäèíè÷íûìè
íîðìàìè (ñì. ðèñ. 5):

Ðèñ. 5: ê ïðèìåðó 6.4

xn (t) =


1, 0 ≤ t ≤ 1− 1/n,

n (1− t) , 1− 1/n ≤ t ≤ 1 + 1/n,

−1, 1 + 1/n ≤ t ≤ 2.

Äëÿ xn ìû ïîëó÷àåì an =
1−1/n∫

0
ds +

1∫
1−1/n

n (1− s) ds = 1− 1
2n ;

bn =
1+1/n∫

1
n (1− s) ds−

2∫
1+1/n

ds = −
(
1− 1

2n

)
. Òàê êàê lim

n→∞
an = 1,

lim
n→∞

bn = −1, òî ‖Axn‖2 → 272
15 ïðè n →∞. Âûâîä: ‖A‖ =

√
272√
15
.
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Ïðèìåð 6.5. Âû÷èñëèì íîðìó ëèíåéíîãî îïåðàòîðàA: L5/4[0; 2] 7→
L1[0; 2], äåéñòâóþùåãî ïî ïðàâèëó

Ax = y ⇐⇒ y (t) = t (1− t) x (t) , t ∈ [0; 2].

Ðåøåíèå. 1) Ïóñòü x ∈ L5/4[0; 2], ‖x‖ =
(∫ 2

0 |x (t) |5/4dt
)4/5

= 1.

Òîãäà ïî íåðàâåíñòâó Ã�åëüäåðà äëÿ p = 5/4, q = p/(p − 1) = 5,
ïîëó÷èì

‖y‖ =

2∫
0

|y (t) |dt ≤

 2∫
0

|x (t) |5/4dt

4/5  2∫
0

|t (1− t) |5dt

1/5

=

=

 1∫
0

t5 (1− t)5 dt +

2∫
1

t5(t− 1)5dt

1/5

=

(
23

6

)1/5

.

Ñëåäîâàòåëüíî, ‖A‖ ≤ 5

√
23
6 .

2) Êàê èçâåñòíî, íåðàâåíñòâî Ã�åëüäåðà

b∫
a

|f (t) g (t) |dt ≤

 b∫
a

|f (t) |pdt

1/p

·

 b∫
a

|g (t) |qdt

1/q

(ãäå 1
p + 1

q = 1) îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî, åñëè |f (t) | = C|g (t) |q/p

ïî÷òè âñþäó. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî |x (t) | = Ct4|1−t|4.
Ïîäáåð�åì êîíñòàíòó C, ÷òîáû x èìåë åäèíè÷íóþ íîðìó â L5/4[0; 2]:

2∫
0

(
Ct4|1− t|4

)5/4
dt = C5/4

2∫
0

|t (1− t) |5dt = C5/4 · 23

6
= 1,

îòêóäà C =
( 6

23

)4/5
. Òàêèì îáðàçîì, ìû íàøëè åäèíè÷íûé âåêòîð

x (t) = =
( 6

23

)4/5
t4 (1− t)4, äëÿ êîòîðîãî ‖Ax‖ = 5

√
23
6 . Ñëåäîâàòåëüíî,

‖A‖ = 5

√
23
6 .
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Ïðèìåð 6.6. Âû÷èñëèì íîðìó ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A: `2 7→ `2,
äåéñòâóþùåãî ïî ïðàâèëó: Ax = y ⇐⇒

(y1, y2, y3, . . .) = (x1−x2 +x3, x2−x3 +x4, . . . xn−xn+1 +xn+2, . . .).

Ðåøåíèå. Ââåä�åì îïåðàòîð ñäâèãàB: (x1, x2, x3, . . .) 7→ (x2, x3, x4, . . .).
Òîãäà íàø îïåðàòîð ïðèìåò âèä: A = I−B+B2, ãäå I � åäèíè÷íûé
îïåðàòîð.

1) Ïóñòü x ∈ `2, ‖x‖2 =
∞∑

n=1
x2

n = 1. Òîãäà

‖Bx‖2 =
∞∑

n=1

x2
n+1 =

∞∑
m=2

x2
m ≤ 1; ‖B2x‖2 =

∞∑
n=1

x2
n+2 =

∞∑
m=3

x2
m ≤ 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ‖Ax‖ ≤ ‖x‖+ ‖Bx‖+ ‖B2x‖ = 3.
2) Âûÿñíèì, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ýòè íåðàâåíñòâà ñòàíîâÿòñÿ

ðàâåíñòâàìè. Ðàâåíñòâî ‖Bx‖ = ‖x‖ ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ x1 =
0, pàâåíñòâî ‖B2x‖ = ‖x‖ ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ x1 = x2 = 0,
ïîýòîìó áóäåì ðàññìàòðèâàòü åäèíè÷íûå âåêòîðû x, äëÿ êîòîðûõ
x1 = x2 = 0. Ðàâåíñòâî ‖x − Bx + B2x‖ = ‖x‖ + ‖Bx‖ + ‖B2x‖
íåäîñòèæèìî, òàê êàê x, Bx è B2x íå ìîãóò áûòü êîëëèíåàðíûìè.
Îäíàêî, ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x(m)} ⊂ `2, ‖x(m)‖ = 1,
òàêàÿ, ÷òî ‖x(m) + Bx(m)‖ → 0, ‖x(m) −B2x(m)‖ → 0. Ïóñòü

x(m)
n =


0, n = 1, 2,

(−1)n
√

2m
, 3 ≤ n ≤ 2m + 2,

0, n > 2m + 2.

Òîãäà (
Bx(m)

)
n

=


0, n = 1,

(−1)n+1
√

2m
, 2 ≤ n ≤ 2m + 1,

0, n > 2m + 1;(
B2x(m)

)
n

=

{
(−1)n
√

2m
, n ≤ 2m,

0, n > 2m.

Ñëåäîâàòåëüíî, Ax(m) = x(m) −Bx(m) + B2x(m) =

=
1√
2m

(−1, 2,−3, 3,−3, 3, . . . ,−3, 3,−2, 1, 0, 0, . . .)
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(÷èñëà 3 è −3 âñòðå÷àþòñÿ ïî m− 1 ðàç). Òîãäà

‖Ax(m)‖2 = 2 · 1

2m
+ 2 · 4

2m
+ 2(m− 1)

9

2m
→ 9 ïðè m →∞.

Îòâåò: ‖A‖ = 3.

Ïðèìåð 6.7. Âû÷èñëèì íîðìó ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A: m 7→
L2[0; 1], äåéñòâóþùåãî ïî ïðàâèëó

Ax = y ⇐⇒ y (t) =
∞∑

n=1

xnt
n

n!
, t ∈ [0; 1].

Ðåøåíèå. 1) Ïóñòü x ∈ m, ‖x‖ = sup
n∈N

|xn| = 1. Ïðè êàæäîì t ∈ [0; 1]

èìååì:

|y (t) | ≤
∞∑

n=1

|xn|tn

n!
≤

∞∑
n=1

tn

n!
= et − 1,

ñëåäîâàòåëüíî,

‖y‖2 =

1∫
0

y2 (t) dt ≤
1∫

0

(et − 1)2dt =
e2 − 4e + 5

2
.

2) Ðàâåíñòâî ‖Ax‖2 = e2−4e+5
2 äîñòèãàåòñÿ íà åäèíè÷íîì âåêòîðå

x = (1, 1, 1, 1, . . .). Îòâåò: ‖A‖ =
√

e2−4e+5
2 .

7 Îáðàòíûå îïåðàòîðû

Ïóñòü ëèíåéíûé îïåðàòîðA äåéñòâóåò èç íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà
(X, ‖ · ‖

X
) â íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî (Y, ‖ · ‖

Y
). Åñëè îïåðàòîð

A áèåêòèâåí, òî îáðàòíûì ê íåìó íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð A−1 : Y 7→
X, äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó:

A−1y = x ⇐⇒ Ax = y.

Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîð, îáðàòíûé ê ëèíåéíîìó, òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíûì. Òàêèì îáðàçîì, íàéòè îáðàòíûé îïåðàòîð îçíà÷àåò:
ðåøèòü óðàâíåíèå Ax = y îòíîñèòåëüíî x ïðè âñåõ y ∈ Y . Åñëè
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ïðè íåêîòîðîì y óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèÿ èëè èìååò áîëåå
îäíîãî ðåøåíèÿ, òî îïåðàòîð íå îáðàòèì.

Ïðèìåð 7.1. Íàéä�åì îáðàòíûé îïåðàòîð äëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà
A: C[0; 2π] 7→ C[0; 2π], äåéñòâóþùåãî ïî ïðàâèëó

Ax = y ⇐⇒ y (t) = 2x (t) + sin t · x
(

t +
2π

3

)
(ôóíêöèè x (t) è y (t) ñ÷èòàþòñÿ 2π-ïåðèîäè÷íûìè).

Ðåøåíèå. Ó íàñ îäíî ëèíåéíîå óðàâíåíèå

2x (t) + sin t · x
(

t +
2π

3

)
= y (t) (11)

ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè: x (t) è x
(
t + 2π

3

)
. ×òîáû ñîñòàâèòü ñèñòåìó

óðàâíåíèé, â êîòîðîé ÷èñëî óðàâíåíèé ðàâíî ÷èñëó íåèçâåñòíûõ,
íàì ïðèä�åòñÿ ïîäñòàâèòü â (11) t+ 2π

3 è t− 2π
3 âìåñòî t. Ïîëó÷èòñÿ

ñèñòåìà òð�åõ óðàâíåíèé ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè:
2x (t) + sin t · x

(
t + 2π

3

)
= y (t)

2x
(
t + 2π

3

)
+ sin

(
t + 2π

3

)
· x
(
t− 2π

3

)
= y

(
t + 2π

3

)
2x
(
t− 2π

3

)
+ sin

(
t− 2π

3

)
· x (t) = y

(
t− 2π

3

)
(îòìåòèì, ÷òî x

(
t + 4π

3

)
= x

(
t + 2π − 2π

3

)
= x

(
t− 2π

3

)
ñ ó÷�åòîì

2π-ïåðèîäè÷íîñòè x (t)). Ìàòðèöà ñèñòåìû âûãëÿäèò òàê (åñëè çàíóìåðîâàòü
íåèçâåñòíûå â ïîðÿäêå: x (t), x

(
t + 2π

3

)
, x
(
t− 2π

3

)
): 2 sin t 0

0 2 sin
(
t + 2π

3

)
sin
(
t− 2π

3

)
0 2


E�e îïðåäåëèòåëü ðàâåí ∆ = 8 + sin t · sin

(
t + 2π

3

)
· sin

(
t− 2π

3

)
> 0

ïðè âñåõ t. Íàéä�åì ïåðâóþ íåèçâåñòíóþ x (t) ïî ôîðìóëå Êðàìåðà:
x (t) = ∆1/∆,

∆1 =

∣∣∣∣∣∣
y (t) sin t 0

y
(
t + 2π

3

)
2 sin

(
t + 2π

3

)
y
(
t− 2π

3

)
0 2

∣∣∣∣∣∣ =
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= 4y (t) + sin t · sin
(

t +
2π

3

)
y

(
t− 2π

3

)
− 2 sin t · y

(
t +

2π

3

)
.

Îòâåò: îïåðàòîð, îáðàòíûé ê îïåðàòîðó A, ñóùåñòâóåò è äåéñòâóåò
ïî ôîðìóëå: A−1y = x ⇐⇒

x (t) =
4y (t) + sin t · sin

(
t + 2π

3

)
y
(
t− 2π

3

)
− 2 sin t · y

(
t + 2π

3

)
8 + sin t · sin

(
t + 2π

3

)
· sin

(
t− 2π

3

) .

Ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ x (t) íåïðåðûâíà. Ïîäñòàâèâ å�å â îïåðàòîðA,
ïîëó÷èì èñõîäíóþ ôóíêöèþ y (t) (è â ýòîì, è â òð�åõ ïîñëåäóþùèõ
ïðèìåðàõ ïðîâåðêà ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ).

Ïðèìåð 7.2. Íàéä�åì îáðàòíûé îïåðàòîð äëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà
A: C[0; 1] 7→ C[0; 1], äåéñòâóþùåãî ïî ïðàâèëó

Ax = y ⇐⇒ y (t) = x (0) + x (t)−
1∫

0

st2x (s) ds.

Ðåøåíèå. Áóäåì èñêàòü x = A−1y. Ìû èìååì îäíî ëèíåéíîå óðàâíåíèå

x (0) + x (t)− t2L = y (t) (12)

ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè: x (t), x (0) è L =
∫ 1

0 sx (s) ds. Âòîðîå óðàâíåíèå
ìû ïîëó÷èì, ïîäñòàâèâ â (12) t = 0:

2x(0) = y(0) =⇒ x(0) =
1

2
y(0). (13)

Òðåòüå óðàâíåíèå ìû ïîëó÷èì, óìíîæèâ îáå ÷àñòè (12) íà t è
ïðîèíòåãðèðîâàâ îò 0 äî 1:

1∫
0

tdt · x (0) +

1∫
0

tx (t) dt−
1∫

0

t · t2dt · L =

1∫
0

ty (t) dt,

ò. å.
1

2
x (0) + L− 1

4
L =

1∫
0

ty (t) dt. (14)

47



Ïîäñòàâèì x (0) èç (13) â (14):

3

4
L +

1

4
y (0) =

1∫
0

ty (t) dt =⇒ L =
4

3

1∫
0

ty (t) dt− 1

3
y (0) .

Òåïåðü ïîäñòàâèì x (0) è L â óðàâíåíèå (12):

1

2
y (0) + x (t)− 4t2

3

1∫
0

uy (u) du +
t2

3
y (0) = y (t) ,

è ïîëó÷èì îòâåò:

x (t) = y (t)−
(

t2

3
+

1

2

)
y (0) +

4t2

3

1∫
0

uy (u) du.

Ïðè t = 0 ýòà ôîðìóëà äà�åò x (0) = y (0) /2, ò. å. íå ïðîòèâîðå÷èò
(13). Î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ x (t) íåïðåðûâíà. Îáðàòíûé îïåðàòîð
íàéäåí.

Ïðèìåð 7.3. Íàéä�åì îáðàòíûé îïåðàòîð äëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà
A: C1[1; 2] 7→ C1[1; 2], äåéñòâóþùåãî ïî ïðàâèëó

Ax = y ⇐⇒ y (t) = x (t)− 2

t∫
1

x (s)

s
ds. (15)

(Íàïîìíèì, ÷òî C1[a; b] � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, èìåþùèõ íåïðåðûâíóþ
ïðîèçâîäíóþ íà îòðåçêå [a; b]; íîðìà ôóíêöèè x(t) â ýòîì ïðîñòðàíñòâå
îïðåäåëÿåòñÿ òàê: ‖x‖ = max

[a;b]
|x (t) |+ max

[a;b]
|x′ (t) |).

Ðåøåíèå.Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ óðàâíåíèå (15) ïî t, ïîëó÷èì íîâîå
óðàâíåíèå:

x′ (t)− 2
x (t)

t
= y′ (t) .

Ýòî íåîäíîðîäíîå ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî
íåèçâåñòíîé ôóíêöèè x (t). Ïðèìåíèì ìåòîä âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ.
Ðåøèì îäíîðîäíîå ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:
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x′ (t)− 2x(t)
t = 0 =⇒ dx

x = 2dt
t =⇒ x = Ct2.

Èùåì îáùåå ðåøåíèå x (t) íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ â âèäå x (t) =
C (t) t2. Ïîäñòàâèâ t = 1 â óðàâíåíèå (15), ïîëó÷èì íà÷àëüíîå
óñëîâèå x(1) = y(1) äëÿ ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ; òàêèì îáðàçîì, C(1) = y(1).

C ′ (t) t2 + 2tC (t)− 2tC (t) = y′ (t) =⇒ C ′ (t) = y′(t)
t2 =⇒

C (t) = y(1) +

t∫
1

y′ (s)

s2 ds = y(1) +

t∫
1

dy (s)

s2 =

èíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì

= y(1) +
y (s)

s2

∣∣∣∣t
1
−

t∫
1

y (s)
−2

s3 ds = y(1) +
y (t)

t2
− y(1) + 2

t∫
1

y (s)

s3 ds.

Òàêèì îáðàçîì, x = A−1y ⇐⇒

x (t) = t2

y(1) +
y (t)

t2
− y(1) + 2

t∫
1

y (s)

s3 ds

 = y (t)+2t2
t∫

1

y (s)

s3 ds.

Ïðèìåð 7.4. Íàéä�åì îáðàòíûé îïåðàòîð äëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà
A: L2[0; 2π] 7→ L2[0; 2π], äåéñòâóþùåãî ïî ïðàâèëó

Ax = y ⇐⇒ y (t) = πx (t) +

π∫
0

x (s) sin (s + t) ds

(ôóíêöèè x (t) è y (t) ñ÷èòàþòñÿ 2π-ïåðèîäè÷íûìè).

Ðåøåíèå. Ïðèìåíèâ ôîðìóëó ñèíóñà ñóììû, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

πx (t) + sin t ·
π∫

0

x (s) cos sds + cos t ·
π∫

0

x (s) sin sds = y (t) .

Ââåä�åì îáîçíà÷åíèÿ: A =
π∫
0

x (s) cos sds, B =
π∫
0

x (s) sin sds. Òîãäà

πx (t) + A sin t + B cos t = y (t) . Èìååì îäíî ëèíåéíîå óðàâíåíèå
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ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè: x (t), A è B. ×òîáû ñîñòàâèòü åù�å äâà
óðàâíåíèÿ ñ òåìè æå íåèçâåñòíûìè, ïîìíîæèì îáå ÷àñòè ïåðâîãî
óðàâíåíèÿ íà cos t è íà sin t è ïðîèíòåãðèðóåì îò 0 äî π:

π

π∫
0

x (t) cos tdt + A

π∫
0

cos t sin tdt + B

π∫
0

cos2 tdt =

π∫
0

y (t) cos tdt;

π

π∫
0

x (t) sin tdt + A

π∫
0

sin2 tdt + B

π∫
0

sin t cos tdt =

π∫
0

y (t) sin tdt;

ò. å.

πA +
π

2
B =

π∫
0

y (t) cos tdt; (16)

πB +
π

2
A =

π∫
0

y (t) sin tdt; (17)

îòêóäà ïîëó÷àåì:

2·(16)−(17) ⇐⇒ A = 2
3π

π∫
0

y (t) (2 cos t− sin t) dt,

2·(17)−(16) ⇐⇒ B = 2
3π

π∫
0

y (t) (2 sin t− cos t) dt.

Òåïåðü, çíàÿ A è B, âûðàæàåì x (t):

x (t) =
1

π
(y (t)− A sin t−B cos t) =

=
y(t)

π
− 2

3π2

π∫
0

y (u) (2 sin t cos u−sin t sin u+2 cos t sin u−cos t cos u)du =

=
y(t)

π
+

2

3π2

π∫
0

y(u)(cos(t− u)− 2 sin(t + u))du.

×èòàòåëü ìîæåò ñàìîñòîÿòåëüíî ïðîâåðèòü, ÷òî íàéäåííàÿ ôóíêöèÿ
x (t) ïðèíàäëåæèò êëàññó L2[0; 2π] è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþAx =
y.
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8 Ñïåêòð ëèíåéíîãî îïåðàòîðà. Íàõîæäåíèå

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ

Ïóñòü ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð A äåéñòâóåò èç áàíàõîâà
ïðîñòðàíñòâà (X, ‖ · ‖

X
) â òî æå ñàìîå ïðîñòðàíñòâî. Åñëè äëÿ

íåêîòîðîãî ÷èñëà λ îïåðàòîð A−λI èìååò îáðàòíûé (A− λI)−1 =
Rλ (A), îïðåäåë�åííûé íà âñ�åì ïðîñòðàíñòâåX, òî ÷èñëî λ íàçûâàþò
ðåãóëÿðíûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðàA, à îïåðàòîðRλ (A) � ðåçîëüâåíòíûì
îïåðàòîðîì èëè ðåçîëüâåíòîé. Îòìåòèì, ÷òî, ñîãëàñíî òåîðåìå
Áàíàõà îá îáðàòíîì îïåðàòîðå, îïåðàòîð Rλ (A) òàêæå ÿâëÿåòñÿ
îãðàíè÷åííûì. Ìíîæåñòâî âñåõ çíà÷åíèé λ, íå ÿâëÿþùèõñÿ ðåãóëÿðíûìè,
íàçûâàþò ñïåêòðîì îïåðàòîðà A.

Áóäåì èñêàòü ñïåêòð îïåðàòîðà A, ò. å. èçó÷àòü ñëåäóþùóþ
ïðîáëåìó: ïðè êàêèõ λ ∈ R îïåðàòîð A−λI íåîáðàòèì? Âîçìîæíû
äâå ïðè÷èíû íåîáðàòèìîñòè îïåðàòîðà: îòñóòñòâèå èíúåêòèâíîñòè
è îòñóòñòâèå ñþðúåêòèâíîñòè.

1) Ïóñòü A−λI íå èíúåêòèâåí, ò. å. ñóùåñòâóþò äâà ðàçëè÷íûõ
âåêòîðà x1, x2 ∈ X, òàêèå, ÷òî (A− λI) x1 = (A− λI) x2. Âîçüì�åì
èõ ðàçíîñòü x = x1 − x2. Ïîëó÷àåì:

x 6= 0, (A− λI) x = 0, ò. å. Ax = λx.

Òàêèì îáðàçîì, λ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà A,
à âåêòîð x � îäèí èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, îòâå÷àþùèõ ñîáñòâåííîìó
çíà÷åíèþ λ.

2) Ïóñòü A− λI èíúåêòèâåí, íî íå ñþðúåêòèâåí. Ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ äëÿ λ íå áóäåò. Íî íàðóøåíèå ñþðúåêòèâíîñòè îçíà÷àåò,
÷òî ñóùåñòâóåò âåêòîð y ∈ X, äëÿ êîòîðîãî íåâîçìîæíî íàéòè x ∈
X, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü (A− λI) x = y. Äðóãèìè ñëîâàìè, îáðàç
îïåðàòîðà A − λI íå ñîâïàäàåò ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì X. Åñëè
çàìûêàíèå îáðàçà îïåðàòîðà A− λI ïëîòíî â X, áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî λ ïðèíàäëåæèò íåïðåðûâíîìó ñïåêòðó A, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
� îñòàòî÷íîìó ñïåêòðó A.

Äëÿ èçó÷åíèÿ ñïåêòðà A ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèé àëãîðèòì:
1) Ðåøàåì óðàâíåíèå (A− λI) x = 0 ïðè âñåõ λ. Åñëè ïðè

íåêîòîðîì λ íàéäóòñÿ íåíóëåâûå ðåøåíèÿ, òî λ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå
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îïåðàòîðàA, à íàéäåííûå íåíóëåâûå ðåøåíèÿ � ñîáñòâåííûå âåêòîðû,
îòâå÷àþùèå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ.

2) Ïðè êàæäîì λ, íå ÿâëÿþùåìñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì A,
ðåøàåì óðàâíåíèå (A− λI) x = y ïðè âñåõ y ∈ X. Åñëè ðåøåíèå
ñóùåñòâóåò ïðè âñåõ y ∈ X, òî òåì ñàìûì ìû ïîëó÷èì îáðàòíûé
îïåðàòîð (A− λI)−1. Åñëè æå ïðè íåêîòîðûõ y ∈ X ðåøåíèÿ íåò,
òî λ � òî÷êà íåïðåðûâíîãî èëè îñòàòî÷íîãî ñïåêòðà.

Ïðèìåð 8.1. Íàéä�åì ñïåêòp ëèíåéíîãî îïåpàòîpà A: C[0; 1] 7→
C[0; 1], äåéñòâóþùåãî ïî ïðàâèëó

Ax = y ⇐⇒ y (t) = tx (t) + 2x (0) .

Äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íàéä�åì ñîáñòâåííûå âåêòîðû.

Ðåøåíèå. 1) Ðåøàåì óðàâíåíèå (A− λI) x = 0:

(t− λ) x (t) + 2x (0) = 0.

×òîáû íàéòè x (0), ïîäñòàâèì t = 0: −λx (0) + 2x (0) = 0. Åñëè
λ = 2, òî x (0) ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå çíà÷åíèå, è òîãäà x (t) =
2x(0)
2−t � ñîáñòâåííûé âåêòîð äëÿ λ = 2. Åñëè λ 6= 2, òî x (0) = 0,
è òîãäà x (t) = 0, ò. å. óðàâíåíèå (A− λI) x = 0 èìååò òîëüêî
íóëåâîå ðåøåíèå, è λ 6= 2 íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì.

2) Ðåøàåì óðàâíåíèå (A− λI) x = y ïðè λ 6= 2:

(t− λ) x (t) + 2x (0) = y (t) . (18)

Ïîäñòàâèì t = 0:

−λx (0) + 2x (0) = y (0) =⇒ x (0) =
y (0)

2− λ
. (19)

Òåïåðü ïîäñòàâèì x (0) â óðàâíåíèå (18):

(t− λ) x (t) +
2y (0)

2− λ
= y (t) =⇒ x (t) =

(2− λ) y (t)− 2y (0)

(2− λ) (t− λ)
.

(20)
Ïðè λ /∈ [0; 1], λ 6= 2, òàêàÿ ôóíêöèÿ áóäåò íåïðåðûâíîé (íåòðóäíî
ïðîâåðèòü, ÷òî çíà÷åíèå x (0) ïî ôîðìóëàì (19) è (20) ïîëó÷èòñÿ
îäèíàêîâûì), è îïåðàòîð A− λI îáðàòèì.
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Ïðè λ = 0 îáðàç îïåðàòîðà A − λI = A ñîñòîèò èç ôóíêöèé
y (t), äèôôåðåíöèðóåìûõ â òî÷êå 0, òàêèõ, ÷òî y′ (0) = y (0) /2,
ïîñêîëüêó â ýòîì è òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå íàéäåííàÿ ïî ôîðìóëå
(20) ôóíêöèÿ x (t) = 2y(t)−2y(0)

2t áóäåò íåïðåðûâíà â íóëå. Òàêèå
ôóíêöèè ïëîòíû â C[0; 1], ïîýòîìó λ = 0 � òî÷êà íåïðåðûâíîãî
ñïåêòðà îïåðàòîðà A.

Ïóñòü λ ∈ (0; 1]. Òîãäà, åñëè íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [0; 1]ôóíêöèÿ
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (18), òî ïðè t = λ ïîëó÷àåì, ÷òî
y (λ) = 2x(0), èëè, ñ ó÷�åòîì (19), y (λ) = 2y(0)

2−λ . Ñëåäîâàòåëüíî,
îáðàç îïåðàòîðà A− λI ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà

Y = {y ∈ C[0; 1] : (2− λ) y (λ)− 2y (0) = 0}.

Ìíîæåñòâî Y ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì íåïðåðûâíîãî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà
f (y) = (2− λ) y (λ)− 2y (0), ñëåäîâàòåëüíî, Y = Y , íî ïîñêîëüêó
f 6= 0, òî Y 6= C[0; 1], è λ ∈ (0; 1] � òî÷êè îñòàòî÷íîãî ñïåêòðà.

Îòâåò: ñïåêòð [0; 1] ∪ {2};
ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå 2 ñ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè x (t) = C

2−t , C ∈
R;
{0} � íåïðåðûâíûé ñïåêòð; (0; 1] � îñòàòî÷íûé ñïåêòð.

Ïðèìåð 8.2. Íàéä�åì ñïåêòp ëèíåéíîãî îïåpàòîpà A: C[−2; 2] 7→
C[−2; 2], äåéñòâóþùåãî ïî ïðàâèëó

Ax = y ⇐⇒ y (t) = 3x (−t)− x (0) .

Äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íàéä�åì ñîáñòâåííûå âåêòîðû.

Ðåøåíèå. 1) Óðàâíåíèå (A− λI) x = 0 èìååò âèä 3x (−t)− x (0)−
λx (t) = 0. Ýòî ëèíåéíîå óðàâíåíèå ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè x (t),
x (0), x (−t). Ïîäñòàâèâ âìåñòî t ñíà÷àëà 0, à çàòåì−t, ìû ïîëó÷èì
ñèñòåìó òð�åõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè:

−λx (t) −x (0) +3x (−t) = 0
(2− λ) x (0) = 0

3x (t) −x (0) −λx (−t) = 0

×òîáû îíà èìåëà íåíóëåâîå ðåøåíèå, îïðåäåëèòåëü e�e ìàòðèöû
äîëæåí îáðàòèòüñÿ â íóëü:
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∣∣∣∣∣∣
−λ −1 3
0 2− λ 0
3 −1 −λ

∣∣∣∣∣∣ = (2− λ)
(
λ2 − 9

)
= 0 =⇒ λ1 = 2, λ2 = 3, λ3 = −3.
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Åñëè λ = 2, òî x (0) ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå çíà÷åíèå C. Òîãäà:{
−2x (t) −C +3x (−t) = 0

3x (t) −C −2x (−t) = 0
⇐⇒ x (t) = x (−t) = C,

ò. å. ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè äëÿ λ = 2 ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòû.
Ïðè λ = ±3 ìû ïîëó÷àåì x (0) = 0. Êðîìå òîãî,

ïðè λ = 3

{
−3x (t) +3x (−t) = 0

3x (t) −3x (−t) = 0
⇐⇒ x− ÷�eòíàÿ ôóíêöèÿ;

ïðè λ = −3

{
3x (t) +3x (−t) = 0
3x (t) +3x (−t) = 0

⇐⇒ x−íå÷�eòíàÿ ôóíêöèÿ.

2) Ïóñòü λ 6= 2, λ 6= ±3. Òîãäà (A− λI) x = y ⇐⇒ 3x (−t) −
x (0) − λx (t) = y (t). Ïîäñòàâèâ âìåñòî t ñíà÷àëà 0, çàòåì −t, ìû
ïîëó÷èì ñèñòåìó òð�åõ óðàâíåíèé ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè:

−λx (t) −x (0) +3x (−t) = y (t)
(2− λ) x (0) = y (0)

3x (t) −x (0) −λx (−t) = y (−t)

Íàéä�åì x (t) ïî ôîðìóëå Êðàìåðà. ∆ = (2− λ)
(
λ2 − 9

)
6= 0;

∆1 =

∣∣∣∣∣∣
y (t) −1 3
y (0) 2− λ 0
y (−t) −1 −λ

∣∣∣∣∣∣ = λ(λ−2)y (t)−(λ + 3) y (0)+3(λ−2)y (−t) ;

x (t) =
λ(λ− 2)y (t)− (λ + 3) y (0) + 3(λ− 2)y (−t)

(2− λ) (λ2 − 9)
.

Ýòî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Åñëè ïîäñòàâèòü t = 0, ïîëó÷èì

x (0) =
λ(λ− 2)− (λ + 3) + 3(λ− 2)

(2− λ) (λ2 − 9)
y (0) =

(λ2 − 9) y(0)

(2− λ) (λ2 − 9)
=

y (0)

2− λ
,

÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñî âòîðûì óðàâíåíèåì ñèñòåìû. Òàêèì îáðàçîì,
ïðè âñåõ λ, êðîìå 2 è ±3, îïåðàòîð A− λI îáðàòèì.

Îòâåò: ñïåêòð {2; 3;−3};
ïðè ñîáñòâåííîì çíà÷åíèè 2 ñîáñòâåííûå âåêòîðû � êîíñòàíòû;
ïðè ñîáñòâåííîì çíà÷åíèè 3 ñîáñòâåííûå âåêòîðû � ÷�åòíûå ôóíêöèè,
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ðàâíûå 0 ïðè t = 0;
ïðè ñîáñòâåííîì çíà÷åíèè −3 ñîáñòâåííûå âåêòîðû � íå÷�åòíûå
ôóíêöèè.

Ïðèìåð 8.3. Íàéä�åì ñïåêòp ëèíåéíîãî îïåpàòîpà A: L2[−π, π] 7→
L2[−π, π], äåéñòâóþùåãî ïî ïðàâèëó

Ax = y ⇐⇒ y(t) = x(4t)

(ôóíêöèè x(t) è y(t) ñ÷èòàþòñÿ 2π-ïåðèîäè÷íûìè). Äëÿ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé íàéä�åì ñîáñòâåííûå âåêòîðû.

Ðàçëîæèì x(t) â òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå:

x (t) =
a0

2
+

∞∑
n=1

(an cos nt + bn sin nt) (21)

(ñõîäèìîñòü ðÿäà ïîíèìàåòñÿ â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì).
1) Íàéä�åì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà

A. Äëÿ ýòîãî ðåøèì óðàâíåíèå

(A− λI) x = 0 ⇐⇒ x (4t) = λx (t) .

Åñëè λ = 0, òî x (4t) = 0 =⇒ x (t) = 0, è λ = 0 íå ÿâëÿåòñÿ
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì.
Åñëè λ 6= 0, òî, èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå x(t) â ðÿä Ôóðüå, èìååì

a0

2
+

∞∑
m=1

(am cos 4mt + bm sin 4mt) =

λa0

2
+ λ

∞∑
n=1

(an cos nt + bn sin nt) . (22)

Ïîñêîëüêó ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè ðàâåíñòâà (22) ïðåäñòàâëÿþò ðàçëîæåíèÿ
îäíîãî è òîãî æå ýëåìåíòà èç L2[−π, π] ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé
ñèñòåìå, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â L2[−π, π], òî êîýôôèöèåíòû
ïðè îäèíàêîâûõ ôóíêöèÿõ ñëåâà è ñïðàâà äîëæíû áûòü ðàâíû.
Ñëåäîâàòåëüíî, a0 = λa0, èëè (1 − λ)a0 = 0. Òàêèì îáðàçîì, ïðè
λ = 1 êîýôôèöèåíò a0 ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ, à ïðè
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λ 6= 1 âîçìîæíî òîëüêî a0 = 0. Ïðèðàâíèâàåì êîýôôèöèåíòû ïðè
cos nt è sin nt, n ≥ 1. Åñëè n íå äåëèòñÿ íà 4, òî â ðàçëîæåíèè
(22) ñëåâà îòñóòñòâóþò ôóíêöèè cos nt è sin nt, ñëåäîâàòåëüíî,
λan = λbn = 0 =⇒ an = bn = 0 ïðè ëþáîì λ 6= 0. Åñëè æå n = 4m,
m ∈ N, òî èìååì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ:
am = λa4m, bm = λb4m, m ∈ N. Ñëåäîâàòåëüíî,

a4 =
a1

λ
= 0, b4 =

b1

λ
= 0, a8 =

a2

λ
= 0, b8 =

b2

λ
= 0, è ò. ä.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè λ = 1 êîýôôèöèåíò a0 ìîæåò
ïðèíèìàòü ëþáîå çíà÷åíèå, an = bn = 0 ïðè n ∈ N, ò. å. x(t) =
a0/2, a0 ∈ R\{0}� ñîáñòâåííûé âåêòîð, îòâå÷àþøèé ñîáñòâåííîìó
çíà÷åíèþ λ = 1. Åñëè λ 6= 1, òî âñå êîýôôèöèåíòû ðàâíû 0, çíà÷èò
x(t) = 0, è λ 6= 1 íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì.

2) Íàéä�åì ðåãóëÿðíûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A. Ñðàçó îòìåòèì,
÷òî äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè èç L2[−π; π] èìååì ðàâåíñòâî ‖Ax‖ = ‖x‖,
ñëåäîâàòåëüíî, ‖A‖ = 1, è ëþáîå λ, äëÿ êîòîðîãî |λ| > ‖A‖ = 1,
ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì çíà÷åíèåì (ñì. [1], òåîðåìà 4.19). Ïîêàæåì,
÷òî âåñü îòðåçîê [−1; 1] ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðîì îïåðàòîðà A. Ðåøàåì
óðàâíåíèå (A− λI) x = y ïðè λ ∈ [−1; 1). Ðàçëîæèì y â ðÿä
Ôóðüå:

y(t) =
c0

2
+

∞∑
n=1

(cn cos nt + sn sin nt) . (23)

Òîãäà íàøå óðàâíåíèå ñ ó÷�åòîì (21) è (23) äàñò ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ
äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèé x è y:

à) a0 − λa0 = c0;
á) −λan = cn, −λbn = sn, åñëè n íå äåëèòñÿ íà 4;
â) an − λa4n = c4n, bn − λb4n = s4n, n ∈ N.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè y(t) = cos t (c1 = 1, ck = 0 ïðè k = 0, 2, 3, 4, . . .,
sk = 0 ïðè k = 1, 2, 3, 4, . . .) ïîëó÷èì: a0 = 0; −λa1 = 1; äëÿ
îñòàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ: λan = λbn = 0, åñëè n íå äåëèòñÿ íà 4,
è an− λa4n = bn− λb4n = 0, n ∈ N. ßñíî, ÷òî ïðè λ = 0 óðàâíåíèå
ðåøåíèé íå èìååò. Åñëè λ 6= 0, òî a1 = −1/λ, a4 = −1/λ2, a16 =
−1/λ3,. . ., a4k = −1/λk+1, òàêèì îáðàçîì, an íå ñòðåìÿòñÿ ê 0 ïðè
n → ∞ äëÿ λ ∈ [−1; 0) ∪ (0; 1), è óðàâíåíèå (A − λI)x = cos t è
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â ýòîì ñëó÷àå íå èìååò ðåøåíèé. Èòàê, ñïåêòð îïåðàòîðà A åñòü
îòðåçîê [−1; 1].

3) Äîêàæåì, ÷òî λ ∈ (−1; 1) ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè îñòàòî÷íîãî
ñïåêòðà. Äëÿ ýòîãî ïîêàæåì, ÷òî îáðàç Y îïåðàòîðàA−λI (ìåíüøèé,
÷åì âñ�å ïðîñòðàíñòâî) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì (Y = Y ).

Ïóñòü y ∈ Y , ò. å. ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn} ⊂ Y ,
êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê y. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ⊂
L2[−π; π], òàêàÿ, ÷òî yn = Axn − λxn, è lim

n→∞
(Axn − λxn) = y.

Äîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}∞n=1 ñõîäèòñÿ. Äëÿ ëþáûõ
m è n, ñîãëàñíî îáðàòíîìó íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà äëÿ íîðìû,
èìååì:

‖(Axm − λxm)− (Axn − λxn)‖ ≥
‖A(xm − xn)‖ − |λ| · ‖xm − xn‖ = (1− |λ|)‖xm − xn‖.

Îòñþäà èç ôóíäàìåíòàëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Axn − λxn}
ñëåäóåò ôóíäàìåíòàëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}. Òàê êàê L2[−π; π]
� ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî, òî lim

n→∞
xn = x ∈ L2[−π; π]. Ïîñêîëüêó

îïåðàòîð A îãðàíè÷åí, ïîëó÷àåì

y = lim
n→∞

(Axn − λxn) = lim
n→∞

Axn − λ lim
n→∞

xn = Ax− λx ∈ Y.

4) Ïîêàæåì, ÷òî λ = −1 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà,
ò. å. îáðàç Y îïåðàòîðà A + I âñþäó ïëîòåí â L2[−π; π], ò. å.
Y = L2[−π; π]. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî åäèíñòâåííûì
ýëåìåíòîì y ∈ L2[−π; π], îðòîãîíàëüíûì Y , ÿâëÿåòñÿ 0 (ñì. [2],
òåîðåìà 6.7). Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî y ðàâåíñòâî

(Ax + x, y) = 0

ñïðàâåäëèâî ïðè âñåõ x. Âîñïîëüçîâàâøèñü ðàçëîæåíèåì (23), âûïèøåì
íàøå ðàâåíñòâî, âçÿâ â êà÷åñòâå x ïîñëåäîâàòåëüíî âñå ôóíêöèè
îðòîãîíàëüíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû:

πc0 + πc0 = 0; πc4n + πcn = 0, πs4n + πsn = 0, n ∈ N. (24)

Òàêèì îáðàçîì, c0 = 0, à òàêæå

|cn| = |c4n| = |c42n| = . . . , |sn| = |s4n| = |s42n| = . . . ,
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ãäå n íå äåëèòñÿ íà 4. Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {cn} è {sn}
êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå äîëæíû ñõîäèòüñÿ ê 0, òî èç ñîîòíîøåíèé
(24) ñëåäóåò, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ðàâíû 0. Òàêèì îáðàçîì,
y = 0.

Îòâåò: cïåêòð [−1; 1];
λ = 1 � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå (ñîáñòâåííûå âåêòîðû � êîíñòàíòû);
|λ| < 1 � òî÷êè îñòàòî÷íîãî ñïåêòðà;
λ = −1 � òî÷êà íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà.

Ïðèìåð 8.4. Íàéä�åì ñïåêòp ëèíåéíîãî îïåpàòîpà A: L2[−π; π] 7→
L2[−π; π], äåéñòâóþùåãî ïî ïðàâèëó

Ax = y ⇐⇒ y (t) =

2π∫
0

x (t− s) sin (2s) ds

(ôóíêöèè x (t) è y (t) ñ÷èòàþòñÿ 2π-ïåðèîäè÷íûìè).
Äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íàéä�åì ñîáñòâåííûå âåêòîðû.

Ðåøåíèå. Ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííîé u = t − s è ïîëüçóÿñü 2π-
ïåðèîäè÷íîñòüþ, âûðàçèì Ax òàêèì îáðàçîì:

2π∫
0

x (t− s) sin (2s) ds =

2π∫
0

x (u) sin (2t− 2u) du =

= sin (2t)

2π∫
0

x (u) cos (2u) du− cos (2t)

2π∫
0

x (u) sin (2u) du =

= sin (2t) · C − cos (2t) · S. (25)

1) Ïóñòü (A− λI) x = 0.
Ïåðâûé ñëó÷àé: λ = 0. Òîãäà C = S = 0, ò. å. âåêòîð x îðòîãîíàëåí
cos (2t) è sin (2t). Âñå òàêèå x áóäóò ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè äëÿ
λ = 0.
Âòîðîé ñëó÷àé: λ 6= 0. Òîãäà x (t) = 1

λ (C sin (2t)− S cos (2t)) .
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Ïîäñòàâèì òàêóþ ôóíêöèþ x â ôîðìóëû äëÿ C è S:

C =
1

λ

2π∫
0

(C sin (2u)− S cos (2u)) cos (2u) du = −πS

λ
;

S =
1

λ

2π∫
0

(C sin (2u)− S cos (2u)) sin (2u) du =
πC

λ
.

Ïîëó÷àåì: C = −πS
λ = −π2C

λ2 =⇒ C = S = 0, ò. å. äëÿ λ 6= 0 íåò
ñîáñòâåííîãî âåêòîðà.

2) Ðåøàåì óðàâíåíèå (A− λI) x = y ïðè λ 6= 0. Îíî èìååò âèä

C sin (2t)− S cos (2t)− λx (t) = y (t) . (26)

Ïðîèíòåãðèðóåì ýòî ðàâåíñòâî, ïîìíîæåííîå íà cos (2t) è íà sin (2t):

C

2π∫
0

sin (2t) cos (2t) dt− S

2π∫
0

cos2 (2t) dt− λ

2π∫
0

x (t) cos (2t) dt =

= −πS − λC =

2π∫
0

y (t) cos (2t) dt; (27)

C

2π∫
0

sin2 (2t) dt− S

2π∫
0

cos (2t) sin (2t) dt− λ

2π∫
0

x (t) sin (2t) dt =

= πC − λS =

2π∫
0

y (t) sin (2t) dt. (28)

Ïîñêîëüêó

∣∣∣∣ −λ −π

π −λ

∣∣∣∣ = λ2 + π2 6= 0, ïðè ëþáîì y èç óðàâíåíèé

(27) è (28) ìîæíî íàéòè C è S, à çàòåì èç (26) âûðàçèòü

x (t) =
1

λ
(C sin (2t)− S cos (2t)− y (t)) .
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Òàêèì îáðàçîì, ïðè âñåõ λ 6= 0 îïåðàòîð A− λI îáðàòèì.
Îòâåò: ñïåêòð {0}, 0 � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, ñîáñòâåííûå âåêòîðû

� âñå íåíóëåâûå âåêòîðû èç 〈cos (2t) , sin (2t)〉⊥.

Ïðèìåð 8.5. Íàéä�åì ñïåêòp ëèíåéíîãî îïåpàòîpà A: C1[0; 1] 7→
C1[0; 1], äåéñòâóþùåãî ïî ïðàâèëó

Ax = y ⇐⇒ y (t) = 3x (0)−
t∫

0

x (s) ds.

Äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íàéä�åì ñîáñòâåííûå âåêòîðû.

Ðåøåíèå. 1) Ðåøàåì óðàâíåíèå

3x (0)−
t∫

0

x (s) ds = λx (t) . (29)

Äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî (29) ïî t, ïîëó÷àåì:

−x (t) = λx′ (t) =⇒ x (t) = x (0) e−t/λ.

Åñëè λ = 0, òî x (t) = 0, è λ = 0 íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèåì.

Ïóñòü λ 6= 0. Ïðè t = 0 (29) äà�åò 3x (0) = λx (0). Åñëè λ = 3,
òî x (0) ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå çíà÷åíèå C, è ôóíêöèÿ x (t) =
Ce−t/3 áóäåò ñîáñòâåííûì âåêòîðîì äëÿ λ = 3. Åñëè æå λ 6= 3,
λ 6= 0, òî x (0) = 0, è ñîáñòâåííîãî âåêòîðà íå áóäåò.

2) Ðåøàåì ïðè λ 6= 3 óðàâíåíèå

3x (0)−
t∫

0

x (s) ds− λx (t) = y (t) . (30)

Ïðè λ = 0, ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ðàâåíñòâî (30) ïî t, ïîëó÷àåì
−x (t) = y′ (t). Ïîäñòàâëÿÿ t = 0 â (30), èìååì 3x (0) = y (0), ò.
å. −3y′ (0) = y (0). Ñëåäîâàòåëüíî, îáðàç îïåðàòîðà A − 0I = A

ñîñòîèò èç ôóíêöèé y ∈ C1[0; 1] ñî ñâîéñòâîì 3y′ (0) + y (0) = 0.
Ìíîæåñòâî

Y = {y ∈ C1[0; 1] : 3y′ (0) + y (0) = 0}
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íå ÿâëÿåòñÿ âñþäó ïëîòíûì â C1[0; 1], ïîñêîëüêó ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì
íåíóëåâîãî íåïðåðûâíîãî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà f (y) = 3y′ (0)+
y (0).

Ïóñòü λ 6= 0. Ïîäñòàâëÿåì t = 0 â ðàâåíñòâî (30) è ïîëó÷àåì
(3− λ) x (0) = y (0). Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ðàâåíñòâî (30) ïî t è
ðåøèì çàäà÷ó Êîøè:

−x (t)− λx′ (t) = y′ (t) ; x (0) =
y (0)

3− λ
.

Èñïîëüçóÿ ìåòîä âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ, áóäåì èñêàòü îáùåå ðåøåíèå
ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â âèäå
x (t) = C (t) e−t/λ, òîãäà óðàâíåíèå ïðèìåò âèä
−C (t) e−t/λ−λC ′ (t) e−t/λ+C (t) e−t/λ = y′ (t) =⇒ C ′ (t) = − 1

λy′ (t) et/λ.

Íà÷àëüíîå óñëîâèå äàñò íàì C (0) = x (0) = y(0)
3−λ . Èòàê, ðåøåíèå

çàäà÷è Êîøè x (t) = e−t/λ

(
y(0)
3−λ −

1
λ

t∫
0

es/λdy (s)

)
=

= e−t/λ

(
y(0)
3−λ −

1
λ

(
et/λy (t)− y (0)

)
+ 1

λ2

t∫
0

y (s) es/λds

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âñåõ λ /∈ {0; 3} îïåðàòîð A− λI îáðàòèì.
Îòâåò: ñïåêòð {0; 3}; λ = 0 � îñòàòî÷íûé ñïåêòð, λ = 3 �

ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ñ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè x (t) = Ce−t/3.
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