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1 Ìíîæåñòâà è ôóíêöèè â Rn

Òî÷êàìè ïðîñòðàíñòâà Rn ÿâëÿþòñÿ íàáîðû n äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, íàçûâàåìûõ
êîîðäèíàòàìè òî÷êè. Ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A = (a1, . . . , an) è B = (b1, . . . , bn)
îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

%(A,B) = | ~AB| =

√√√√ n∑
i=1

(ai − bi)2

Äëÿ Rn è % âûïîëíåíû âñå àêñèîìû ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà:
1. Ïîëîæèòåëüíîñòü: %(A,B) ≥ 0; %(A,B) = 0 ⇐⇒ A = B;
2. Ñèììåòðè÷íîñòü: %(A,B) = %(B,A);
3. Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà: %(A,C) ≤ %(A,B) + %(B,C).
Ðàññòîÿíèåì îò òî÷êè A äî ìíîæåñòâà S íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà %(A, S) = inf

B∈S
%(A,B).

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {Ak}∞k=1 â ïðîñòðàíñòâå Rn ñõî-
äèòñÿ ê òî÷êå B, åñëè %(Ak, B) −→

k→∞
0. Îáîçíà÷àåòñÿ Ak −→

k→∞
B èëè lim

k→∞
Ak = B.

Ëåììà 1.1. Ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê Ak = (a1k, . . . , ank) ê òî÷êå
B = (b1, . . . , bn) ðàâíîñèëüíà ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè:

Ak −→
k→∞

B ⇐⇒ aik −→
k→∞

bi ∀ i = 1, . . . , n.

Äîêàçàòåëüñòâî. (⇒): Åñëè ∀ε > 0 ∃M : ∀k > M %(Ak, B) < ε, òî äëÿ êàæäîé
êîîðäèíàòû ïîëó÷èì |aik − bi| < ε.
(⇐): Íàéä�åì òàêèå M1,. . . ,Mn, ÷òî ∀k > Mi |aik − bi| < ε/

√
n. Òîãäà ïðè âñåõ k >

max{M1, . . . ,Mn} ïîëó÷èì %(Ak, B) <
√
n(ε/

√
n)2 = ε.

Ñëåäñòâèå 1.1. Åñëè ∃ lim
k→∞

Ak, òî îí åäèíñòâåííûé.

Îïðåäåëåíèå 1.2. ε-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè A ∈ Rn (ε > 0) íàçûâàåòñÿ ìíîæå-
ñòâî Uε(A) = {P ∈ Rn : %(A,P ) < ε} (øàð ðàäèóñà ε ñ öåíòðîì A). Ïðîêîëîòîé
îêðåñòíîñòüþ íàçûâàåòñÿ o

U ε(A) = Uε(A)\{A}.

Îòêðûòûå è çàìêíóòûå ìíîæåñòâà
Îïðåäåëåíèå 1.3. Ïóñòü S ⊂ Rn. Òî÷êà A íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ìíî-
æåñòâà S, åñëè ∃ε > 0: Uε(A) ⊂ S.
Òî÷êà B íàçûâàåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé ìíîæåñòâà S, åñëè ∀ε > 0 îäíîâðåìåííî
Uε(B) ∩ S 6= ∅ è Uε(B) ∩ (Rn\S) 6= ∅.
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Âíóòðåííèå òî÷êè ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó S, à ãðàíè÷íàÿ òî÷êà ìîæåò ëèáî
ïðèíàäëåæàòü S, ëèáî íåò. Ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ òî÷åê S íàçûâàåòñÿ åãî ãðàíèöåé
è îáîçíà÷àåòñÿ ∂S.
Îïðåäåëåíèå 1.4. Ìíîæåñòâî G ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè âñå åãî òî÷êè
âíóòðåííèå, ò. e. ãðàíè÷íûõ òî÷åê îíî íå ñîäåðæèò: ∂G ⊂ Rn\G.

Ìíîæåñòâî F ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè îíî ñîäåðæèò âñå ñâîè
ãðàíè÷íûå òî÷êè: ∂F ⊂ F .

Çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà S ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî [S] = S ∪ ∂S.
Çàìå÷àíèå 1.1. 1) Ïîñêîëüêó ãðàíèöà ó ìíîæåñòâ S è Rn\S îäíà è òà æå, èç
îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî äîïîëíåíèå îòêðûòîãî ìíîæåñòâà çàìêíóòî è íàîáîðîò.
2) Ìíîæåñòâî S áóäåò îäíîâðåìåííî îòêðûòûì è çàìêíóòûì, ëèøü åñëè ó íåãî íåò
ãðàíè÷íûõ òî÷åê, ò.å. åñëè S = ∅ èëè S = Rn.
Ëåììà 1.2. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê Ak ∈ S ⊂ Rn ñõîäèòñÿ ê òî÷êå B, òî
B ∈ [S].
Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, %(B, S) = 0. Åñëè ïðè ýòîì %(B,Rn\S) = 0, òî òî÷êà B
� ãðàíè÷íàÿ äëÿ S, åñëè æå %(B,Rn\S) > 0, òî âíóòðåííÿÿ.
Ïðèìåð 1.1. Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ìíîæåñòâ íà ïëîñêîñòè R2.
1) U = {x2 + y2 < 1} � îòêðûòîå. Åãî ãðàíèöà ∂U = {x2 + y2 = 1}; åãî çàìûêàíèå
[U ] = {x2 + y2 ≤ 1}.
2) Π = {x ≥ 0} � çàìêíóòîå; åãî ãðàíèöà ∂Π = {x = 0}.
3) ` = {y = x2} � çàìêíóòîå; åãî ãðàíèöà ∂` = ` (âíóòðåííèõ òî÷åê íåò).
4) Q2 = {x, y ∈ Q} � íå îòêðûòîå è íå çàìêíóòîå. Ãðàíèöà ∂Q2 = R2.
Ëåììà 1.3. 1) Îáúåäèíåíèå ëþáîãî íàáîðà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ è ïåðåñå÷åíèå
êîíå÷íîãî íàáîðà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûìè.
2) Îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî íàáîðà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ è ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî íàáîðà
çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè.
Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Åñëè P ∈

⋃
Gi, òî ∃Gk 3 P =⇒ ∃ε > 0: Uε(P ) ⊂ Gk ⊂

⋃
Gi.

Åñëè æå P ∈ G1 ∩ . . . ∩Gm, òî ïðè êàæäîì i = 1, . . . ,m íàéä�åì εi: Uεi
(P ) ⊂ Gi; âçÿâ

ε = min{ε1, . . . , εm}, ïîëó÷àåì Uε(P ) ⊂ G1 ∩ . . . ∩Gm.
2) Ñëåäóåò èç 1) â ñèëó çàìå÷àíèÿ 1.1 è èçâåñòíûõ ñîîòíîøåíèé èç òåîðèè ìíîæåñòâ
(ìíîæåñòâà Gi áåðóòñÿ â ëþáîì êîëè÷åñòâå):⋃

(X\Gi) = X\
⋂

Gi;
⋂

(X\Gi) = X\
⋃

Gi.

Îïðåäåëåíèå 1.5. Ìíîæåñòâî K ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ êîìïàêòîì, åñëè èç ëþáîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê Aj ∈ K ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ajk

(j1 < j2 < . . .), ñõîäÿùóþñÿ ê òî÷êå B ∈ K.
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Òåîðåìà 1.1. Ìíîæåñòâî K ⊂ Rn êîìïàêòíî ⇐⇒ îíî çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî.
Äîêàçàòåëüñòâî. (⇒): Åñëè áû K íå áûëî îãðàíè÷åííûì, òî íàøëàñü áû ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü òî÷åê, óõîäÿùèõ â∞, à èç íå�å íåëüçÿ âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü. Åñëè áû K íå áûëî çàìêíóòûì, òî íàøëàñü áû ãðàíè÷íàÿ òî÷êà C /∈ K,
íî ∀j ∈ N ∃Aj ∈ K: %(Aj, C) < 1/j =⇒ Aj → C =⇒ ëþáàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Aj} ñõîäèòñÿ òîëüêî ê C /∈ K (äðóãîãî ïðåäåëà íåò ïî
ñëåäñòâèþ 1.1).
(⇐): Ïóñòü K çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî; {Aj = (a1j, . . . , anj)}∞j=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
òî÷åê K. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîîðäèíàò {aij}∞j=1, i = 1, . . . , n îãðàíè÷åíû =⇒ ìîæíî
âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîìåðîâ j1 < j2 < . . . òàê, ÷òîáû a1jk

ñõîäèëèñü ê
íåêîòîðîìó b1 ∈ R; çàòåì èç ýòîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûáåðåì íîâóþ ïîäïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòü òàê, ÷òîáû a2jk

ñõîäèëèñü ê íåêîòîðîìó b2 ∈ R, è ò. ä. Ïðîäåëàâ
ýòó ïðîöåäóðó n ðàç (íà êàæäîì øàãå áóäåò ïîëó÷àòüñÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü), ìû ïîëó÷èì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê, ïîêîîðäèíàòíî ñõîäÿùèõñÿ ê
B = (b1, b2, . . .) ∈ Rn. Ïîñêîëüêó K çàìêíóòî, òî ïî ëåììå 1.2 ïîëó÷àåì B ∈ K.

Ñêàëÿðíûå è âåêòîðíûå ÔÍÏ
Ñêàëÿðíîé ôóíêöèåé n ïåðåìåííûõ íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå f :D(f) 7→ R, ãäå ìíîæå-
ñòâîD(f) ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿôóíêöèè f .Ïîâåðõíîñòÿìè óðîâíÿ
(â ñëó÷àå n = 2 ëèíèÿìè óðîâíÿ) íàçûâàþòñÿ ìíîæåñòâà {P ∈ D(f) : f(P ) = C},
ãäå C ∈ R � êîíñòàíòû.
Ïðèìåð 1.2. Ïóñòü n = 2; f(x, y) = y/x. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(f) = {(x; y) : x 6=
0}. Îáëàñòü çíà÷åíèé = R. Ëèíèÿ óðîâíÿ C � ïðÿìàÿ y = Cx, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè
(0; 0).
Ïðèìåð 1.3. Ïóñòü n = 3; f(x, y, z) = x2 + y2− z2. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(f) = R3.
Îáëàñòü çíà÷åíèé = R. Ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ:
ïðè C < 0 � äâóïîëîñòíûå ãèïåðáîëîèäû,
ïðè C = 0 � êîíóñ,
ïðè C > 0 � îäíîïîëîñòíûå ãèïåðáîëîèäû.

Âåêòîðíîé (k-ìåðíîé) ôóíêöèåé n ïåðåìåííûõ íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå ~V :
D(~V ) 7→ Rk, ãäå ìíîæåñòâî D(~V ) ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè
~V . Â ñëó÷àå k = n îòîáðàæåíèå ~V èíîãäà íàçûâàþò âåêòîðíûì ïîëåì, òàê êàê åãî
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñîâîêóïíîñòè âåêòîðîâ ~V (P ), òîð÷àùèõ èç ñîîòâåñòâóþùèõ
òî÷åê P .

Åñëè ~V (P ) = (v1(P ), . . . , vk(P )), òî ñêàëÿðíûå ôóíêöèè vi(P ), i = 1,. . . ,k, íàçû-
âàþòñÿ êîîðäèíàòíûìè ôóíêöèÿìè âåêòîðíîé ôóíêöèè ~V . Ìíîæåñòâàìè óðîâíÿ
íàçûâàþòñÿ ìíîæåñòâà âèäà {P ∈ D(~V ) : ~V (P ) = (C1, . . . , Ck)}, ãäå Ci ∈ R �
êîíñòàíòû. Î÷åâèäíî, òàêîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ
êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé {P ∈ D(~V ) : vi(P ) = Ci}, i = 1, . . . , k.
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2 Íåïðåðûâíîñòü ÔÍÏ
Èçâåñòíû äâà ðàçíûõ îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ÔÍÏ â òî÷êå.
Îïðåäåëåíèå 2.1. (Êîøè) Ïóñòü f(x1, . . . , xn) � ñêàëÿðíàÿ èëè âåêòîðíàÿ ÔÍÏ;
òî÷êà A ∈ [D(f)]. Ãîâîðÿò, ÷òî ïðåäåë ôóíêöèè f â òî÷êå A ðàâåí y, åñëè

∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀P ∈
o

U δ(A) ∩D(f) |f(P )− y| < ε.

Îïðåäåëåíèå 2.2. (Ãåéíå) . . . ïðåäåë ôóíêöèè f â òî÷êå A ðàâåí y, åñëè äëÿ ëþáîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê Ak ∈ D(f), Ak 6= A, ñõîäÿùåéñÿ ê A, èìååì f(Ak) → y.
Îáîçíà÷åíèå: lim

P→A
f(P ) = y èëè f(P ) −→

P→A
y. Äîêàæåì ðàâíîñèëüíîñòü äâóõ

îïðåäåëåíèé.
Äîêàçàòåëüñòâî. (Êîøè⇒Ãåéíå): Åñëè D(f) 3 Ak → A, Ak 6= A, òî ∀ε > 0 ∃N : ïðè
âñåõ k > N Ak ∈ Uδ(A) =⇒ Ak ∈

o

U δ(A) ∩D(f) =⇒ |f(Ak)− y| < ε.
(Ãåéíå⇒Êîøè): Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåò ñõîäèìîñòè ïî Êîøè. Òîãäà ∃ε > 0: ∀δ > 0, â
÷àñòíîñòè, äëÿ δ = 1/k, ∃Ak ∈

o

U δ(A) ∩D(f): |f(P )− y| ≥ ε. Ìû âèäèì, ÷òî Ak → A,
íî f(Ak) 9 y.

Ñâîéñòâà ïðåäåëîâ ÔÍÏ
1. Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim

P→A
f(P ), òî îí åäèíñòâåííûé.

2. Ñõîäèìîñòü âåêòîðíîé ÔÍÏ lim
P→A

~V (P ) = Y = (y1, . . . , yk) ðàâíîñèëüíà ñõîäèìîñòè
å�å êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé lim

P→A
vi(P ) = yi, ∀ i = 1, . . . , k (âûòåêàåò èç ëåììû 1.1,

ïðèìåí�åííîé ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f(Ak), ñì. îïðåäåëåíèå 2.2).
3. Äëÿ ñêàëÿðíûõ ÔÍÏ: åñëè lim

P→A
f(P ) = y, lim

P→A
g(P ) = z, òî ñóùåñòâóþò ïðåäåëû

lim
P→A

(f(P ) + g(P )) = y + z, lim
P→A

f(P )g(P ) = yz, à ïðè z 6= 0 � òàêæå lim
P→A

f(P )

g(P )
=
y

z
.

4.Äëÿ k-ìåðíûõ âåêòîðíûõ ÔÍÏ: åñëè lim
P→A

~V (P ) = Y , lim
P→A

~W (P ) = Z, òî ñóùåñòâóþò
ïðåäåëû ëèíåéíîé êîìáèíàöèè lim

P→A
(c~V (P )+k ~W (P )) = cY +kZ; ñêàëÿðíîãî ïðîèçâå-

äåíèÿ lim
P→A

(~V (P ), ~W (P )) = (Y, Z); ïðè k = 3 � òàêæå âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
Îïðåäåëåíèå 2.3. ÔÍÏ íåïðåðûâíà â òî÷êå A ∈ D(f), åñëè lim

P→A
f(P ) = f(A).

Èç ñâîéñòâ ïðåäåëîâ ÔÍÏ âûòåêàåò:
I.Íåïðåðûâíîñòü âåêòîðíîé ÔÍÏ ðàâíîñèëüíà íåïðåðûâíîñòè å�å êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé.
II. Ëèíåéíûå êîìáèíàöèè, ïðîèçâåäåíèÿ è ÷àñòíûå (åñëè çíàìåíàòåëü íå îáíóëÿåòñÿ
â A) ÔÍÏ, íåïðåðûâíûõ â òî÷êå A, òàêæå íåïðåðûâíû â A.

Åù�å îäíî ñâîéñòâî: Ïðåäåë ñëîæíîé ôóíêöèè.
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Ëåììà 2.1. Åñëè ∃ ïðåäåë y = lim
P→A

f(P ); y � âíóòðåííÿÿ òî÷êà D(Φ) ⊂ Rm, è åñëè
ôóíêöèÿ Φ íåïðåðûâíà â òî÷êå y, òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim

P→A
Φ(f(P )) = Φ(y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè Ak ∈ D(f), Ak 6= A, Ak → A, òî f(Ak) → y =⇒ Φ(f(Ak)) →
Φ(y).
Ñëåäñòâèå 2.1. Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå P , y = f(P ) � âíóòðåííÿÿ
òî÷êà D(Φ) ⊂ Rm, è ôóíêöèÿ Φ íåïðåðûâíà â òî÷êå y, òî ôóíêöèÿ Φ◦f íåïðåðûâíà
â òî÷êå P .
Îïðåäåëåíèå 2.4. Áóäåì íàçûâàòü ñêàëÿðíóþ ÔÍÏ f(x1, . . . , xn) ýëåìåíòàðíîé,
åñëè å�å çíà÷åíèÿ ïîëó÷àþòñÿ èç x1,. . . ,xn è êîíñòàíò çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ÷åðåç
àðèôìåòè÷åñêèå äåéñòâèÿ è ôóíêöèè k

√
x, ex, lnx, sin x è arctg x. Âåêòîðíàÿ ÔÍÏ

ýëåìåíòàðíàÿ, åñëè ýëåìåíòàðíû âñå å�å êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè.
Ýëåìåíòàðíàÿ ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà âî âñåõ òî÷êàõ D(f)

(äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî ÷èñëó øàãîâ å�å ïîñòðîåíèÿ).
Åñëè ÔÍÏ íåïðåðûâíà â òî÷êå A, òî îíà â íåé íåïðåðûâíà ïî ëþáîé êîîðäèíàòå

ïðè ôèêñèðîâàííûõ îñòàëüíûõ êîîðäèíàòàõ. Îäíàêî, îáðàòíîå íåâåðíî, êàê ïîêàçû-
âàåò ñëåäóþùèé
Ïðèìåð 2.1. Â êàæäîé òî÷êå (x; y) ∈ R2 ôóíêöèÿ

f(x; y) =


2xy

x2 + y2
ïðè (x; y) 6= (0; 0)

0 ïðè x = y = 0

íåïðåðûíà ïî x ïðè ôèêñèðîâàííîì y è íåïðåðûâíà ïî y ïðè ôèêñèðîâàííîì x. Íî
îíà ðàçðûâíà â òî÷êå O = (0; 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ýëåìåíòàðíóþ ôóíêöèþ fo(x; y) =
2xy

x2 + y2
, å�å îáëàñòü

îïðåäåëåíèÿ D(fo) = R2\{O}, íà êîòîðîé îíà ñîâïàäàåò ñ f . Îíà íåïðåðûâíà â
êàæäîé òî÷êå (x; y) 6= O =⇒ f òàêæå íåïðåðûâíà â (x; y) 6= O, ïîñêîëüêó â îïðåäåëåíèè
ïðåäåëà ïî Êîøè âñåãäà ìîæíî âûáèðàòü δ < %((x; y), O).

Â òî÷êå O ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà ïî x ïðè ôèêñèðîâàííîì y = 0 è ïî y ïðè
ôèêñèðîâàííîì x = 0. Íî êàê ÔÍÏ îíà ðàçðûâíà â O, è ðàçðûâ íåóñòðàíèì: ìîæíî
ïîñòðîèòü äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê, ñõîäÿùèåñÿ êO, íî èìåþùèå ðàçíûå ïðåäåëû:

Ak = (1/k; 1/k) → O, f(Ak) = 1; Bk = (1/k; 0) → O, f(Ak) = 0.
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Îòîáðàæåíèÿ ìíîæåñòâ

Îïðåäåëåíèå 2.5. Ïóñòü D(f) ⊂ Rn, ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â Rm.
1) Îáðàçîì ìíîæåñòâà S ⊂ D(f) ïîä äåéñòâèåì f íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
f(S) = {f(A) : A ∈ S} ⊂ Rm.
2) Ïðîîáðàçîì ìíîæåñòâà T ⊂ Rm íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
f−1(T ) = {A ∈ D(f) : f(A) ∈ T}.
Îïðåäåëåíèå 2.6. Ìíîæåñòâî S ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ ñâ�ÿçíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ
òî÷åê A, B ∈ S íàéä�åòñÿ êðèâàÿ ` ⊂ S : A,B ∈ `.

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå S ñâÿçíî ⇐⇒ S � ïðîìåæóòîê.
Òåîðåìà 2.1. Åñëè ìíîæåñòâî S ⊂ Rn ñâÿçíî è ôóíêöèÿ f : S 7→ Rm íåïðåðûâíà
â êàæäîé òî÷êå S, òî îáðàç f(S) � ñâÿçíîå ìíîæåñòâî â Rm. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ
ñêàëÿðíîé f f(S) � ïðîìåæóòîê.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X, Y ∈ f(S). Òîãäà X = f(A), Y = f(B), A, B ∈ S.
Ñîåäèíèì A è B êðèâîé ` ⊂ S, ïóñòü ` = {P (t) : 0 ≤ t ≤ 1}, P (t) íåïðåðûâíà
íà [0; 1]; P (0) = A, P (1) = B. Òîãäà ôóíêöèÿ Q(t) = f ◦ P (t) òîæå íåïðåðûâíà,
êðèâàÿ f(`) = {Q(t) : 0 ≤ t ≤ 1} ëåæèò â f(S) è ñîäåðæèò òî÷êè X è Y .
Ñëåäñòâèå 2.2. Åñëè ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà ñâÿçíîì ìíîæåñòâå S è
íå îáðàùàåòñÿ íà í�åì â 0, òî îíà ñîõðàíÿåò çíàê íà S.
Òåîðåìà 2.2. Åñëè ìíîæåñòâî K ⊂ Rn êîìïàêòíî è ôóíêöèÿ f : K 7→ Rm íå-
ïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå K, òî f(K) � êîìïàêò â Rm (çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî).
Â ÷àñòíîñòè, ñêàëÿðíàÿ íåïðåðûâíàÿ f îãðàíè÷åíà íà K è äîñòèãàåò íà í�åì ìè-
íèìóì è ìàêñèìóì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {Bk = f(Ak)}� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê â f(K). Èç ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè Ak ∈ K âûáåðåì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü Akj

, ñõîäÿùóþñÿ ê òî÷êå
Ao ∈ K. Òîãäà Bkj

→ f(Ao) ∈ f(K) ïðè j →∞.
Òåîðåìà 2.3. Åñëè D(f) = Rn, f : Rn 7→ Rm íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå, òî
ïðîîáðàçû îòêðûòûõ ìíîæåñòâ � îòêðûòûå, à ïðîîáðàçû çàìêíóòûõ � çàìêíóòûå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç íåïðåðûâíîñòè ïî Êîøè ñëåäóåò, ÷òî åñëè Y � âíóòðåííÿÿ
òî÷êà ìíîæåñòâà G ⊂ Rm (∃ε > 0: Uε(Y ) ⊂ G), è åñëè A ∈ f−1(Y ), òî ∃δ > 0:
Uδ(A) ⊂ f−1(G). Çíà÷èò, åñëè G îòêðûòî, òî f−1(G) ⊂ Rn òàêæå îòêðûòî. Äëÿ
çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ âñïîìíèì çàìå÷àíèå 1.1 è òî, ÷òî ïðîîáðàç äîïîëíåíèÿ =
äîïîëíåíèå ïðîîáðàçà.
Ïðèìåðû: {(x; y) : x2 − y2 > 1} � îòêðûòîå (ïðîîáðàç (1; +∞));
{(x; y) : x2 − y2 = 1} � çàìêíóòîå (ïðîîáðàç îäíîòî÷å÷íîãî ìíîæåñòâà).
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3 Äèôôåðåíöèðîâàíèå ñêàëÿðíûõ ÔÍÏ
Ïóñòü D(f) ⊂ Rn; A = (x1, . . . , xn) � âíóòðåííÿÿ òî÷êà D(f). Â îòëè÷èå îò ôóíêöèè
îäíîãî ïåðåìåííîãî, òåïåðü ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà � âåêòîð, ïîýòîìó âîçìîæíû
ðàçíûå îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ.
Îïðåäåëåíèå 3.1. ×àñòíîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f â òî÷êå A ïî i-îé ïåðåìåí-
íîé íàçûâàåòñÿ ïðåäåë

∂f

∂xi

(A) = lim
t→0

f(At)− f(A)

t
(ãäå ~AAt = t~ei),

åñëè îí ñóùåñòâóåò. Äðóãèìè ñëîâàìè, ∂f

∂xi

� ïðîèçâîäíàÿ ïî ïåðåìåííîé xi ïðè
ôèêñèðîâàííûõ îñòàëüíûõ n− 1 ïåðåìåííûõ.

Ýòî îïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñëåäóþùåãî:
Îïðåäåëåíèå 3.2. Ïóñòü ~v � âåêòîð ñ íîðìîé 1. Ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà ïî
íàïðàâëåíèþ ~v â òî÷êå A, åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë

∂f

∂~v
(A) = lim

t→0

f(At)− f(A)

t
(ãäå ~AAt = t~v),

íàçûâàåìûé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f ïî íàïðàâëåíèþ ~v.
Íî ãëàâíîå îïðåäåëåíèå òàêîâî:

Îïðåäåëåíèå 3.3. Ïóñòü A � âíóòðåííÿÿ òî÷êà D(f). Ôóíêöèÿ f äèôôåðåí-
öèðóåìà â òî÷êå A, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð-ñòðîêà g, ÷òî ïðè P → A

f(P )− f(A) = g · ~AP + o(| ~AP |).

Âåêòîð g íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòîì f â òî÷êå A è îáîçíà÷àåòñÿ g = ∇f(A).
Èçó÷èì ñâÿçü ýòèõ îïðåäåëåíèé ìåæäó ñîáîé è ñ íåïðåðûâíîñòüþ ôóíêöèè.

Òåîðåìà 3.1. Åñëè ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå A = (x1, . . . , xn), òî îíà
íåïðåðûâíà â A è äèôôåðåíöèðóåìà ïî ëþáîìó íàïðàâëåíèþ â A, ïðè ýòîì ãðàäèåíò
ðàâåí

∇f(A) =

(
∂f

∂x1

(A), . . . ,
∂f

∂xn

(A)

)
,

à ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ ~v ðàâíà ∂f
∂~v

(A) = ∇f(A) · ~v.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Ur(A) ⊂ D(f). Îáîçíà÷èì g = ∇f(A). Ïðè P → A èìååì
|f(P )−f(A)| = |g · ~AP |+o(| ~AP |) → 0, ïîýòîìó f íåïðåðûâíà â òî÷êå A. Ïóñòü òåïåðü
Pt � òàêàÿ òî÷êà, ÷òî ~APt = t~v, |t| < r. Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ f ïî íàïðàâëåíèþ ~v:

∂f

∂~v
(A) = lim

t→0

f(Pt)− f(A)

t
= lim

t→0

g · t~v + o(t)

t
= g · ~v =

n∑
i=1

givi.

Ïîäñòàâèâ â êà÷åñòâå ~v j-é áàçèñíûé âåêòîð ~ej, ïîëó÷àåì ∂f

∂xj

(A) = g · ~ej = gj.

Òàêèì îáðàçîì, ãðàäèåíò è ïðîèçâîäíûå ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì âû÷èñëÿþòñÿ
÷åðåç ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå. Ho ñóùåñòâîâàíèå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (è äàæå ïðî-
èçâîäíûõ ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì) íå ãàðàíòèðóåò äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè (è
äàæå íåïðåðûâíîñòü):
Ïðèìåð 3.1. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ 2 ïåðåìåííûõ

f(x, y) =

{
ψ(y/x2) ïðè x 6= 0

0 ïðè x = 0
ãäå ψ(u) =

{
sin2 u ïðè 0 < u < π

0 èíà÷å.
Â òî÷êå O = (0; 0) ôóíêöèÿ f èìååò ïðîèçâîäíûå ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì, ðàâíûå
0. Äåéñòâèòåëüíî, f(x, y) îòëè÷íà îò 0 ëèøü íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå U , ëåæàùåì
ìåæäó îñüþ Ox è ïàðàáîëîé y = πx2. Îñè Ox è Oy íå ïåðåñåêàþò U ; äðóãèå ïðÿìûå,
ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó O, ïåðåñåêàþò U íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè îò O.

Îäíàêî, ôóíêöèÿ f(x, y) ðàçðûâíà â O: åñëè âçÿòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê Ak =
(1/k; π/2k2), òî Ak → O, íî f(Ak) = 1 → 1 6= f(O).
Òåîðåìà 3.2. (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè) Åñëè ñóùåñòâóåò
òàêîå r > 0, ÷òî â êàæäîé òî÷êå îêðåñòíîñòè Ur(A) ôóíêöèÿ f èìååò âñå ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå, è îíè íåïðåðûâíû â òî÷êå A, òî ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â A.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé ðàññìîòðèì ñëó÷àé n = 2. Ïóñòü A =
(xo, yo). Ïîñêîëüêó ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå f íåïðåðûâíû â òî÷êå A, äëÿ ëþáîãî ε > 0
ìîæíî òàê ïîäîáðàòü δ ∈ (0; r], ÷òî∣∣∣∣∂f∂x (P )− ∂f

∂x
(A)

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣∂f∂y (P )− ∂f

∂y
(A)

∣∣∣∣ < ε ∀ P ∈ Uδ(A).

Ïóñòü P = (x1, y1) ∈ Uδ(A). Âîçüì�åì âñïîìîãàòåëüíóþ òî÷êó B = (x1, yo), îíà òàêæå
ëåæèò â Uδ(A). Âûðàçèì f(P ) − f(A) ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà, ôèêñèðóÿ ïåðåìåííûå
ïîî÷åð�åäíî:(

f(B)− f(A)
)

+
(
f(P )− f(B)

)
=
∂f

∂x
(C) · (x1 − xo) +

∂f

∂y
(D) · (y1 − yo),
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÷òî îòëè÷àåòñÿ îò âûðàæåíèÿ
∂f

∂x
(A) · (x1 − xo) +

∂f

∂y
(A) · (y1 − yo) = g · ~AP

íà âåëè÷èíó, ïî ìîäóëþ íå ïðåâûøàþùóþ(∣∣∣∣∂f∂x (C)− ∂f

∂x
(A)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∂f∂y (D)− ∂f

∂y
(A)

∣∣∣∣) | ~AP | < 2ε| ~AP |.

Ïîñêîëüêó ε→ 0 ïðè δ → 0, ìû ïîëó÷àåì
f(P )− f(A) = g · ~AP + o(| ~AP |) ïðè P → A,

ãäå êîìïîíåíòû âåêòîðà g � ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f â òî÷êå A. Òàêèì
îáðàçîì, f äèôôåðåíöèðóåìà â A, è å�å ãðàäèåíò â A ðàâåí âåêòîðó g.
Ïðèìåð 3.2. Ôóíêöèÿ f(x, y) =

√
x2 + 2y2 îïðåäåëåíà íà âñåé ïëîñêîñòè R2. Â

òî÷êå O = (0; 0) îíà íå èìååò ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Â ëþáîé äðóãîé òî÷êå (x; y)

èìååì ∂

∂x

√
x2 + 2y2 =

x√
x2 + 2y2

,
∂

∂y

√
x2 + y2 =

2y√
x2 + 2y2

. Îáå ÷àñòíûå ïðî-
èçâîäíûå � ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè=⇒ îíè íåïðåðûâíû íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
(íà R2\{O}). Ñëåäîâàòåëüíî, f(x, y) =

√
x2 + 2y2 äèôôåðåíöèðóåìà âî âñåõ òî÷êàõ

ýòîé îáëàñòè.
Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ãðàäèåíòà. Åñëè ~v � åäèíè÷íûé âåêòîð, òî ïðîèçâîäíàÿ
ïî åãî íàïðàâëåíèþ ðàâíà

∂f

∂~v
(A) = ∇f(A) · ~v = |∇f | · cos(~̂v,∇f).

Èç ýòîé ôîðìóëû âèäíî, ÷òî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ
(ðàâíîå íîðìå ãðàäèåíòà) äîñòèãàåòñÿ â òîì ñëó÷àå, êîãäà ~v ñîíàïðàâëåí ãðàäèåíòó.
Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð ãðàäèåíòà íàïðàâëåí â ñòîðîíó ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè
ðîñòà ôóíêöèè è ïî íîðìå ðàâåí ýòîé ñêîðîñòè.
Îïðåäåëåíèå 3.4. Åñëè ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå
A, òî ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè f â òî÷êå A íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå

df =
n∑

i=1

∂f

∂xi

(A)dxi.
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Ïðèìåð 3.2 (ïðîäîëæåíèå).

d
√
x2 + 2y2 =

x√
x2 + 2y2

dx+
2y√

x2 + 2y2
dy =

xdx+ 2ydy√
x2 + 2y2

.

Â òî÷êåA = (1; 2) ïîëó÷aeì d
√
x2 + 2y2

∣∣∣
A

=
1

3
dx+

4

3
dy; ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ

âåêòîðà ~v =
1√
2

[
1
1

]
ðàâíà

∂

∂~v

√
x2 + 2y2

∣∣∣∣
A

= ∇f(A) · ~v =
(1

3

4

3

)
· 1√

2

[
1
1

]
=

5

3
√

2
.

Ìàêñèìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ ïîëó÷èòñÿ, åñëè âçÿòü ~w � ∇f(A), ò.å.
~w = ∇f(A)/|∇f(A)| = 1√

17

[
1
4

]
:

∂

∂ ~w

√
x2 + 2y2

∣∣∣∣
A

= ∇f(A) · ~w =
(1

3

4

3

)
· 1√

17

[
1
4

]
=

√
17

3
.

4 Äèôôåðåíöèðîâàíèå âåêòîðíûõ ÔÍÏ
Îïðåäåëåíèå 4.1. Ïóñòü A � âíóòðåííÿÿ òî÷êà D(F ) ⊂ Rn; F : D(F ) 7→ Rk.
Ôóíêöèÿ F äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå A, åñëè ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îïåðàòîð
DF (A) : Rn 7→ Rk, òàêîé, ÷òî

F (P )− F (A) = DF (A) · ~AP + o(| ~AP |) ïðè P → A,

ò. e. ∀ε > 0 ∃δ > 0 : |F (P )− F (A)−DF (A) · ~AP | < ε| ~AP | ïðè âñåõ P ∈ Uδ(A).
Ìàòðèöà îïåðàòîðà DF (A) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ßêîáè ôóíêöèè F â òî÷êå A è

îáîçíà÷àåòñÿ JF (A).
Ëåììà 4.1. Âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ F äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå A = (a1, . . . , an) ⇐⇒
âñå å�å êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè f1, . . . , fk äèôôåðåíöèðóåìû â A. Ïðè ýòîì i-ÿ ñòðîêà
ìàòðèöû JF (A) ðàâíà ∇fi(A).
Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ji i-þ ñòðîêó ìàòðèöû JF (A). Òîãäà äèôôåðå-
íöèðóåìîñòü F â òî÷êå A ñ çàäàííîé ìàòðèöåé ßêîáè ðàâíîñèëüíà ñóùåñòâîâàíèþ
íóëåâîãî ïðåäåëà âåêòîðíîé ôóíêöèè

~V (P ) =
1

| ~AP |

(
F (P )− F (A)−

 J1 · ~AP...
Jk · ~AP

)→ ~0
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ïðè P → A. Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, ðàâíîñèëüíî ñòðåìëåíèþ ê 0 êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé
fi(P ) − fi(A) − Ji · ~AP ∀ i = 1, . . . , k, ÷òî îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðóåìîñòü âñåõ fi â
òî÷êå A, ïðè÷�åì ∇fi(A) = Ji.
Ñëåäñòâèå 4.1. Åñëè F äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå A, òî îíà íåïðåðûâíà â A.
Ñëåäñòâèå 4.2. Åñëè êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè f1, . . . , fk èìåþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
â îêðåñòíîñòè òî÷êè A, íåïðåðûâíûå â A, òî F äèôôåðåíöèðóåìà â A. Ïðè ýòîì
å�å ìàòðèöà ßêîáè èìååò âèä

JF (A) =

 ∂f1/∂x1 . . . ∂f1/∂xn

. . . . . . . . .
∂fk/∂x1 . . . ∂fk/∂xn

 .
Ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì âåêòîðíîé ôóíêöèè F â òî÷êå A

íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå

dF (A) =

 df1(A)
...

dfk(A)

 =


∂f1

∂x1

(A)dx1 + . . .+
∂f1

∂xn

(A)dxn

. . .
∂fk

∂x1

(A)dx1 + . . .+
∂fk

∂xn

(A)dxn

 = JF (A) ·

 dx1...
dxn


Ïðèìåð 4.1. Ðàññìîòðèì äâóìåðíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ òð�åõ ïåðåìåííûõ

F (x, y, z) =

[
x/y
xyz

]
=

[
f1(x, y, z)
f2(x, y, z)

]
.

Ïåðâàÿ êîîðäèíàòíàÿ ôóíêöèÿ f1 äèôôåðåíöèðóåìà íà âñåé ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
{y 6= 0}; âòîðàÿ f2 äèôôåðåíöèðóåìà íà âñ�åì R3. Ñëåäîâàòåëüíî, F äèôôåðåíöèðó-
åìà íà D(F ) = {y 6= 0}. Å�å ìàòðèöà ßêîáè ðàâíà

JF (x, y, z) =

[
∇f1(x, y, z)
∇f2(x, y, z)

]
=


∂f1

∂x

∂f1

∂y

∂f1

∂z
∂f2

∂x

∂f2

∂y

∂f2

∂z

 =

[
1/y −x/y2 0
yz xz xy

]
;

ïîëíûé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè F âûãëÿäèò òàê:

dF (x, y, z) =

 1

y
dx− x

y2
dy

yzdx+ xzdy + xydz

 .
Òåîðåìà 4.1. (î äèôôåðåíöèðîâàíèè ñëîæíîé ÔÍÏ). Ïóñòü A � âíóòðåííÿÿ
òî÷êà D(F ) ⊂ Rn, F : D(F ) 7→ Rk; B = F (A) � âíóòðåííÿÿ òî÷êà D(G) ⊂ Rk, G :
D(G) 7→ Rm. Åñëè F äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå A, G äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå B,
òî ôóíêöèÿ G ◦ F äèôôåðåíöèðóåìà â A, è ïðè ýòîì JG◦F (A) = JG(B) · JF (A).
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Â ýòîé òåîðåìå ôóíêöèè F è G ìîãóò áûòü êàê âåêòîðíûìè, òàê è ñêàëÿðíûìè
(k ≥ 1, m ≥ 1).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî A � âíóòðåííÿÿ òî÷êà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
G◦F . Äåéñòâèòåëüíî, ∃ε > 0: Uε(B) ⊂ D(G). Ïîñêîëüêó F íåïðåðûâíà â A, òî ∃δ > 0:
äëÿ âñåõ P ∈ Uδ(A) áóäåò F (P ) ∈ Uε(B) ⊂ D(G), ñëåäîâàòåëüíî, P ∈ D(G ◦ F ).

Ïóñòü P ∈ D(G ◦ F ), P → A. Òîãäà ïðèðàùåíèå ôóíêöèè G ◦ F èìååò âèä

G ◦ F (P )−G ◦ F (A) = G(F (P ))−G(B) = JG(B) ·
−→

BF (P ) + o(|
−→

BF (P )|) =

= JG(B)(JF (A) ~AP + o(| ~AP |)) + o(| ~AP |) = JG(B)JF (A) ~AP + o(| ~AP |). �

Ñëåäñòâèå 4.3. Èíâàðèàíòíîñòü ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà:
d(G ◦ F )(x1, . . . , xn) = dG(y1, . . . , yk)|yi=fi(x1,...,xn)

Äîêàçàòåëüñòâî.

d(G ◦ F )(X) = JG◦F (X) ·

 dx1...
dxn

 = JG(Y ) · JF (X) ·

 dx1...
dxn

 = JG(Y ) ·

 df1(X)
. . .

dfk(X)



Ïðèìåð 4.2. Ïîëó÷èì ïîëíûé äèôôåðåíöèàë ñêàëÿðíîé ôóíêöèè
Φ(x, y) =

√
xy + ex−2y.

Ïðåäñòàâèì å�å â âèäå Φ = G ◦ F , ãäå

F (x, y) =

[
xy
ex−2y

]
, G(u, v) =

√
u+ v.

Òîãäà

dΦ(x, y) = dG(u, v)

∣∣∣∣ u = xy
v = ex−2y

=

=
du+ dv

2
√
u+ v

∣∣∣∣ u = xy
v = ex−2y

=
d(xy) + dex−2y

2
√
xy + ex−2y

=
ydx+ xdy + ex−2ydx− 2ex−2ydy

2
√
xy + ex−2y

Åñëè òðåáóåòñÿ íàéòè ïîëíûé äèôôåðåíöèàë ñëîæíîé ôóíêöèè, òàêîé ñïîñîá
áûâàåò óäîáíåå, ÷åì âû÷èñëÿòü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî îòäåëüíîñòè.
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5 Äèôôåðåíöèðîâàíèå âûñøèõ ïîðÿäêîâ
Ïóñòü D(f) ⊂ Rn; ôóíêöèÿ f : D(f) 7→ Rk. Åñëè ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â
êàæäîé òî÷êå îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U ⊂ D(f), òî íà U îïðåäåëåíà e�e ïåðâàÿ ïðîèç-
âîäíàÿ Df � äëÿ ñêàëÿðíîé f (k = 1) ýòî ãðàäèåíò ∇f : U 7→ Rk, à äëÿ âåêòîðíîé f
ýòî ìàòðèöà ßêîáè èç k ñòðîê è n ñòîëáöîâ Jf : U 7→ Rkn. Åñëè ôóíêöèÿ Df , â ñâîþ
î÷åðåäü, äèôôåðåíöèðóåìà â íåêîòîðîé òî÷êå A ∈ U , òî ãîâîðÿò, ÷òî f äâàæäû
äèôôåðåíöèðóåìà â A.

Åñëè f ñêàëÿðíàÿ, òî e�e âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ D2f ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â Rn2 : e�e
êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè � âòîðûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂2f

∂xj∂xi

=
∂

∂xj

( ∂f
∂xi

)
. Èõ

óäîáíî çàïèñàòü â âèäå ìàòðèöû Ãåññå n× n:

Hf =


∂2f

∂x2
1

. . .
∂2f

∂x1∂xn

. . . . . . . . .
∂2f

∂xn∂x1

. . .
∂2f

∂x2
n

 .
Ïðèìåð 5.1. Ôóíêöèÿ f(x, y, z) = xy2/z äèôôåðåíöèðóåìà â êàæäîé òî÷êå ñâîåé
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ U = R3\Oxy. E�e ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ðàâíû

∂f

∂x
=
y2

z
;

∂f

∂y
=

2xy

z
;

∂f

∂z
= −xy

2

z2
.

Êàæäàÿ èç ýòèõ ôóíêöèé äèôôåðåíöèðóåìà íà âñåé U =⇒ âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ ∇f
äèôôåðåíöèðóåìà íà U =⇒ f äèôôåðåíöèðóåìà äâàæäû â ëþáîé âíóòðåííåé òî÷êå
U , ò.å. â ∀ (x; y; z) ∈ U (U îòêðûòîå). Å�å ìàòðèöà Ãåññå âûãëÿäèò òàê:

Hf (x; y; z) =


∂2f

∂x2

∂2f

∂x∂y

∂2f

∂x∂z
∂2f

∂y∂x

∂2f

∂y2

∂2f

∂y∂z
∂2f

∂z∂x

∂2f

∂z∂y

∂2f

∂z2

 =

 0 2y/z −y2/z2

2y/z 2x/z −2xy/z2

−y2/z2 −2xy/z2 2xy2/z3

 .

Åñëè D2f òàêæå îïðåäåëåíà íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå è äèôôåðåíöèðóåìà â íåêî-
òîðîé åãî òî÷êå A, òî f òðèæäû äèôôåðåíöèðóåìà â A è îïðåäåëåíû òðåòüè ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå

∂3f

∂xk∂xj∂xi

=
∂

∂xk

(
∂2f

∂xj∂xi

)
È òàê äàëåå. Èç m-êðàòíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå
âñåõ m-ûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, íî îáðàòíîå íåâåðíî (êàê ìû âèäåëè, äàæå ïðè
m = 1).
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Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü D(f) ⊂ Rn; f : D(f) 7→ R. Ïóñòü A � âíóòðåííÿÿ òî÷êà
D(f). Åñëè âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f èìåþò ñâîè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
â Ur(A), íåïðåðûâíûå â A, òî f äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â A, ïðè÷�åì

∂2f

∂xi∂xj

(A) =
∂2f

∂xj∂xi

(A). (1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 3.2 ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè
f äèôôåðåíöèðóåìà âA. Ýòî ïî ëåììå 4.1 ðàâíîñèëüíî äèôôåðåíöèðóåìîñòè âåêòîð-
íîé ôóíêöèè ∇f , ò. e. äâóêðàòíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè f , â òî÷êå A.

Òåïåðü äîêàæåì ðàâåíñòâî (1). Ïóñòü A = (a1, . . . , an); âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
f äèôôåðåíöèðóåìû â Ur(A). Ïðè âû÷èñëåíèè âòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â (1)
ìû ôèêñèðóåì âñå êîîðäèíàòû, êðîìå xi è xj, ò. e. ðàññìàòðèâàåì ïëîñêîñòü Π 3 A,
ïàðàëëåëüíóþ i-îé è j-îé êîîðäèíàòíûì îñÿì. Ïóñòü Py,z ∈ Π∩Ur(A) � òàêàÿ òî÷êà,
÷òî ~AP y,z = y~ei + z~ej. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ

Q(y, z) =
f(Py,z)− f(Py,0)− f(P0,z) + f(A)

yz
,

îïðåäåë�åííóþ íà ìíîæåñòâå {(y; z) : y2 + z2 < r2, yz 6= 0}. Ïðèìåíèì òåîðåìó
Ëàãðàíæà ê ôóíêöèè Φ(y) = f(Py,z)− f(Py,0):

Q(y, z) =
Φ(y)− Φ(0)

yz
=

Φ′(η)

z
=

1

z

(
∂f

∂xi

(Pη,z)−
∂f

∂xi

(Pη,0)

)
=

∂2f

∂xj∂xi

(Pη,θ)

� âíîâü ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà. Ïîñêîëüêó ∂2f

∂xj∂xi

íåïðåðûâíà â òî÷êå A è ïîñêîëüêó

%(A,Pη,θ) < %(A,Py,z), ìû ïîëó÷àåì Q(y, z) → ∂2f

∂xj∂xi

(A) ïðè (y; z) → (0; 0).
Òåïåðü ïðèìåíèì òåîðåìó Ëàãðàíæà ê ôóíêöèè Ψ(z) = f(Py,z)− f(P0,z):

Q(y, z) =
Ψ(z)−Ψ(0)

yz
=

Ψ′(ξ)

y
=

1

y

(
∂f

∂xj

(Py,ξ)−
∂f

∂xj

(P0,ξ)

)
=

∂2f

∂xi∂xj

(Pζ,ξ)

� âíîâü ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà. Ïîñêîëüêó ∂2f

∂xi∂xj

òàêæå íåïðåðûâíà â òî÷êå A è

%(A,Pζ,ξ) < %(A,Py,z), ìû ïîëó÷àåì Q(y, z) → ∂2f

∂xi∂xj

(A) ïðè (y; z) → (0; 0). Íî
ôóíêöèÿ ìîæåò èìåòü â òî÷êå òîëüêî îäèí ïðåäåë =⇒ âåðíî ðàâåíñòâî (1).
Ñëåäñòâèå 5.1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 5.1 ìàòðèöà Ãåññå â òî÷êå A ñèììåòðè÷íà:
HT

f (A) = Hf (A).
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Ñëåäñòâèå 5.2. Åñëè ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà k − 1 ðàç â îòêðûòîì ìíîæå-
ñòâå U , è åñëè âñå å�å (k − 1)-ûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå èìåþò ñâîè ÷àñòíûå ïðî-
èçâîäíûå, íåïðåðûâíûå â U , òî f äèôôåðåíöèðóåìà k ðàç â êàæäîé òî÷êå U , è
çíà÷åíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íå ìåíÿþòñÿ ïðè ïåðåñòàíîâêå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè äèôôåðåíöèðîâàíèé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 5.1 ê ñàìîé ôóíêöèè f è å�å ÷àñòíûì ïðîèç-
âîäíûì îò ïåðâîãî äî (k− 2)-ãî ïîðÿäêà, ìû äîêàæåì èíâàðèàíòíîñòü ÷àñòíîé ïðî-
èçâîäíîé ïðè ïåðåñòàíîâêå äâóõ ñîñåäíèõ äèôôåðåíöèðîâàíèé. Ëþáóþ ïåðåñòàíîâêó
ìîæíî ïîëó÷èòü êîíå÷íîé öåïî÷êîé òàêèõ ýëåìåíòàðíûõ ïåðåñòàíîâîê. Íàïðèìåð:

∂4f

∂x∂y∂z∂x
=

∂4f

∂x∂z∂y∂x
=

∂4f

∂z∂x∂y∂x
=

∂4f

∂z∂2x∂y
�

Îïðåäåëåíèå 5.1. Åñëè ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) äèôôåðåíöèðóåìà k ðàç
â òî÷êå A, òî ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì k-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè f â òî÷êå A
íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå

dkf =
n∑

i1=1

. . .

n∑
ik=1

∂kf

∂xi1 . . . ∂xik

(A)dxi1 . . . dxik

Â ýòîé ñóììå nk ñëàãàåìûõ. Îäíàêî, åñëè âñå k-ûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íåïðå-
ðûâíû, òî ñðåäè ñëàãàåìûõ áóäóò âñòðå÷àòüñÿ îäèíàêîâûå. Âòîðîé è òðåòèé äèôôå-
ðåíöèàëû áóäóò âûãëÿäåòü òàê:

d2f = (dx1 . . . , dxn) ·Hf ·

 dx1...
dxn

 =
n∑

i=1

∂2f

∂x2
i

dx2
i + 2

∑
1≤i<j≤n

∂2f

∂xi∂xj

dxidxj

d3f=
n∑

i=1

∂3f

∂x3
i

dx3
i +3

n∑
i=1

∑
j 6=i

∂3f

∂xi∂x2
j

dxidx
2
j +6

∑
i<j<k

∂3f

∂xi∂xj∂xk

dxidxjdxk

×àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂kf

∂xk1
i1
. . . ∂xkm

im

áóäåò ïîâòîðÿòüñÿ k!

k1! · . . . · km!
ðàç.

Ïðèìåð 5.2. Íàéä�åì 4-é äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè f(x, y) = x2/y:

∂f/∂x = 2x/y
∂f/∂y = −x2/y2

∂2f/∂x2 = 2/y
∂2f/∂x∂y = −2x/y2

∂2f/∂y2 = 2x2/y3

∂3f/∂x3 = 0
∂3f/∂x2∂y = −2/y2

∂3f/∂x∂y2 = 4x/y3

∂3f/∂y3 = −6x2/y4

∂4f/∂x4 = 0
∂4f/∂x3∂y = 0
∂4f/∂x2∂y2 = 4/y3

∂4f/∂x∂y3 = −12x/y4

∂4f/∂y4 = 24x2/y5

Ñ ó÷�åòîì ïîâòîðÿåìîñòè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïîëó÷àåòñÿ

d4f =
24

y3
dx2dy2 − 48x

y4
dxdy3 +

24x2

y5
dy4
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6 Ôîðìóëà Òåéëîðà äëÿ ÔÍÏ
Âñïîìíèì ôîðìóëó Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèè ñêàëÿðíîãî ïåðåìåííîãî: Ïóñòü ôóíêöèÿ
f(x) m + 1 ðàç äèôôåðåíöèðóåìà â Ur(a) ⊂ R. Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ Ur(a) âåðíà
ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ëàãðàíæà:

f(x) = f(a) +
m∑

k=1

f (k)(a)

k!
(x− a)k +

f (m+1)(ξ)

(m+ 1)!
(x− a)m+1, (2)

ãäå ξ � íåêîòîðàÿ òî÷êà, ëåæàùàÿ ìåæäó a è x.
Âûâåäåì ôîðìóëû Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèè n ïåðåìåííûõ.

Ïóñòü A0 ∈ Ur(A0) ⊂ D(f) ⊂ Rn; f : D(f) 7→ R. Çàôèêñèðóåì òî÷êó A1 ∈ Ur(A0) è
îáîçíà÷èì ÷åðåç At òàêèå òî÷êè, ÷òî ~A0At = t· ~A0A1, 0 ≤ t ≤ 1. Ïóñòü A = (a1, . . . , an),
~A0A1 = (v1, . . . , vn), òîãäà òî÷êà At èìååò êîîðäèíàòû (a1 + tv1, . . . , an + tvn).
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g(t) = f(At), îïðåäåë�åííóþ íà [0; 1]. Åñëè f äèôôåðåíöè-

ðóåìà â Ur(A0), òî g äèôôåðåíöèðóåìà, è å�å ïðîèçâîäíàÿ ïî òåîðåìå î äèôôåðå-
íöèðîâàíèè ñëîæíîé ÔÍÏ ðàâíà

dg

dt
=

n∑
j=1

∂f

∂xj

(At)
dxj(t)

dt
=

n∑
j=1

vj
∂f

∂xj

(At)

Åñëè f äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â Ur(A0), òî dg/dt äèôôåðåíöèðóåìà, è
d2g

dt2
=

n∑
i=1

∂

∂xi

( n∑
j=1

vj
∂f

∂xj

(At)

)
dxi(t)

dt
=

n∑
i=1

n∑
j=1

vivj
∂2f

∂xi∂xj

(At)

È ò. ä. Åñëè f äèôôåðåíöèðóåìà â Ur(A0) k ðàç, òî
dkg

dtk
=

n∑
i1=1

. . .
n∑

ik=1

vi1 . . . vik

∂kf

∂xi1 . . . ∂xik

(At).

Ýòà ôîðìóëà ëåãêî çàïîìèíàåòñÿ: íóæíî â k-ûé äèôôåðåíöèàë dkf(A0) ïîäñòàâèòü
vi âìåñòî dxi.
Òåîðåìà 6.1. Ïóñòü A = (a1, . . . , an) � âíóòðåííÿÿ òî÷êà D(f) ⊂ Rn. Åñëè ñêàëÿðíàÿ
ÔÍÏ f m + 1 ðàç äèôôåðåíöèðóåìà â Ur(A) ⊂ D(f), òî äëÿ ëþáîé òî÷êè X =
(x1, . . . , xn) ∈ Ur(A) âåðíà ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå
Ëàãðàíæà:

f(X) = f(A) +
m∑

k=1

(
n∑

i1=1

. . .
n∑

ik=1

∂kf

∂xi1 . . . ∂xik

(A)
(xi1 − ai1) . . . (xik − aik)

k!

)
+

+
n∑

i1=1

. . .
n∑

im+1=1

∂m+1f

∂xi1 . . . ∂xim+1

(Y )
(xi1 − ai1) . . . (xim+1 − aim+1)

(m+ 1)!
,

ãäå Y � íåêîòîðàÿ òî÷êà, ëåæàùàÿ íà îòðåçêå, ñîåäèíÿþùåì A è X.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïpèìåíèì ôîðìóëó (2) ê ôóíêöèè g(t) = f(Xt), ãäå Xt = (a1 +
t(x1 − a1), . . . an + t(xn − an)).
Òåîðåìà 6.2. Ïóñòü A = (a1, . . . , an) � âíóòðåííÿÿ òî÷êà D(f) ⊂ Rn. Åñëè ñêàëÿðíàÿ
ÔÍÏ f m ðàç äèôôåðåíöèðóåìà â Ur(A) ⊂ D(f) è å�å m-ûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
íåïðåðûâíû â òî÷êå A, òî âåðíà ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â
ôîðìå Ïåàíî: f(X) =

f(A) +
m∑

k=1

(
n∑

i1=1

. . .
n∑

ik=1

∂kf

∂xi1 . . . ∂xik

(A)
(xi1 − ai1) . . . (xik − aik)

k!

)
+ o(| ~AX|m).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì òåîðåìó 6.1 ê ôóíêöèè f , âçÿâ m− 1 âìåñòî m:

f(X) = f(A) +
m∑

k=1

(
n∑

i1=1

. . .
n∑

ik=1

∂kf

∂xi1 . . . ∂xik

(A)
(xi1 − ai1) . . . (xik − aik)

k!

)
+

+
n∑

i1=1

. . .
n∑

im=1

(
∂mf

∂xi1 . . . ∂xim

(Y )− ∂mf

∂xi1 . . . ∂xim

(A)

)
︸ ︷︷ ︸

→0 ïðè X→A

(xi1 − ai1) . . . (xim − aim)

m!︸ ︷︷ ︸
≤| ~AX|m/m!

Ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà è åñòü îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìå Ïåàíî.
Ôîðìóëó Òåéëîðà ëåãêî çàïîìíèòü â òàêîì âèäå:

f(A+ ~dx) = f(A) +
m∑

k=1

1

k!
dkf(A) + îñòàòî÷íûé ÷ëåí,

ãäå íà ìåñòî dxi íàäî áóäåò ïîäñòàâèòü xi − ai.
Ïðèìåð 6.1. Âûïèøåì ôîðìóëó Òåéëîðà c îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ïåàíî ïðè
m = 1 è m = 2 äëÿ ôóíêöèè f(x, y) =

√
x2 + y2 â îêðåñòíîñòè òî÷êè A(3; 4).

df =
xdx+ ydy√
x2 + y2

=⇒ df(A) =
3

5
dx+

4

5
dy;

d2f =
y2dx2 + x2dy2 − 2xydxdy

(x2 + y2)3/2
=⇒ d2f(A) =

16

125
dx2 +

9

125
dy2 − 24

125
dxdy.

Äëÿ m = 1 : f(x, y) = 5 +
3

5
(x− 3) +

4

5
(y − 4) + o

(√
(x− 3)2 + (y − 4)2

)
;

Äëÿ m = 2 : f(x, y) = 5 +
3

5
(x− 3) +

4

5
(y − 4)+

+
16

250
(x− 3)2 +

9

250
(y − 4)2 − 12

125
(x− 3)(y − 4) + o

(
(x− 3)2 + (y − 4)2

)
ïðè (x; y) → (3; 4).
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7 Âîññòàíîâëåíèå ÔÍÏ ïî ãðàäèåíòó

Òåîðåìà 7.1. Ïóñòü Ω ⊂ Rn îòêðûòîå ñâÿçíîå; ~V = (v1, . . . , vn) : Ω 7→ Rn �
âåêòîðíîå ïîëå, äèôôåðåíöèðóåìîå â Ω, ïðè÷�åì åãî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíû.
Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû ~V áûëî ãðàäèåíòîì íåêîòîðîé ñêàëÿðíîé ôóíêöèè f íà Ω,
íåîáõîäèìû ðàâåíñòâà

∂vi

∂xj

=
∂vj

∂xi

íà Ω, 1 ≤ i < j ≤ n. (3)

(Åñëè n = 2 èëè 3, è Ω íå èìååò ñêâîçíûõ äûð, òî óñëîâèå (3) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì,
÷òî áóäåò äîêàçàíî â 3 ñåìåñòðå).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ~V = ∇f , òî ∂vi

∂xj

=
∂2f

∂xj∂xi

, ∂vj

∂xi

=
∂2f

∂xi∂xj

, è ýòè ÷àñòíûå ïðî-
èçâîäíûå ïî óñëîâèþ íåïðåðûâíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 5.1 îíè ðàâíû.

Àëãîðèòì âîññòàíîâëåíèÿ ÔÍÏ ïî å�å ãðàäèåíòó îáúÿñíèì íà ïðèìåðå.
Ïðèìåð 7.1. Ïîñòðîèòü íà îáëàñòè R3 ⊃ Ω = {x > |z|} ôóíêöèþ f(x, y, z), äëÿ
êîòîðîé

df =
2x2 − z2 + xy√

x2 − z2
dx+ (

√
x2 − z2 + yz2)dy +

(
y2z − (x+ y)z√

x2 − z2

)
dz =

= Pdx+Qdy +Rdz. Ñíà÷àëà ïðîâåðèì íåîáõîäèìîå óñëîâèå:
∂P

∂y
=

x√
x2 − z2

=
∂Q

∂x
;

∂P

∂z
=

z(z2 + xy)

(x2 − z2)3/2
=
∂R

∂x
;

∂Q

∂z
=

−z√
x2 − z2

+ 2yz =
∂R

∂y

âûïîëíåíû íà âñåé Ω, è ïîñêîëüêó Ω íå èìååò ñêâîçíûõ äûð, èñêîìàÿ f äîëæíà
ñóùåñòâîâàòü.

Çàôèêñèðóåì y è z è ïðîèíòåãðèðóåì P =
∂f

∂x
ïî x ïðè x > |z|:

f(x, y, z) =

∫
2x2 − z2 + xy√

x2 − z2
dx = (x+ y)

√
x2 − z2 + C1(y, z).

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïî y è ïî z, ìû ïîëó÷èì, ñîîòâåòñòâåí-
íî,

√
x2 − z2 +

∂C1

∂y
=
∂f

∂y
=
√
x2 − z2 + yz2;

(x+ y)z√
x2 − z2

+
∂C1

∂z
=
∂f

∂z
=

(x+ y)z√
x2 − z2

+ y2z.
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Îòñþäà ∂C1

∂y
= yz2;

∂C1

∂z
= y2z.

Çàôèêñèðîâàâ z, ïðîèíòåãðèðóåì ïî y: C1(y, z) =

∫
yz2dy =

y2z2

2
+ C2(z).

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ òàêîå âûðàæåíèå ïî z, ïîëó÷àåì
y2z + C ′

2(z) =
∂C1

∂z
= y2z =⇒ C2(z) = const.

Îòâåò: f(x, y, z) = (x+ y)
√
x2 − z2 +

y2z2

2
+ const.

Òåïåðü ïðèâåä�åì ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî íà îáëàñòè ñ äûðîé óñëîâèå (3) íå
ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì.

Ïðèìåð 7.2. Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïîëå ~V =

(
−y

x2 + y2
;

x

x2 + y2

)
íà îáëàñòè Ω =

R2\{O}. Óñëîâèå (3) âûïîëíåíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò f : Ω 7→ R, ∇f = ~V .
Ïóñòü f(−1,−1) = C. Òîãäà

f(1, 1) = C +

∫ 1

−1

−(−1)

x2 + (−1)2
dx+

∫ 1

−1

1

12 + y2
dy = C +

π

2
+
π

2
;

ñ äðóãîé ñòîðîíû,

f(1, 1) = C +

∫ 1

−1

−1

(−1)2 + y2
dy +

∫ 1

−1

−1

x2 + 12
dx = C − π

2
− π

2
.

Ïðîòèâîðå÷èå.
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8 Áåçóñëîâíûå ýêñòðåìóìû

Áåçóñëîâíûå ýêñòðåìóìû
Îïðåäåëåíèå 8.1. Ïóñòü A � âíóòðåííÿÿ òî÷êà D(f) ⊂ Rn; f ñêàëÿðíàÿ. Ãîâîðÿò,
÷òî A �
òî÷êà ìàêñèìóìà, åñëè ∃ε > 0 : ∀P ∈

o

U ε(A) f(P ) < f(A);

òî÷êà ìèíèìóìà, åñëè ∃ε > 0 : ∀P ∈
o

U ε(A) f(P ) > f(A);

òî÷êà íåñòðîãîãî ìàêñèìóìà, åñëè ∃ε > 0 : ∀P ∈
o

U ε(A) f(P ) ≤ f(A);

òî÷êà íåñòðîãîãî ìèíèìóìà, åñëè ∃ε > 0 : ∀P ∈
o

U ε(A) f(P ) ≥ f(A).
Â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ A íàçûâàþò òî÷êîé ýêñòðåìóìà, â ïîñëåäíèõ äâóõ � òî÷êîé
íåñòðîãîãî ýêñòðåìóìà.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îáîáùàåò òåîðåìó Ôåðìà äëÿ ÔÍÏ è äà�åò
Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà

Òåîðåìà 8.1. Ïóñòü A � âíóòðåííÿÿ òî÷êà D(f) ⊂ Rn; ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ f
èìååò â òî÷êå A âñå ïåðâûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå. Åñëè A � òî÷êà (íåñòðîãîãî)
ýêñòðåìóìà, òî

∂f

∂x1

(A) = . . . =
∂f

∂xn

(A) = 0. (4)
Òî÷êè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (4), íàçûâàþòñÿ êðèòè÷åñêèìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü òî÷êà A = (a1, . . . , an) íå êðèòè÷åñêàÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
∂f

∂x1

(A) = C > 0. Òîãäà

f(x1 + t, x2, . . . , xn) = f(A) + Ct+ o(t)

{
> f(A) ïðè 0 < t < ε
< f(A) ïðè − ε < t < 0

ïðè íåêîòîðîì ε > 0. Òàêèì îáðàçîì, A íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé (íåñòðîãîãî) ýêñòðåìóìà.
Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àè ∂f

∂xk

(A) > 0 è ∂f

∂xk

(A) < 0, k = 1, . . . , n.

Håîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà (4) íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì, äàæå åñëè ïîòðå-
áîâàòü äèôôåðåíöèðóåìîñòè f â òî÷êå A (òîãäà ∇f(A) = ~0). Åñëè ∇f(A) = ~0, íî
ïðè ýòîì ∀ε > 0 ∃P,Q ∈

o

U ε(A): f(P ) > f(A) > f(Q), òî A íàçûâàåòñÿ ñåäëîâîé
òî÷êîé.
Ïðèìåð 8.1. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ, îïðåäåë�åííóþ íà R2: f(x, y) = xyey−x2 .
E�e ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå: ∂f

∂x
= (y − 2x2y)ey−x2

;
∂f

∂y
= (x+ xy)ey−x2

.

Ïðîâåðÿåì íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà:{
y(1− 2x2) = 0
x(1 + y) = 0

=⇒
{
y = 0
x = 0

èëè
{
x = ±1/

√
2

y = −1
.
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Íàéäåíû òðè êðèòè÷åñêèå òî÷êè: O(0; 0) � ñåäëîâàÿ, ïîñêîëüêó f(O) = 0, â I
è III ÷åòâåðòÿõ f > 0, à âî II è IV ÷åòâåðòÿõ f < 0; A(−1/

√
2;−1) � ìàêñèìóì,

ïîñêîëüêó òîëüêî â íåé ìîæåò äîñòèãàòüñÿ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå f íà êîìïàêòå
K = [−2; 0] × [−4; 0]: íà åãî ïðàâîé è âåðõíåé ãðàíèöàõ f = 0, íà ëåâîé è íèæíåé
f ≤ 8e−4 < e−3/2 = f(A), òàê ÷òî max

K
f äîñòèãàåòñÿ âî âíóòðåííåé òî÷êå K, íî âñå

îñòàëüíûå âíóòðåííèå òî÷êè K, êðîìå A, íå ýêñòðåìóìû. Òî÷êà B(1/
√

2;−1) � ìè-
íèìóì (àíàëîãè÷íî òî÷êå A). Êàê âèäèì, êëàññèôèöèðîâàòü êðèòè÷åñêèå òî÷êè íà
(íåñòðîãèå) ìàêñèìóìû/ìèíèìóìû è ñåäëîâûå âåñüìà íåïðîñòî. Íàì íóæíû óäîáíûå

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà
Òåîðåìà 8.2. Ïóñòü A � âíóòðåííÿÿ òî÷êà D(f) ⊂ Rn; ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ f
äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â îêðåñòíîñòè òî÷êè A, ∇f(A) = ~0, è âòîðûå ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíû â A. Ïóñòü λ1,. . .,λn � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû
H = Hf (A). Òîãäà:
1. Åñëè ∀λi > 0, òî A � ìèíèìóì;
2. Åñëè ∀λi < 0, òî A � ìàêñèìóì;
3. Åñëè ∀λi ≥ 0, ∃λj > 0, òî A � (íåñòðîãèé) ìèíèìóì èëè ñåäëîâàÿ;
4. Åñëè ∀λi ≤ 0, ∃λj < 0, òî A � (íåñòðîãèé) ìàêñèìóì èëè ñåäëîâàÿ;
5. Åñëè ∃λi > 0, ∃λj < 0, òî A � ñåäëîâàÿ;
6. Åñëè ∀λi = 0, òî âîçìîæíû âñå ñëó÷àè.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â îêðåñòíîñòè òî÷êè A ðàçëîæèì ôóíêöèþ f ïî ôîðìóëå Òåéëîðà
äî âòîðîé ñòåïåíè, ó÷èòûâàÿ ∇f(A) = ~0:

f(P ) = f(A) +
1

2
~AP

T
·H · ~AP + r(P ), r(P ) = o(| ~AP |2).

Ïóñòü {~vi}n
i=1 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ Rn èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû H;

H~vi = λi~vi. Ðàçëîæèì ~AP =
n∑

i=1

ci~vi, òîãäà f(P )− f(A) =
1

2

n∑
i=1

λi c
2
i + r(P ).
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1. Ïóñòü 0 < λ1 ≤ . . . ≤ λn. Íàéä�åì òàêîå ε > 0, ÷òî ∀P ∈
o

U ε(A) |r(P )| < λ1

4
| ~AP |2.

Òîãäà ∀P ∈
o

U ε(A)

f(P ) > f(A) +
1

2

n∑
i=1

λi c
2
i −

λ1

4
| ~AP |2 ≥ f(A) +

λ1

2

n∑
i=1

c2i︸ ︷︷ ︸
| ~AP |2

− λ1

4
| ~AP |2 > f(A).

2. Àíàëîãè÷íî.
3. Ïóñòü ∀λi ≥ 0; λ1 > 0. Íàäî äîêàçàòü, ÷òî íåâîçìîæåí (íåñòðîãèé) ìàêñèìóì.
Íàéä�åì òàêîå ε > 0, ÷òî ∀P ∈

o

U ε(A) |r(P )| < λ1

4
| ~AP |2. Ðàññìîòðèì òàêèå òî÷êè Pt,

÷òî ~APt = t~v1, 0 < t < ε. Òîãäà

f(Pt) > f(A) +
1

2
λ1 t

2 − λ1

4
| ~APt|2︸ ︷︷ ︸

t2

> f(A).

Íî òî÷êè Pt âñòðå÷àþòñÿ â ëþáîé îêðåñòíîñòè A.
4. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåâîçìîæåí (íåñòðîãèé) ìèíèìóì.
5. Ïîñêîëüêó ∃λi > 0, íåâîçìîæåí (íåñòðîãèé) ìàêñèìóì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ∃λj < 0
=⇒ íåâîçìîæåí (íåñòðîãèé) ìèíèìóì. Çíà÷èò, òî÷êà A ñåäëîâàÿ.
6. Íè÷åãî íå óòâåðæäàåòñÿ � äîêàçûâàòü íå÷åãî.
Ïðèìåð 8.2. Èññëåäóåì íà ýêñòðåìóì ôóíêöèþ f(x, y, z) = (x2 + y2 − z2)ex−2z.

∂f

∂x
= (x2 + 2x+ y2 − z2)ex−2z;

∂f

∂y
= 2yex−2z;

∂f

∂z
= 2(z2 − z − x2 − y2)ex−2z.

Èùåì êðèòè÷åñêèå òî÷êè:
2x = z2 − x2 − y2

y = 0
z = z2 − x2 − y2

=⇒


2x = 3x2

y = 0
z = 2x

=⇒
O(0; 0; 0)

A

(
2

3
; 0;

4

3

)
Bû÷èñëèì ìàòðèöy Ãåññå:

Hf (x, y, z) = ex−2z

 2 + 4x+Q 2y −2z − 4x− 2Q
2y 2 −4y

−2z − 4x− 2Q −4y −2 + 8z + 4Q

 ,
ãäå Q = x2 + y2 − z2. Â íàéäåííûõ êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ èìååì

Hf (O) =

 2 0 0
0 2 0
0 0 −2

 ; Hf (A) =
e−2

3

 10 0 −8
0 6 0
−8 0 10
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Cîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ Hf (O): λ1,2 = 2, λ3 = −2 =⇒ O � ñåäëîâàÿ òî÷êà;
êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ñ ìàòðèöåéHf (A) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà ïî êðèòåðèþ Ñèëü-
âåñòðà:

10 > 0,

∣∣∣∣ 10 0
0 6

∣∣∣∣ > 0,

∣∣∣∣∣∣
10 0 −8
0 6 0
−8 0 10

∣∣∣∣∣∣ > 0,

ñëåäîâàòåëüíî, A � òî÷êà ìèíèìóìà.
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9 Äèôôåðåíöèðîâàíèå íåÿâíûõ ÔÍÏ
Òåîðåìà 9.1. (îá îáðàòíîé ôóíêöèè) Ïóñòü A ∈ Rn � âíóòðåííÿÿ òî÷êà
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè F , ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ â Rn. Ïóñòü F äèôôåðåí-
öèðóåìà â îêðåñòíîñòè UR(A), è å�å ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíû â A. Åñëè
ìàòðèöà ßêîáè â òî÷êå A íåâûðîæäåíà (det JF (A) 6= 0), òî ñóùåñòâóåò íåïðå-
ðûâíàÿ ôóíêöèÿ Φ, îïðåäåë�åííàÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè B = F (A),
òàêàÿ, ÷òî

∀Y ∈ U, ∀X ∈ Φ(U) : Φ(Y ) = X ⇐⇒ F (X) = Y,

ò.å. ôóíêöèÿ Φ � îáðàòíàÿ ê ñóæåíèþ ôóíêöèè F íà îáëàñòü Φ(U). Êðîìå òîãî,
Φ äèôôåðåíöèðóåìà â B, è

JΦ(B) =
(
JF (A)

)−1
.

Ïðèìåð 9.1. Ïóñòü n = 2; F (x, y) = (x+ y;xy). Ìàòðèöà ßêîáè

JF (x, y) =


∂F1

∂x

∂F1

∂y
∂F2

∂x

∂F2

∂y

 =

[
1 1
y x

]

íåâûðîæäåíà ïðè y 6= x. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíû âî âñåõ òî÷êàõ, ïîýòîìó
òåîðåìà 9.1 ïðèìåíèìà â ëþáîé òî÷êå (x; y), y 6= x. Âîçüì�åì òî÷êó A(1; 2). Å�å îáðàç
� òî÷êà B = F (A) = (3; 2). Â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè B îïðåäåëåíà îáðàòíàÿ
ê F ôóíêöèÿ Φ, äëÿ êîòîðîé

JΦ(x+ y, xy) =
(
JF (x, y)

)−1
=

1

x− y

[
x −1
−y 1

]
; JΦ(3, 2) =

[
−1 1
2 −1

]
.

(Â äàííîì ïðèìåðå äëÿ Φ óäà�åòñÿ íàéòè ÿâíóþ ôîðìóëó:

Φ(u, v) =
(1
2
(u−

√
u2 − 4v);

1

2
(u+

√
u2 − 4v)

)
.

Òàê ÷òî âû÷èñëèòü ìàòðèöó ßêîáè äëÿ Φ ìîæíî è íåïîñðåäñòâåííî. Íî ÿâíî âûðàçèòü
îáðàòíóþ ôóíêöèþ óäà�åòñÿ äàëåêî íå âñåãäà! Äàæå åñëè óäà�åòñÿ, òî å�å íåïoñðåäñòâåí-
íîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ìîæåò îêàçàòüñÿ áîëåå òðóäî�åìêèì, ÷åì íàõîæäåíèå îáðàòíîé
ìàòðèöû ê JF .)
Òåîðåìà 9.2. (î íåÿâíî çàäàííîé ñêàëÿðíîé ôóíêöèè). Ïóñòü A ∈ Rn �
âíóòðåííÿÿ òî÷êà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ñêàëÿðíîé ôóíêöèè F ; F (A) = 0. Ïóñòü F
äèôôåðåíöèðóåìà â îêðåñòíîñòè UR(A), è å�å ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíû â A.
Åñëè ïðè íåêîòîðîì k ∈ {1, . . . , n} ∂f

∂xk

(A) 6= 0, òî ñóùåñòâóåò ε ∈ (0;R] è íåïðå-
ðûâíàÿ ôóíêöèÿ f , îïðåäåë�åííàÿ â íåêîòîðîì îòêðûòîì ìíîæåñòâå U ⊂ Rn−1,
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ñîäåðæàùåì òî÷êó A′ (ïðîåêöèþ A íà (n−1)-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, îðòîãîíàëüíîå
k-îé îñè), òàêàÿ, ÷òî

{F = 0} ∩ Uε(A) = {xk = f(x1, . . . , xk−1, xk+1, . . . , xn)︸ ︷︷ ︸
∈U

}.

Êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â A′, è
∂f

∂xi

(A′) = − ∂F/∂xi(A)

∂F/∂xk(A)
∀i 6= k.

Ïðèìåð 9.2. Äàíî óðàâíåíèå
F (x, y, z) = x2 + y2 + z2 + x− 2y + 3z − 5 = 0.

Ãðàäèåíò F ðàâåí ∇F (x, y, z) = (2x + 1; 2y − 2; 2z + 3). Â òî÷êå A(1; 1; 1) èìååì
∇F (A) = (3; 0; 5) =⇒ ìû ìîæåì â îêðåñòíîñòè A ïðåäñòàâèòü x = X(y, z) èëè z =
Z(x, y). Âûáåðåì âòîðóþ âîçìîæíîñòü. Òîãäà Z(1, 1) = 1; ïî òåîðåìå 9.2 â òî÷êå A
è â òî÷êàõ å�å îêðåñòíîñòè, ãäå âûïîëíåíî óñëîâèå ∂F/∂z > 0, ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå

∂Z

∂x
= −∂F/∂x

∂F/∂z
= − 2x+ 1

2z + 3
;

∂Z

∂y
= −∂F/∂y

∂F/∂z
= − 2y − 2

2z + 3
.

Òåîðåìà 9.3. (î íåÿâíî çàäàííîé âåêòîðíîé ôóíêöèè). Ïóñòü A ∈ Rn �
âíóòðåííÿÿ òî÷êà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ k-ìåðíî-çíà÷íîé ôóíêöèè F = (f1, . . . , fk),
1 < k < n, ïðè÷�åì F (A) = (0, . . . , 0). Ïóñòü F äèôôåðåíöèðóåìà â îêðåñòíîñòè
UR(A), è å�å ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíû â A. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàíã ìàòðèöû
JF (A) ðàâåí k, ò. e. ∇f1(A),. . . ,∇fk(A) ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïóñòü ñòîëáöû JF (A)
ñ íîìåðàìè j1,. . . ,jk îáðàçóþò áàçèñíûé ìèíîð; íîìåðà îñòàëüíûõ ñòîëáöîâ îáîçíà-
÷èì i1,. . . ,in−k. Òîãäà ∃ ε ≤ R è íåïðåðûâíàÿ k-ìåðíî-çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ G, îïðåäåë�åí-
íàÿ â íåêîòîðîì îòêðûòîì ìíîæåñòâå U ⊂ Rn−k, ñîäåðæàùåì òî÷êó A′ (ïðîåêöèþ
A íà (n−k)-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, îðòîãîíàëüíîå j1-îé,. . . ,jk-îé îñÿì), òàêàÿ, ÷òî

{F = ~0} ∩ Uε(A) =


 xj1...
xjk

 = G(xi1 , . . . , xin−k
)︸ ︷︷ ︸

∈U

 .

Êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ G = (g1, . . . , gk) äèôôåðåíöèðóåìà â A′, è e�e ÷àñòíûå ïðîèç-
âîäíûå íàõîäÿòñÿ èç ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

∂fm

∂xiq

(A) +
k∑

p=1

∂fm

∂xjp

(A)
∂gp

∂xiq

(A′) = 0,
m = 1, . . . , k

q = 1, . . . , n− k
(5)

(âñåãî k(n− k) óðàâíåíèé; èñêîìûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñòîëüêî æå).
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Ïðàâèëî äëÿ çàïîìèíàíèÿ ôîðìóëû (5): ïðîäèôôåðåíöèðóåì

dfm =
n∑

i=1

∂fm

∂xi

dxi = 0, m = 1, . . . , k,

è ðàñïèøåì dxj1 , . . . , dxjk
êàê äèôôåðåíöèàëû ôóíêöèé îò îñòàëüíûõ n−k ïåðåìåííûõ.

Ïîëó÷èâøèåñÿ äèôôåðåíöèàëû k ñëîæíûõ ôóíêöèé îò n−k ïåðåìåííûõ ïðèðàâíÿåì
ê 0 ïîêîìïîíåíòíî.
Ïðèìåð 9.3. Äàíà ñèñòåìà óðàâíåíèé[

f1

f2

]
=

[
x2 + y2 + z2 − 4
x2 − 2x+ y2

]
=

[
0
0

]
. JF =

[
2x 2y 2z

2x− 2 2y 0

]
.

Â òî÷êåA(1; 1;
√

2) è â å�å îêðåñòíîñòè ïåðâûå 2 ñòîëáöà JF ìîãóò ñëóæèòü å�å áàçèñíûì
ìèíîðîì =⇒ x è y ëîêàëüíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç z: x = X(z), y = Y (z). Ðàñïèøåì
äèôôåðåíöèàëû F êàê ñëîæíîé ôóíêöèè:

df1 = 2x
dX

dz
dz + 2y

dY

dz
dz + 2zdz = 0

df2 = (2x− 2)
dX

dz
dz + 2y

dY

dz
dz = 0

=⇒


x
dX

dz
+ y

dY

dz
= −z

(x− 1)
dX

dz
+ y

dY

dz
= 0

Îòñþäà dX
dz

= −z, dY

dz
=

(x− 1)z

y
â îêðåñòíîñòè òî÷êè A;

â ñàìîé òî÷êå A: dX

dz
(
√

2) = −
√

2, dY

dz
(
√

2) = 0.
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10 Ãëàäêèå k-ìåðíûå ïîâåðõíîñòè (ÃkÌÏ)
Îïðåäåëåíèå 10.1. Ìíîæåñòâî Σ ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé ÃkÌÏ, åñëè îíî
ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì Σ = ~r(U) ñâÿçíîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U ⊂ Rk ïîä äåéñòâèåì
èíúåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ ~r : U 7→ Rn, ïðè÷�eì ~r èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå, è åãî ìàòðèöà ßêîáè èìååò âñþäó ðàíã k (ò.e. ∂~r/∂u1, . . ., ∂~r/∂uk

ëèíåéíî íåçàâèñèìû â êàæäîé òî÷êå (u1, . . . , uk) ∈ U).
Ñâÿçíîå ìíîæåñòâî Σ ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ ÃkÌÏ, åñëè ∀A ∈ Σ ∃ε > 0 : ìíîæåñòâî
Σ ∩ Uε(A) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé ÃkÌÏ.
Ïðèìåð 10.1. (Ã2ÌÏ â R3). 1) Ïîëîâèíà êîíóñà x2+y2 = z2, z > 0 � ïðîñòàÿ Ã2ÌÏ,
ïîñêîëüêó îíà èìååò âèä

x = u, y = v, z =
√
u2 + v2; (u; v) ∈ U = R2\{O}.

2) Ñôåðà S = {x2 +y2 +z2 = 1} íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé Ã2ÌÏ. Íî ïîëóñôåðà � ïðîñòàÿ
Ã2ÌÏ: íàïðèìåð,

S ∩ {x > 0} =

{
(
√

1− u2 − v2;u; v) : (u; v) ∈ U = {u2 + v2 < 1}
}
.

Ëþáàÿ òî÷êà S ëåæèò â íåêîòîðîé ïîëóñôåðå =⇒ ñôåðà � Ã2ÌÏ.
Âàæíåéøèì ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïðîñòîé ÃkÌÏ ÿâëÿåòñÿ ãðàôèê m-ìåðíî-çíà÷íîé

ôóíêöèè îò k ïåðåìåííûõ, m = n− k, èìåþùåé íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå,
ò. e. ìíîæåñòâî âèäà

ΓG =


 xj1...
xjm

 = G(xi1 , . . . , xik) : (xi1 , . . . , xik) ∈ U

 . (6)

Òåîðåìà 10.1. Åñëè Σ ⊂ Rn � ÃkÌÏ, òî ∀A ∈ Σ ∃ε > 0 : ìíîæåñòâî Σ ∩ Uε(A)
èìååò âèä (6) ïðè íåêîòîðîì ðàçáèåíèè n ïåðåìåííûõ íà äâà íàáîðà: {xjα}m

α=1 è
{xiβ}k

β=1.
Äðóãîé ñïîñîá çàäàíèÿ ïîâåðõíîñòè � íåÿâíûé (÷åðåç óðàâíåíèÿ). Ñëåäóþùàÿ

òåîðåìà (ñëåäñòâèå òåîðåì 9.2 è 9.3) äà�åò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîãî, ÷òîáû ïîâåðõ-
íîñòü ïîëó÷èëàñü ãëàäêîé.
Òåîðåìà 10.2. Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îòêðûòîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî; íà í�åì îïðåäåëåíà
ôóíêöèÿ F : Ω 7→ Rm, 1 ≤ m < n. Ïóñòü âî âñåõ òî÷êàõ Ω F äèôôåðåíöèðóåìà,
å�å ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíû, è ðàíã JF ðàâåí m. Òîãäà ñâÿçíûå ìíîæåñòâà
óðîâíÿ ôóíêöèè F ÿâëÿþòñÿ ÃkÌÏ ïðè k = n−m.
Ïðèìåð 10.2. F (x, y, z) = x2 + y2 − z2 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû íà Ω =
R3\{O}. Ïîëó÷àåòñÿ ñåìåéñòâî Ã2ÌÏ: îäíîïîëîñòíûå ãèïåðáîëîèäû, ïîëîâèíû êîíóñà
è ïîëîâèíû äâóïîëîñòíûõ ãèïåðáîëîèäîâ.
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Ïðèìåð 10.3. Ïóñòü F (x, y, z) =

[
x2 + y2 + z2

z

]
. Å�å ìàòðèöà ßêîáè

JF (x, y, z) =

(
2x 2y 2z
0 0 1

)
íåïðåðûâíà è èìååò ðàíã 2 íà Ω = R3\Oz. Ìíîæåñòâà óðîâíÿ F � ãîðèçîíòàëüíûå
îêðóæíîñòè â Ω � ÿâëÿþòñÿ Ã1ÌÏ.

Êàñàòåëüíûå è íîðìàëè
Îïðåäåëåíèå 10.2. Ïóñòü Σ ⊂ Rn � ÃkÌÏ; A ∈ Σ.
Âåêòîð ~V ∈ Rn íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíûì â òî÷êå A, åñëè ∃ ãëàäêàÿ êðèâàÿ ` ⊂ Σ,
` 3 A, äëÿ êîòîðîé ~V � êàñàòåëüíûé âåêòîð â òî÷êå A.
Êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü TA â òî÷êå A � ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç A è ñîäåð-
æàùàÿ âñå êàñàòåëüíûå âåêòîðà.
Íîðìàëüíàÿ ïëîñêîñòü NA â òî÷êå A � ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç A è ñîäåð-
æàùàÿ âñå âåêòîðà, îðòîãîíàëüíûå âñåì êàñàòåëüíûì.

Åñëè ïîâåðõíîñòü çàäàíà ÿâíî, äëÿ íå�å ëåãêî ñòðîèòñÿ êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü:
Òåîðåìà 10.3. Ïóñòü ÃkÌÏ Σ â îêðåñòíîñòè òî÷êè A èìååò âèä ~r(U); A = ~r(B).
Òîãäà dimTA = k (ñîîòâåòñòâåííî, dimNA = n − k); áàçèñîì TA ÿâëÿåòñÿ íàáîð
âåêòîðîâ {∂~r/∂ui}k

i=1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ÷åðåç A = ~r(B) ïðîõîäèò ãëàäêàÿ ` = {(x1(t), . . . , xn(t)) :
|t| ≤ 1}; xi(0) = ai. Òîãäà ïðîîáðàç ` â U � òîæå ãëàäêàÿ êðèâàÿ â îêðåñòíîñòè B, â
÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóþò dui/dt(0). Ñëåäîâàòåëüíî, êàñàòåëüíûé âåêòîð ê ` â òî÷êå A
èìååò âèä ~V =

k∑
i=1

dui

dt
(0)

∂~r

∂ui

.

Åñëè æå ïîâåðõíîñòü çàäàíà íåÿâíî, òî ëåã÷å ïîñòðîèòü ñíà÷àëà íîðìàëüíóþ
ïëîñêîñòü:
Òåîðåìà 10.4. Ïóñòü ÃkÌÏ Σ çàäàíà íåÿâíî: Σ = {P ∈ Ω : F (P ) = ~0}; A ∈ Σ.
Òîãäà áàçèñîì NA ÿâëÿåòñÿ {∇F1(A), . . . ,∇Fm(A)}.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ãëàäêàÿ êðèâàÿ ` ⊂ Σ, ` 3 A. Ïóñòü ~τ � êàñàòåëüíûé âåêòîð
ê ` â òî÷êå A; |~τ | = 1. Ïîñêîëüêó Fi = const íà Σ, ïîëó÷àåì ∂Fi

∂~τ
(A) = 0, ò. e.

∇Fi(A) ⊥ ~τ . Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà {∇F1(A), . . . ,∇Fm(A)} ëåæèò â NA.
Íî dimNA = m =⇒ äðóãèõ âåêòîðîâ òàì íåò.

Òåïåðü ïîñìîòðèì, êàê âûãëÿäÿò êàñàòåëüíûå è íîðìàëüíûå ïëîñêîñòè äëÿ ïîâåðõ-
íîñòåé â R3.
Ã2ÌÏ. Êàñàòåëüíûå ïëîñêîñòè äâóìåðíûå, íîðìàëè � îäíîìåðíûå.
1. Çàäàííàÿ ÿâíî. Σ = {(x(u, v), y(u, v), z(u, v)) : (u, v) ∈ U}. Òîãäà

TA = span


 ∂x/∂u
∂y/∂u
∂z/∂u

 ;

 ∂x/∂v
∂y/∂v
∂z/∂v

 ; NA = span


∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
∂x/∂u ∂y/∂u ∂z/∂u
∂x/∂v ∂y/∂v ∂z/∂v

∣∣∣∣∣∣
 .

2. Çàäàííàÿ íåÿâíî. Σ = {F (x, y, z) = C}. Âåêòîð ∇F (A) � íàïðàâëÿþùèé äëÿ
ïðÿìîé NA è íîðìàëüíûé äëÿ ïëîñêîñòè TA.
Ã1ÌÏ. Êàñàòåëüíûå îäíîìåðíûå, íîðìàëüíûå ïëîñêîñòè äâóìåðíûå.
1. Çàäàííàÿ ÿâíî. ` = {(x(u), y(u), z(u)) : u ∈ U}. Ïóñòü äëÿ òî÷êè A u = a.

Âåêòîð
 dx/du
dy/du
dz/du

 (a) ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëÿþùèì äëÿ ïðÿìîé TA è íîðìàëüíûì äëÿ

ïëîñêîñòè NA.
2. Çàäàííàÿ íåÿâíî. ` =

{
F (x, y, z) = C1

G(x, y, z) = C2

}
.

Áàçèñ NA: {∇F (A);∇G(A)}. Íàïðàâëÿþùèé äëÿ TA:
∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
∂F/∂x ∂F/∂y ∂F/∂z
∂G/∂x ∂G/∂y ∂G/∂z

∣∣∣∣∣∣
Ïðèìåð 10.4. Ðàññìîòðèì êðèâóþ èç ïðèìåðà 9.3. Äàíà ñèñòåìà óðàâíåíèé[

F (x, y, z)
G(x, y, z)

]
=

[
x2 + y2 + z2 − 4
x2 − 2x+ y2

]
=

[
0
0

]
.

Â òî÷êå A(1; 1;
√

2) áàçèñîì íîðìàëüíîé ïëîñêîñòè áóäåò ïàðà âåêòîðîâ ∇F (A) =
(2; 2; 2

√
2) è ∇G(A) = (0; 2; 0). Èõ âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî 4(−

√
2; 0; 1), îòñþäà

ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ íîðìàëüíîé ïëîñêîñòè è êàñàòåëüíîé:

NA = {−
√

2(x− 1) + (z −
√

2) = 0}; TA =

{
x− 1

−
√

2
=
y − 1

0
=
z −

√
2

1

}
.
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11 Óñëîâíûå ýêñòðåìóìû
Îïðåäåëåíèå 11.1. Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, f : Ω 7→ R; u: Ω 7→ Rk,
1 ≤ k < n. Ïóñòü A ∈ Ω, u(A) = ~0. Ãîâîðÿò, ÷òî A �
òî÷êà óñëîâíîãî ìàêñèìóìà (ïðè óñëîâèè u = ~0), åñëè

∃ε > 0 : ∀P ∈
o

U ε(A) ∩ {u = ~0} f(P ) < f(A);
òî÷êà óñëîâíîãî ìèíèìóìà, åñëè

∃ε > 0 : ∀P ∈
o

U ε(A) ∩ {u = ~0} f(P ) > f(A);
òî÷êà íåñòðîãîãî óñëîâíîãî ìàêñèìóìà, åñëè

∃ε > 0 : ∀P ∈
o

U ε(A) ∩ {u = ~0} f(P ) ≤ f(A);
òî÷êà íåñòðîãîãî óñëîâíîãî ìèíèìóìà, åñëè

∃ε > 0 : ∀P ∈
o

U ε(A) ∩ {u = ~0} f(P ) ≥ f(A).
Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ u äèôôåðåíöèðóåìà è èìååò íåïðåðûâ-

íûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå â Ω, ïðè÷�åì ðàíã ìàòðèöû Ju âñþäó ðàâåí k (â ñëó÷àå
k = 1 ýòî îçíà÷àåò ∇u 6= ~0). Òîãäà ìíîæåñòâî Σ = Ω∩{u = ~0} ñîñòîèò èç Ã(n−k)ÌÏ
ïî òåîðåìå 10.2.

Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà. Ôóíêöèè Ëàãðàíæà
Òåîðåìà 11.1. Ïóñòü A ∈ Σ. Ïóñòü ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå A. Åñëè
A � òî÷êà (íåñòðîãîãî) óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà, òî ñóùåñòâóþò λ1, . . . , λk :

∇f(A) =
k∑

i=1

λi∇ui(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó âåêòîðà ∇u1(A), . . . ,∇uk(A) îáðàçóþò áàçèñ ïëîñêîñòè
NA, íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ∇f(A) ∈ NA. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Òîãäà
íàéä�åòñÿ êàñàòåëüíûé âåêòîð ~τ : ∇f(A) · ~τ > 0. Ïóñòü ãëàäêàÿ êðèâàÿ ` = {~r(t) :

|t| < 1} ⊂ Σ; ~r(0) = A; d
dt
~r(0) = ~τ . Òîãäà äëÿ ñëîæíîé ôóíêöèè f ◦ ~r ïîëó÷àåì:

d

dt
f(~r(t))

∣∣∣∣
t=0

= ∇f(~r(0)) · d~r
dt

(0) = ∇f(A) · ~τ > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ∃ε ∈ (0; 1]: f(~r(t)) > 0 ïðè 0 < t < ε, f(~r(t)) < 0 ïðè −ε < t < 0. Íî
ïîñêîëüêó ~r(t) ∈ Σ, òî÷êà A íå ìîæåò áûòü (íåñòðîãèì) óñëîâíûì ýêñòðåìóìîì.
Ñëåäñòâèå 11.1. Ïóñòü A ∈ Σ; ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå A. Åñëè A �
òî÷êà (íåñòðîãîãî) óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà, òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà

L(x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn)−
k∑

i=1

λi ui(x1, . . . , xn),

òàêàÿ, ÷òî ∇L(A) = ~0. Î÷åâèäíî, L = f íà Σ.
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Ïðèìåð 11.1. Íàéä�åì óñëîâíûå ýêñòðåìóìû ôóíêöèè f(x, y) = y/x ïðè óñëîâèè
u(x, y) = x2 + y2 − 6x− 2y + 5 = 0. Çäåñü Ω = {x > 0}; Σ � îêðóæíîñòü ðàäèóñà √5
ñ öåíòðîì (3; 1). Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà èìååò âèä

L(x, y) =
y

x
− λ(x2 + y2 − 6x− 2y + 5).

Ðåøàåì ñèñòåìó óðàâíåíèé:{
∇L(x, y) = ~0
u(x, y) = 0

⇐⇒


−y/x2 − λ(2x− 6) = 0

1/x− λ(2y − 2) = 0
x2 + y2 − 6x− 2y + 5 = 0

(1)
(2)
(3)

Èç (2) =⇒ λ =
(
2x(y − 1)

)−1. Äîìíîæèì (1) íà x, ïîäñòàâèâ λ:

−y
x

=
x− 3

y − 1
=⇒ −y(y − 1) = x(x− 3) ⇐⇒ x2 + y2 − 3x− y = 0.

Âû÷òÿ îòñþäà (3), ïîëó÷èì y = 5−3x. Ïîäñòàâèâ òàêîé y â (3), ïîëó÷èì 10x2−30x+
20 = 0 =⇒ x1 = 1, x2 = 2. Èòàê, íàéäåíû äâå òî÷êè: A(1; 2), B(2;−1).

Ïîñêîëüêó Σ � êîìïàêò, minΣ f è maxΣ f äîëæíû äîñòèãàòüñÿ. Ñðàâíèâ çíà÷åíèÿ
f(A) è f(B), ïîëó÷àåì, ÷òî A � òî÷êà óñëîâíîãî ìàêñèìóìà, B � òî÷êà óñëîâíîãî
ìèíèìóìà.

Åñëè ìû âû÷èñëèì λ =
1

2x(y − 1)
, òî ïîëó÷èì λ = 1/2 äëÿ A è λ = −1/8 äëÿ

B. Òàê ÷òî äëÿ îäíèõ è òåõ æå f è u ìîãóò áûòü ðàçíûå ôóíêöèè Ëàãðàíæà, ñîîò-
âåòñòâóþùèå ðàçíûì êðèòè÷åñêèì òî÷êàì.
Ïðèìåð 11.2. Â ýëëèïñîèä {x2+2y2+5z2 = 1} âïèñàòü ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä
ñ ð�åáðàìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì îñÿì, èìåþùèé ìàêñèìàëüíóþ ïëîùàäü
ïîâåðõíîñòè.

Ðåêîìåíäóþ ðàññìîòðåòü íà ñåìèíàðå.
Îòâåò: Smax = 1.

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà
Òåîðåìà 11.2. Ïóñòü f , u äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìû â îêðåñòíîñòè òî÷êè A, è
âòîðûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíû â A. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà
L = f −

∑k
i=1 λiui, òàêàÿ, ÷òî ∇L(A) = ~0. Îáîçíà÷èì H = HL(A). Òîãäà:
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1. Åñëè äëÿ ∀ êàñàòåëüíîãî âåêòîðà ~τ 6= ~0 ~τT ·H·~τ > 0, òî A � óñëîâíûé ìèíèìóì;
2. Åñëè ∀~τ 6= ~0 ~τT ·H · ~τ < 0, òî A � óñëîâíûé ìàêñèìóì;
3. Åñëè ∀~τ ~τT ·H·~τ ≥ 0, ∃~τ ~τT ·H·~τ > 0, òî A � (íåñòðîãèé) óñëîâíûé ìèíèìóì
èëè óñëîâíàÿ ñåäëîâàÿ òî÷êà;
4. Åñëè ∀~τ ~τT · H · ~τ ≤ 0, ∃~τ : ~τT · H · ~τ < 0, òî A � (íåñòðîãèé) óñëîâíûé
ìàêñèìóì èëè óñëîâíàÿ ñåäëîâàÿ;
5. Åñëè ∃~τ1, ~τ2: ~τT

1 ·H · ~τ1 < 0 < ~τT
2 ·H · ~τ2, òî A � óñëîâíàÿ ñåäëîâàÿ;

6. Åñëè ∀~τ ~τT ·H · ~τ = 0, òî âîçìîæíû âñå ñëó÷àè.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó L = f íà ïîâåðõíîñòè Σ, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ôóíêöèþ L âìåñòî f . Ïî òåîðåìå 10.1 â îêðåñòíîñòè òî÷êè A ìîæíî ïðåäñòàâèòü
k ïåðåìåííûõ xj1 ,. . . ,xjk

(äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî x1,. . . ,xk)
êàê äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè îò îñòàëüíûõ n− k ïåðåìåííûõ. Òîãäà óðàâíåíèå
êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè TA áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

xj − aj =
n∑

i=k+1

∂xj

∂xi

(A′)(xi − ai), 1 ≤ j ≤ k < i ≤ n.

Ñëåäîâàòåëüíî, %(X,TA) = o(| ~AX|), ò.e. ∀ε > 0 ∃δ > 0: åñëè X ∈ Σ ∩
o

U δ(A), òî
%(X,TA) < ε| ~AX|.
Îáîçíà÷èì H = HL(A). Âûïèøåì ôîðìóëó Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèè L, ó÷èòûâàÿ, ÷òî
∇L(A) = ~0:

L(X)− L(A) =
1

2
~AX

T
·H · ~AX + o(| ~AX|2).

Ïóñòü Y � îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ òî÷êè X íà ïëîñêîñòü TA. Òîãäà ïðè X → A
èìååì | ~AY | ∼ | ~AX|, | ~Y X| = o(| ~AX|), è ïîëó÷àåì

L(X)− L(A) =
1

2
( ~AY + ~Y X)T ·H · ( ~AY + ~Y X) + o(| ~AX|2) =

=
1

2
~AY

T
·H · ~AY + ~AY

T
·H · ~Y X︸ ︷︷ ︸

o(| ~AX|)

+
1

2
~Y X

T
·H · ~Y X︸ ︷︷ ︸

o(| ~AX|2)

+ o(| ~AX|2) =

=
1

2
~AY

T
·H · ~AY + o(| ~AY |2).

Pàññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó, ïîðîæä�åííóþ H íà (n− k)-ìåðíîé ïëîñêîñòè TA;
å�å ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îáîçíà÷èì â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ µ1, . . . , µn−k (ýòè çíà÷åíèÿ
íå îáÿçàíû áûòü ïîäìíîæåñòâîì ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé H íà Rn).
1. Åñëè µ1 > 0, òî L(X)− L(A) ≥ 1

2
µ1| ~AY |2 + o(| ~AY |2) > 0 ïðè ∀X ∈

o

U δ(A) ∩Σ äëÿ
íåêîòîðîãî δ > 0, ò. e. A � òî÷êà óñëîâíîãî ìèíèìóìà.

32



2. Ñëó÷àé µn−k < 0 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
3. Åñëè µ1 = 0, íî µn−k = L > 0, òî âûáåðåì åäèíè÷íûé êàñàòåëüíûé âåêòîð ~τ , äëÿ
êîòîðîãî ~τT · H · ~τ = L, è ðàññìîòðèì ãëàäêóþ êðèâóþ ` = {Xt : |t| < 1} ⊂ Σ;
X0 = A; d

dt
Xt(0) = ~τ . Ïóñòü Yt ∈ TA � òàêàÿ òî÷êà, ÷òî ~AYt = t~τ , òîãäà | ~YtXt| = o(t).

Ïîëó÷àåì

L(Xt)− L(A) =
t2

2
~τT ·H · ~τ + t ~τT ·H · ~YtXt︸ ︷︷ ︸

o(t)

+
1

2
~YtXt

T
·H · ~YtXt︸ ︷︷ ︸
o(t2)

+ o(t2)

= t2(L/2 + o(1)) > 0 ïðè |t| < δ. Ñëåäîâàòåëüíî, â òî÷êå A íåâîçìîæåí (íåñòðîãèé)
óñëîâíûé ìàêñèìóì.
4. Åñëè µn−k = 0, íî µ1 < 0, òî àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî íåâîçìîæåí
(íåñòðîãèé) óñëîâíûé ìèíèìóì.
5. Åñëè µ1 < 0 < µn−k, òî íåâîçìîæåí íèêàêîé (íåñòðîãèé) óñëîâíûé ýêñòðåìóì =⇒
òî÷êà óñëîâíàÿ ñåäëîâàÿ.
Ïðèìåð 11.3. Èññëåäóåì ôóíêöèþ f(x, y, z) = (x−3)2+y2+z2 ïðè óñëîâèè u(x, y, z) =
x2 + y2 + 4z2 − 25 = 0.

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà èìååò âèä
L(x, y, z) = (x− 3)2 + y2 + z2 − λ(x2 + y2 + 4z2 − 25).

Ðåøàåì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

{
∇L(x, y, z) = ~0
u(x, y, z) = 0

⇐⇒


x− 3− λx = 0
y − λy = 0
z − 4λz = 0

x2 + y2 + 4z2 = 25

(1)
(2)
(3)
(4)

Åñëè λ = 1, òî (1) íåâûïîëíèìî.
Åñëè λ = 1/4, òî x = 4, y = 0, è èç (4) íàõîäèì z = ±3/2.
Åñëè 1 6= λ 6= 1/4, òî x = 3/(1 − λ), y = z = 0, òîãäà (4)=⇒ x = ±5; eñëè x = 5, òî
λ = 2/5, a åñëè x = −5, òî λ = 8/5.
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Íàéäåíî 4 êðèòè÷åñêèå òî÷êè. Ìàòðèöà Ãåññå ôóíêöèè Ëàãðàíæà ðàâíà

H =

 2− 2λ 0 0
0 2− 2λ 0
0 0 2− 8λ

 .
Òî÷êà A(4; 0; 3/2): çäåñü ∇u(A) = (8; 0; 12) =⇒ TA = {2x + 3z =

25

2
}, êàñàòåëüíûå

âåêòîðà èìåþò âèä ~τ = (3s; t;−2s). Ïåðåìíîæèì:

~τT ·HA · ~τ = (3s; t;−2s)

 3/2 0 0
0 3/2 0
0 0 0

 3s
t

−2s

 =
27

2
s2 +

3

2
t2 > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, A � òî÷êà óñëîâíîãî ìèíèìóìà.
Òî÷êà B(4; 0;−3/2) � òo æå ñàìîå.
Òî÷êà C(5; 0; 0): çäåñü ∇u(C) = (10; 0; 0) =⇒ TC = {x = 5}, êàñàòåëüíûå âåêòîðà
èìåþò âèä ~τ = (0; t; s). Ïåðåìíîæèì:

~τT ·HC · ~τ = (0; t; s)

 6/5 0 0
0 6/5 0
0 0 −6/5

 0
t
s

 =
6

5
(t2 − s2)−

ïåðå-
ìåííîãî
çíàêà.

Ñëåäîâàòåëüíî, C � óñëîâíàÿ ñåäëîâàÿ.
Òî÷êà D(−5; 0; 0): ïîñêîëüêó λ = 8/5, ìàòðèöà HD îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà íà âñ�åì
R3 =⇒ è íà TD =⇒ D � òî÷êà óñëîâíîãî ìàêñèìóìà.

Òåïåðü ðàññìîòðèì çàäà÷ó íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì ñ äâóìåðíûì óñëîâèåì.
Ïðèìåð 11.4. Èññëåäîâàòü ôóíêöèþ f(x, y, z) = x+y+z íà ýêñòðåìóì ïðè óñëîâèÿõ
u(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 5 = 0, v(x, y, z) = xyz − 1 = 0 â îáëàñòè x, y, z > 0.

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà
L(x, y, z) = x+ y + z − λ(x2 + y2 + z2 − 5)− µ(xyz − 1).
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Ðåøàåì ñèñòåìó óðàâíåíèé:
1− 2λx− µyz = 0
1− 2λy − µxz = 0
1− 2λz − µxy = 0
x2 + y2 + z2 = 5

xyz = 1.

Äîìíîæèâ ïåðâûå òðè óðàâíåíèÿ
ñîîòâ. íà x, y, z, ïîëó÷èì

x− 2λx2 = y − 2λy2 = z − 2λz2 = µ.

Åñëè λ = 0, òî ïîëó÷èì x = y = z, ÷òî íåâîçìîæíî ïðè óñëîâèè u = v = 0. Åñëè
λ 6= 0, òî èìååì φ(x) = φ(y) = φ(z), ãäå φ(t) = t − 2λt2, ãðàôèê φ ïàðàáîëà ñ îñüþ
ñèììåòðèè t =

1

4λ
=⇒

∣∣∣x− 1

4λ

∣∣∣ =
∣∣∣y − 1

4λ

∣∣∣ =
∣∣∣z − 1

4λ

∣∣∣ =⇒ èç êîîðäèíàò x, y, z äâå
ïðèíèìàþò çíà÷åíèå a è îäíà b, ïðè÷�åì a+ b =

1

2λ
. Èùåì a è b.{

2a2 + b2 = 5
a2b = 1

=⇒
{

2/b+ b2 = 5

a = 1/
√
b

=⇒ b3 − 5b+ 2 = 0 =⇒
[
b = 2

b =
√

2− 1

(òðåòèé êîðåíü b = −
√

2 − 1 < 0). Åñëè b = 2, òî a = 1/
√

2; åñëè b =
√

2 − 1, òî
a =

√√
2 + 1. Ïàðàìåòðû λ è µ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç íèõ òàê:

a+ b =
1

2λ
=⇒ λ =

1

2(a+ b)
; µ = b− 2λb2 = b− b2

a+ b
=

ab

a+ b
.

Ìàòðèöà Ãåññå ôóíêöèè Ëàãðàíæà â òî÷êå (a; a; b) ðàâíà

H = −

 2λ µb µa
µb 2λ µa
µa µa 2λ

 =
−1

a+ b

 1 ab2 a2b
ab2 1 a2b
a2b a2b 1

 .
Hàéä�åì êàñàòåëüíûé âåêòîð â òî÷êå (a; a; b).

∇u = 2(a; a; b), ∇v = (ab; ab; a2) =⇒ ~τ ‖

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
a a b
b b a

∣∣∣∣∣∣ = (a2 − b2)

 1
−1
0

 .
Ïîëó÷àåì ~τT ·H · ~τ =

= (1;−1; 0)
−1

a+ b

 1 ab2 a2b
ab2 1 a2b
a2b a2b 1

 1
−1
0

 =
−2

a+ b
(1− ab2)

{
< 0 ïðè a > b
> 0 ïðè a < b.

Îòâåò: òî÷êè óñëîâíîãî ìàêñèìóìà (
√√

2 + 1;
√√

2 + 1;
√

2− 1),
(
√√

2 + 1;
√

2−1;
√√

2 + 1), (√2−1;
√√

2 + 1;
√√

2 + 1); òî÷êè óñëîâíîãî ìèíèìóìà
(1/
√

2; 1/
√

2; 2), (1/
√

2; 2; 1/
√

2), (2; 1/
√

2; 1/
√

2).
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12 Èíòåãðàë, çàâèñÿùèé îò ïàðàìåòðà
Òåîðåìà 12.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y) íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå D = {(x; y) : a ≤
x ≤ b, g(x) ≤ y ≤ h(x)}, ãäå g è h íåïðåðûâíû íà [a; b], h(x) > g(x) íà (a; b). Òîãäà
ôóíêöèÿ

F (x) =

h(x)∫
g(x)

f(x, y)dy íåïðåðûâíà íà [a; b].

Ïðè äîêàçàòåëüñòâe íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ
íà êîìïàêòå:
Òåîðåìà 12.2. Åñëè ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà êîìïàêòå K ⊂ Rn, òî
îíà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà í�åì, ò.å.

∀ε > 0 ∃δ > 0 : åñëè X, Y ∈ K, | ~XY | < δ, òî |f(X)− f(Y )| < ε.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè íåò, ò.å. ∃ε > 0 :
∀δ > 0 ∃X, Y ∈ K : | ~XY | < δ, íî |f(X) − f(Y )| ≥ ε. Âûáåðåì òàêèå Xk, Yk äëÿ
δ = 1/k, k = 1, 2, . . . , è â ñèëó êîìïàêòíîñòè K âûáåðåì èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{Xk} ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Xki

}, ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå Xo ∈ K. Òîãäà
ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà | ~XoYki

| ≤ | ~XoXki
| + 1/ki → 0, çíà÷èò, Yki

→ Xo ïðè
i→∞. Îòñþäà ïî íåïðåðûâíîñòè f áóäåò ñëåäîâàòü

lim
i→∞

f(Xki
) = lim

i→∞
f(Yki

) = f(Xo) =⇒ lim
i→∞

|f(Xki
)− f(Yki

)| = 0,

íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ |f(Xki
)− f(Yki

)| ≥ ε.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîð. 12.1. Ïóñòü A = inf

[a;b]
f , B = sup

[a;b]

g (îáà êîíå÷íû). Ôóíêöèÿ f
íåïðåðûâíà íà êîìïàêòå D =⇒ îãðàíè÷åíà è ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà í�åì. Ïóñòü
M = max

D
|f |. Çàäàäèì ε > 0. Òîãäà ∃δ1 > 0:

åñëè (x1, y1), (x2, y2) ∈ D, √(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 < δ1, òî |f(x1, y1) − f(x2, y2)| <
ε. Äàëåå, ∃δ2 > 0: åñëè a ≤ x1, x2 ≤ b, |x1 − x2| < δ2, òî |g(x1) − g(x2)| < ε è
|h(x1)− h(x2)| < ε.
Ïóñòü x, u ∈ [a; b], |u− x| < δ = min{δ1, δ2}. Òîãäà

|F (u)− F (x)| ≤M · |g(u)− g(x)|+M · |h(u)− h(x)|+

+

min{h(u),h(x)}∫
max{g(u),g(x)}

|f(u, y)− f(x, y)|dy < 2Mε+ (B − A)ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè u→ x èìååì F (u) → F (x). �
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Òåîðåìà 12.3. Ïóñòü ôóíêöèè f(x, y) è ∂f
∂x

íåïðåðûâíû íà ìíîæåñòâå D = {(x; y) :

a ≤ x ≤ b, g(x) ≤ y ≤ h(x)}, ãäå g è h äèôôåðåíöèðóåìû íà [a; b], h(x) > g(x) íà
(a; b). Òîãäà íà [a; b] äèôôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ

F (x) =

h(x)∫
g(x)

f(x, y)dy; F ′(x) =

h(x)∫
g(x)

∂f

∂x
(x, y)dy + f(x, h(x))h′(x) − f(x, g(x))g′(x).

Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë, çàâèñÿùèé îò ïàðàìåòðà
Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷åíèé áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû I ðîäà

ïî ïîëóïðÿìîé [0; +∞).
Îïðåäåëåíèå 12.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y) îïðåäåëåíà íà [a; b]× [0; +∞). Íåñîáñò-
âåííûé èíòåãðàë I ðîäà

∫ +∞

0

f(x, y)dy ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [a; b], åñëè

∀ε > 0 ∃M > 0 : ∀N > M ∀x ∈ [a; b]

∣∣∣∣∫ +∞

N

f(x, y)dy

∣∣∣∣ < ε.

Òåîðåìà 12.4. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y) íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå [a; b] × [0; +∞).
Òîãäà ôóíêöèÿ

F (x) =

∫ +∞

0

f(x, y)dy, x ∈ [a; b] (7)
íåïðåðûâíà ïðè óñëîâèè, ÷òî èíòåãðàë (7) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ [a; b]. Çàäàäèì ε > 0. Â ñèëó ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè
∃ M > 0:

∀t ∈ [a; b]
∣∣∣∫ M

0

f(t, y)dy − F (t)
∣∣∣< ε

3
. (8)

Äàëåå, ïî òåîðåìå 12.1, ∃ δ > 0:

∀u ∈ Uδ(x) ∩ [a; b]
∣∣∣∫ M

0

f(u, y)dy −
∫ M

0

f(x, y)dy
∣∣∣< ε

3
. (9)

Ñëîæèâ (9) ñ îöåíêàìè (8) äëÿ t = x è t = u, ïîëó÷àåì |F (u)− F (x)| < ε.

Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò íåîáõîäèìîñòü ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.

Ïðèìåð 12.1. Ðàññìîòðèì èíòåãðàë F (x) =

∫ +∞

0

x2ye−xydy, x ∈ [0; 1]. Ïîäèíòåã-
ðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà íà [0; 1] × [0; +∞), îäíàêî â 0 ôóíêöèÿ
F ðàçðûâíà: F (0) = 0, F (x) = 1 ïðè x > 0.
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Ïðèìåð 12.2. Ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà

Γ(x) =

∫ +∞

0

yx−1e−ydy, x > 0.

Èíòåãðàë ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà êàæäîì îòðåçêå x ∈ [a; b] ⊂ (0; +∞). Ïîýòîìó
Γ íåïðåðûâíà íà (0; +∞). Èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì ïîëó÷àåòñÿ ðåêóððåíòíîå
ñîîòíîøåíèå Γ(x+ 1) = x · Γ(x). Ïîñêîëüêó Γ(1) = 1, ïîëó÷àåì Γ(n+ 1) = n!

Òåîðåìà 12.5. Ïóñòü ôóíêöèè f(x, y) è ∂f

∂x
íåïðåðûâíû íà ìíîæåñòâå [0; 1] ×

[0; +∞). Òîãäà ôóíêöèÿ

F (x) =

∫ +∞

0

f(x, y)dy äèôôåðåíöèðóåìà íà [a; b], (10)

F ′(x) =

∫ +∞

0

∂f

∂x
(x, y)dy, (11)

ïðè óñëîâèè, ÷òî îáà èíòåãðàëà (10) è (11) ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî.

Ïðèìåð 12.2 (ïðîäîëæåíèå). Ãàììà-ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà, è å�å ïðîèçâîäíàÿ
ðàâíà Γ′(x) =

∫ +∞

0

ln y · yx−1e−ydy ∀ x > 0.
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