
Ëåêöèÿ N o 1.
Íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ôóíêöèÿ F (x) íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé èëè íåîïðåäåëåííûì
èíòåãðàëîì ôóíêöèè f(x) íà ïðîìåæóòêå I ⊂ R, åñëè ∀ x ∈ I F ′(x) = f(x), è
îáîçíà÷àåòñÿ

F (x) =
∫
f(x)dx.

Åñëè F è G � äâå ïåðâîîáðàçíûå f íà I, òî F −G = const íà I. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè (F −G)′ ≡ 0 íà I, òî ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà ïðè a < b, a, b ∈ I, èìååì

(F −G)(b)− (F −G)(a) = (b− a)(F −G)′(c) = 0,
ãäå a < c < b.

Ñâîéñòâà íåîïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ

Ëèíåéíîñòü. ∫
af(x) + bg(x)dx = a

∫
f(x)dx+ b

∫
g(x)dx.

Ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì. Åñëè f è g äèôôåðåíöèðóåìû íà I,
òî ∫

f(x)g′(x)dx = f(x)g(x)−
∫
g(x)f ′(x)dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè, ïîëó÷àåòñÿ
f(x)g′(x)dx = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)− g(x)f ′(x).

Ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:∫
f(x)dg(x) = f(x)g(x)−

∫
g(x)df(x).

Çàìåíà ïåðåìåííîãî (ñëåäñòâèå ôîðìóëû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíê-
öèè). Ïóñòü ϕ(x) äèôôåðåíöèðóåìà íà I. Òîãäà∫

f(ϕ(x))ϕ′(x)dx =
∫
f(y)dy

∣∣∣∣
y=ϕ(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ýòîé ôîðìóëû,
ïîëó÷èòñÿ f(ϕ(x))ϕ′(x) = f(ϕ(x))ϕ′(x).

Måòîä ïîäñòàíîâêè. Ïóñòü x = ξ(u), ξ′ ñîõðàíÿåò çíàê íà J . Òîãäà ôóíêöèÿ
ξ áèåêòèâíî îòîáðàæàåò ïðîìåæóòîê J â ïðîìåæóòîê I, è ïåðâîîáðàçíàÿ f(x) íà
I ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî ôîðìóëå∫

f(x)dx =
∫
f(ξ(u))ξ′(u)du.
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Ñëåäóþùèå èíòåãðàëû ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé ñëåäóåò ïðîâåðèòü äèôôåðåíöèðîâàíèåì
è âûó÷èòü íàèçóñòü:∫

xadx =
xa+1

a+ 1
+ C, a 6= −1;

∫
1
x
dx = ln |x|+ C;∫

axdx =
1

ln a
ax, a > 0, a 6= 1;∫

cosx dx = sinx+ C;
∫

sinx dx = C − cosx;∫
dx

cos2 x
= tg x+ C;

∫
dx

sin2 x
= C − ctg x;∫

dx√
a2 − x2

= arcsin
x

a
+ C, a > 0;∫

dx

a2 + x2
=

1
a

arctg
x

a
+ C, a > 0;∫

dx√
x2 + b

= ln
∣∣x+

√
x2 + b

∣∣ + C, b 6= 0.

Èíòåãðàëû ñëîæíûõ ôóíêöèé âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñâîéñòâ, ïåðå÷èñëåííûõ
âûøå. Íî óñïåõ íå ãàðàíòèðîâàí!

Îïðåäåëåíèå 1.2. Íåáåðóùèìèñÿ èíòåãðàëàìè íàçûâàþò ïåðâîîáðàçíûå
ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé, íå ÿâëÿþùèåñÿ ýëåìåíòàðíûìè ôóíêöèÿìè.

Åñëè èíòåãðàë ñâîäèòñÿ ê íåáåðóùåìóñÿ, çíà÷èò, îí òîæå íåáåðóùèéñÿ. Ïîëåçíî
çíàòü íàèáîëåå èçâåñòíûå ïðèìåðû íåáåðóùèõñÿ èíòåãðàëîâ, ÷òîáû íå ïîòðàòèòü
âðåìÿ íà áåçóñïåøíûå ïîïûòêè èõ âûðàçèòü:∫

e±x
2
dx;

∫
sinx
x

dx;
∫
ex

x
dx;

∫
ln(1 + x)

x
dx;

∫ √
a2 cos2 x+ b2 sin2 x dx,

∫ √
1 + ax2

1 + bx2
dx,

a 6= 0,
b 6= 0,
a 6= b.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû èíòåãðèðîâàíèÿ ïðè ïîìîùè çàìåíû ïåðåìåííîãî.

Ïðèìåð 1.1. ∫
dx√

3x+ 2
dx = [çàìåíà y = 3x+ 5 =⇒ dy = 3dx]

=
1
3

∫
dy
√
y

=
1
3

√
y

1/2
+ C =

2
3
√

3x+ 5 + C.

Ïðèìåð 1.2. ∫
cosx√

5− cos2 x
dx =

∫
cosx dx√
4 + sin2 x

dx =
∫

dy√
4 + y2

=
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[çàìåíà: y = sinx =⇒ dy = cosx dx]

= ln
∣∣y +

√
4 + y2

∣∣ + C = ln
∣∣sinx+

√
4 + sin2 x

∣∣ + C.

Ïðèìåð 1.3.∫
x dx

x4 + 6x2 + 90
=

1
2

∫
d(x2)

(x2 + 3)2 + 81
=

[
çàìåíà

y = x2 + 3

]
=

1
2

∫
dy

y2 + 81
=

1
18

arctg
y

9
+ C =

1
18

arctg
x2 + 3

9
+ C.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðèìåðû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì.

Ïðèìåð 1.4.
Ïóñòü n 6= −1.∫
xn lnx dx =

1
n+ 1

∫
lnx d(xn+1) =

=
1

n+ 1

(
xn+1 lnx−

∫
xn+1 dx

x

)
=
xn+1 lnx
n+ 1

− xn+1

(n+ 1)2
+ C.

Ïðèìåð 1.5.
Â ýòîì ïðèìåðå íóæíî 2 ðàçà èíòåãðèðîâàòü ïî ÷àñòÿì.∫

(x2 + x)e2xdx =
1
2

∫
(x2 + x)de2x =

=
1
2

(
(x2 + x)e2x −

∫
e2x(2x+ 1)dx

)
=

=
e2x

2
(x2 + x)− 1

4

∫
(2x+ 1)de2x =

=
e2x

2
(x2 + x)− 1

4

(
(2x+ 1)e2x −

∫
e2x2dx

)
=

=
e2x

4

(
2(x2 + x)− (2x+ 1) + 1

)
+ C =

=
x2e2x

2
+ C.

Ïðèìåð 1.6. Â ýòîì ïðèìåðå òîæå ïðèäåòñÿ èíòåãðèðîâàòü ïî ÷àñòÿì äâà ðàçà,
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íî çäåñü ïåðâîîáðàçíàÿ âûðàçèòñÿ ñàìà ÷åðåç ñåáÿ:

F (x) =
∫
ex sin 2x dx =

∫
sin 2x d(ex) =

= ex sin 2x−
∫
ex d sin 2x = ex sin 2x− 2

∫
ex cos 2xdx =

= ex sin 2x− 2
∫

cos 2x d(ex) =

= ex sin 2x− 2ex cos 2x+ 2
∫
ex d(cos 2x) =

= ex sin 2x− 2ex cos 2x− 4
∫
ex sin 2xdx =

= ex sin 2x− 2ex cos 2x− 4F (x) + C,

îòêóäà ïîëó÷àåì, ïåðåíåñÿ 4F (x) â ëåâóþ ÷àñòü,

F (x) =
1
5
(
ex sin 2x− 2ex cos 2x

)
+ C1.
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Âû÷èñëèòü íåîïðåäåëåííûå èíòåãðàëû, âûáðàâ çàìåíó ïåðåìåííîãî:

1.1.
∫

dx
3
√

5x+ 1
dx. 1.2.

∫
(x+ 2)7x dx.

1.3.
∫
xe−x

2/2dx. 1.4.
∫

dx

(x+ 1)
√
x
.

1.5.
∫

tg3 x dx

cos2 x
. 1.6.

∫
x− arctg x

1 + x2
dx.

1.7.
∫ √

2 lnx+ 1
x

dx.

Â äàííûõ çàäà÷àõ ïðèìåíèòü èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì:

1.8.
∫

arcsinx dx. 1.9.
∫

arctg x dx.

1.10.
∫
x2 sin 2x dx. 1.11.

∫
x3exdx. 1.12.

∫
ln sinx
cos2 x

dx.



Ëåêöèÿ N o 2.
Èíòåãðèðîâàíèå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ âèäà
P (x)
Q(x)

,

ãäå P è Q � ìíîãî÷ëåíû. Äàííàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé äðîáüþ,
åñëè ñòåïåíü P íèæå ñòåïåíè Q.

Ëåììà 2.1. Åñëè ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ P/Q � íåïðàâèëüíàÿ äðîáü, òî ñóùåñòâó-

åò åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå

P (x)
Q(x)

= S(x) +
R(x)
Q(x)

,

ãäå S � ìíîãî÷ëåí, R/Q � ïðàâèëüíàÿ äðîáü.

Ëåììà äîêàçûâàåòñÿ àëãîðèòìîì äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ â ñòîëáèê. Èíòåãðèðîâàòü
ìíîãî÷ëåíû ëåãêî, ïîýòîìó ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà ïðàâèëüíûõ äðîáÿõ.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ïðîñòåéøåé äðîáüþ,
åñëè èìååò âèä

à)
A

(x− xo)k
èëè á)

Bx+ C

(x2 + px+ q)k
, (1)

ãäå êîíñòàíòû A,B,C, xo, p, q ∈ R, k ∈ N, è p2 − 4q < 0.

Äàëåå áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ó ìíîãî÷ëåíà Q ñòàðøèé
êîýôôèöèåíò ðàâåí 1. Èç îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû ñëåäóåò, ÷òî ìíîãî÷ëåí Q(x)
ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ìíîæèòåëè

Q(x) =
m∏
i=1

(x− xi)ki

r∏
j=1

(x2 + pjx+ qj)lj ,

ãäå x1,. . . , xm � äåéñòâèòåëüíûå êîðíè, kj � êðàòíîñòü xj ; p
2
j − 4qj < 0, è lj �

êðàòíîñòü êîìïëåêñíûõ êîðíåé

1
2

(
−pj ±

√
p2
j − 4qj

)
.

Òåîðåìà 2.1. Åñëè
P (x)
Q(x)

� ïðàâèëüíàÿ äðîáü, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå

ðàçëîæåíèå

P (x)
Q(x)

=
m∑
i=1

ki∑
k=1

Aik
(x− xi)k

+
r∑
j=1

lj∑
l=1

Bjlx+ Cjl
(x2 + pjx+ qj)l

. (2)
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Â ýòîé ôîðìóëå êîëè÷åñòâî íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâAik,Bjl, Cjl ñîñòàâëÿåò

m∑
i=1

ki + 2
r∑
j=1

lj = deg Q.

×òîáû èõ âû÷èñëèòü, íóæíî ïðèâåñòè ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ ïðàâóþ ÷àñòü (2)
è ïðèðàâíÿòü êîýôôèöèåíòû ïðè ñòåïåíÿõ x îò deg Q − 1 äî íóëåâîé. ×èñëî
óðàâíåíèé ðàâíî ÷èñëó íåèçâåñòíûõ.

Ïðèìåð 2.1.

3x+ 5
(x− 1)(x+ 3)

=
A1

(x− 1)
+

A2

(x+ 3)
=

=
A1(x+ 3) +A2(x− 1)

(x− 1)(x+ 3)
=⇒

{
A1 +A2 = 3

3A1 −A2 = 5 =⇒
{
A1 = 2
A2 = 1.

Ïðèìåð 2.2.

3x2 + 2x+ 1
(x+ 1)(x− 1)2

=
A1

(x+ 1)
+

A21

(x− 1)
+

A22

(x− 1)2
=

=
A1(x2 − 2x+ 1) +A21(x2 − 1) +A22(x+ 1)

(x+ 1)(x− 1)2
,

îòêóäà

 A1 +A21 = 3
−2A1 +A22 = 2

A1 −A21 +A22 = 1.

Ïðèìåð 2.3.

x3 − x+ 1
x4 + 4

=
x3 − x+ 1

(x2 − 2x+ 2)(x2 + 2x+ 2)
=

=
B1x+ C1

x2 − 2x+ 2
+

B2x+ C2

x2 + 2x+ 2
.

Òåïåðü íàì îñòàëîñü íàó÷èòüñÿ èíòåãðèðîâàòü ïðîñòåéøèå äðîáè îáîèõ âèäîâ,
ñì. (1):
à) çàìåíîé y = x− xo ïîëó÷àåì∫

Adx

(x− xo)k
=

{
A ln |x− xo|+ C, k = 1;

C − A/(k − 1)
(x− xo)k−1

, k > 1;

á) âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò â çíàìåíàòåëå:

x2 + px+ q = (x− xo)2 + a2, a > 0.

Ñäåëàåì çàìåíó y = x− xo:∫
Bx+ C1

(x2 + px+ q)l
dx =

∫
By + C ′

(y2 + a2)l
dy =

=
B

2

∫
d(y2 + a2)
(y2 + a2)l

+ C ′
∫

dy

(y2 + a2)l
.
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Ïåðâîå ñëàãàåìîå ïîñëå çàìåíû z = y2 +a2 èíòåãðèðóåòñÿ òàê æå, êàê äðîáü âèäà
à). Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ïðè l = 1 � òàáëè÷íûé èíòåãðàë (ñì. ñòð. 6), à ïðè l > 1
ïðèìåíèì èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì. Pàññìîòðèì ñëó÷àé l = 2.∫

dy

(y2 + a2)2
=

1
a2

∫
y2 + a2 − y2

(y2 + a2)2
dy =

=
1
a2

(∫
y2 + a2

(y2 + a2)2
dy −

∫
y2

(y2 + a2)2
dy

)
=

=
1
a2

(∫
dy

y2 + a2
+

1
2

∫
y d

1
y2 + a2

)
=

=
1
a2

(
1
a

arctg
y

a
+

1
2

y

y2 + a2
− 1

2

∫
1

y2 + a2
dy

)
=

=
1

2a2

(
1
a

arctg
y

a
+

y

y2 + a2

)
+ C.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî âû÷èñëèòü èíòåãðàë∫
dy

(y2 + a2)k
,

èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì k − 1 ðàç. Ðåçóëüòàò âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∫
dy

(y2 + a2)k
=

=
y

a2(2k − 2)(y2 + a2)k−1
+

(2k − 3)y
a4(2k − 2)(2k − 4)(y2 + a2)k−2

+

+ . . .+
(2k − 3)(2k − 5) . . . 3 y

a2k−2(2k − 2)(2k − 4) . . . 2(y2 + a2)
+

+
(2k − 3)(2k − 5) . . . 3 y

a2k−1(2k − 2)(2k − 4) . . . 2(y2 + a2)
arctg

y

a
.

×èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåðèòü ýòî ðàâåíñòâî, ïðåäâàðèòåëüíî âûâåäÿ ñîîò-
íîøåíèå ( y

(y2 + a2)n
)′

=
1− 2n

(y2 + a2)n
+

2na2

(y2 + a2)n+1
.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à èíòåãðèðîâàíèÿ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ðåøåíà äëÿ âñåõ
ñëó÷àåâ.

Ïðèìåð 2.4.
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Äåëàåì çàìåíó y = x+ 1; çäåñü a = 2.∫
x

(x2 + 2x+ 5)2
dx =

=
∫

y − 1
(y2 + 4)2

dy =
1
2

∫
d(y2 + 4)
(y2 + 4)2

−
∫

dy

(y2 + 4)2
=

= −1
2

1
y2 + 4

− 1
8

(
1
2

arctg
y

2
+

y

y2 + 4

)
+ C =

= −1
2

1
x2 + 2x+ 5

− 1
8

(
1
2

arctg
x+ 1

2
+

x+ 1
x2 + 2x+ 5

)
+ C.
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Çàäà÷è ïî òåìå ëåêöèè 2

Ïðîèíòåãðèðîâàòü ïðàâèëüíûå äðîáè, ðàçëîæèâ èõ íà ïðîñòåéøèå:

2.1.
∫

(x− 2)dx
x2 − 2x+ 10

. 2.2.
∫

dx

(x+ 1)x2
.

2.3.
∫

x+ 5
x3 − 4x

dx. 2.4.
∫

dx

x3 − 8
.

2.5.
∫
x2 + x+ 1
x3 + 4x2

dx.

Ïðîèíòåãðèðîâàòü íåïðàâèëüíûå äðîáè, ñíà÷àëà âûäåëèâ öåëóþ ÷àñòü, çàòåì
ðàçëîæèâ ïðàâèëüíûå äðîáè íà ïðîñòåéøèå:

2.6.
∫

x3dx

x2 − 2x+ 5
. 2.7.

∫
x2 + 1
x2 − 1

dx.

2.8.
∫

x3dx

(x− 1)2(x− 2)
. 2.9.

∫
x5

x2 + 9
dx.

2.10
∫

x4dx

(x− 1)(x− 2)(x− 3)
.



Ëåêöèÿ N o 3.

Èíòåãðèðîâàíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
ôóíêöèé

Íàó÷èìñÿ èíòåãðèðîâàòü ôóíêöèè âèäà

f(x) =
P (cosx, sinx)
Q(cosx, sinx)

,

ãäå P (u, v) è Q(u, v) � ìíîãî÷ëåíû. C ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ çàìåí ïåðåìåííûõ
áóäåì ñâîäèòü çàäà÷ó ê èíòåãðèðîâàíèþ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé.

Ñëó÷àé I. Ïóñòü f(π − x) ≡ −f(x). Òîãäà cosx âõîäèò â ÷èñëèòåëü òîëüêî â
íå÷åòíûõ ñòåïåíÿõ, à â çíàìåíàòåëü � òîëüêî â ÷åòíûõ (èëè íàîáîðîò, íî òîãäà
äîìíîæèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà cosx). Ïðîèíòåãðèðóåì ñ ïîìîùüþ çàìåíû
y = sinx: ∫

f(x)dx =
∫

P1

(
(1− sin2 x), sinx

)
Q1

(
(1− sin2 x), sinx

)d sinx =
∫

P2(y)
Q2(y)

dy.

Ïðèìåð 3.1.∫
2 dx
cosx

=
∫

2 cosx dx
cos2 x

=
∫

2 d sinx
1− sin2 x

=
[

çàìåíà
y = sinx

]
=

∫
2

1− y2
dy =

∫
dy

y + 1
−

∫
dy

y − 1
= ln

| sinx+ 1|
| sinx− 1|

+ C.

Ñëó÷àé II. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íå÷åòíà. Òîãäà sinx âõîäèò â ÷èñëèòåëü òîëüêî â
íå÷åòíûõ ñòåïåíÿõ, à â çíàìåíàòåëü � òîëüêî â ÷åòíûõ (èëè íàîáîðîò, íî òîãäà
äîìíîæèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà sinx). Ïðîèíòåãðèðóåì c ïîìîùüþ çàìåíû
y = cosx.

Ñëó÷àé III. Ïóñòü ôóíêöèÿ f π-ïåðèîäè÷íà. Òîãäà âñå îäíî÷ëåíû ìíîãî÷ëåíîâ
P è Q ÷åòíûõ ñòåïåíåé (èëè âñå íå÷åòíûõ, íî òîãäà äîìíîæèì ÷èñëèòåëü è
çíàìåíàòåëü íà cosx).

Åñëè çíàìåíàòåëÿ íåò (Q ≡ 1), ïðèìåíÿþò ôîðìóëû ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè:

cos2 x =
1+cos 2x

2
, sin2 x =

1−cos 2x
2

, sinx cosx =
sin 2x

2
.

Âîçìîæíî, ïîíèæåíèå ñòåïåíè ïðèäåòñÿ ïðèìåíèòü íå îäèí ðàç (íàïðèìåð, äëÿ∫
cos4 x dx), íî ìû îáÿçàòåëüíî ïðèäåì ê òîìó, ÷òî â ëþáîì îäíî÷ëåíå áóäåò

âñòðå÷àòüñÿ ëèáî êîñèíóñ, ëèáî ñèíóñ â íå÷åòíîé ñòåïåíè (ñëó÷àè I è II).
Åñëè æå çíàìåíàòåëü íåòðèâèàëåí, ñëåäóåò ñäåëàòü çàìåíó t = tg x èëè t =

ctg x.
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Ïðèìåð 3.2. ∫
dx

sin4 x
=

∫
1

sin2 x tg2 x

dx

cos2 x
=

∫
cos−2 x

tg4 x
d tg x =

=
∫

1 + t2

t4
dt = − t

−3

3
− t−1 + Cn = −1

3
ctg3 x− ctg x+ Cn.

Êîíñòàíòû Cn íåçàâèñèìû, êàæäàÿ ñîîòâåòñòâóåò ñâîåìó èíòåðâàëó (πn;π(n+1)).

Îáùèé ñëó÷àé. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íå îáëàäàåò âûøåóïîìÿíóòûìè ñèììåòðèÿìè:
f(π − x) ≡ −f(x), f(−x) ≡ −f(x) èëè f(π + x) ≡ f(x),

òî èìååòñÿ åùå îäèí ñïîñîá ñâåñòè èíòåãðèðîâàíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíê-
öèè ê èíòåãðèðîâàíèþ ðàöèîíàëüíîé � óíèâåðñàëüíàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ïîä-

ñòàíîâêà. Ýòîò ìåòîä ïîäõîäèò äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ, íî áîëåå òðóäîåìîê.

Íà êàæäîì èíòåðâàëå (2πn− π; 2πn+ π) ïîëîæèì t = tg
x

2
. Òîãäà

x = 2πn+ 2 arctg t =⇒ dx =
2dt

1 + t2
;

sinx =
2t

1 + t2
; cosx =

1− t2

1 + t2
; tg x =

2t
1− t2

.

Ïðèìåð 3.3.∫
dx

2 + sinx
=

∫
2dt/(1 + t2)

2 +
2t

1 + t2

=

=
∫

dt

1 + t2 + t
=

∫
dt

(t+ 1/2)2 + 3/4
=

=
2√
3

arctg
2(t+ 1/2)√

3
+ Cn =

2√
3

arctg
2 tg

x

2
+ 1

√
3

+ Cn.

Êîíñòàíòû Cn ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûì èíòåðâàëàì (2πn− −π; 2πn + π). Îäíàêî
ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â òî÷êàõ 2πn+π, ïîýòîìó åå ïåðâîîáðàçíàÿ
F (x) äîëæíà áûòü íåïðåðûâíà â íèõ. Çíà÷èò, êîíñòàíòû Cn æåñòêî ñâÿçàíû
ìåæäó ñîáîé. Âû÷èñëèì F (2πn+ π), èñõîäÿ èç íåïðåðûâíîñòè F ñëåâà è ñïðàâà:

lim
x→2πn+π−0

F (x) =
2√
3

arctg(+∞) + Cn =
π√
3

+ Cn,

lim
x→2πn+π+0

F (x) =
2√
3

arctg(−∞) + Cn+1 =
−π√

3
+ Cn+1.

Ñëåäîâàòåëüíî, Cn+1 = Cn +
2π√

3
=⇒ Cn = C0 +

2πn√
3
.

Òåïåðü ðàññìîòðèì äîïîëíèòåëüíûé ïðèåì èíòåãðèðîâàíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñ-
êèõ ôóíêöèé � ïðåîáðàçîâàíèå ïðîèçâåäåíèÿ â ñóììó. Îí îñíîâàí íà òðåõ òîæäåñòâàõ:

cosx cos y =
cos(x− y) + cos(x+ y)

2
;
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sinx sin y =
cos(x− y)− cos(x+ y)

2
;

sinx cos y =
sin(x+ y) + sin(x− y)

2
.

Ïðèìåð 3.4.∫
sinx cos 3x sin 4x dx =

1
2

∫
(sin 4x− sin 2x) sin 4x dx =

=
1
4

∫
1− cos 8x− cos 2x+ cos 6x dx =

=
1
4

(
x− sin 8x

8
− sin 2x

2
+

sin 6x
6

)
+ C.

Çàäà÷è ïî òåìå ëåêöèè 3

Ïðîèíòåãðèðîâàòü ôóíêöèþ, èñïîëüçóÿ çàìåíó y = sinx èëè y = cosx:

3.1.
∫

sin5 x dx. 3.2.
∫

tg x sin2 x dx. 3.3.
∫

cosx
4 + sin2 x

dx.

Ïðîèíòåãðèðîâàòü ôóíêöèþ, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè:

3.4.
∫

cos4 x dx. 3.5.
∫

sin2 x cos2 x dx.

Ïðîèíòåãðèðîâàòü ôóíêöèþ, èñïîëüçóÿ çàìåíó t = tg x èëè t = ctg x:

3.6.
∫

tg3 x dx. 3.7.
∫

dx

1 + 3 cos2 x
.

Ïðîèíòåãðèðîâàòü ôóíêöèþ, èñïîëüçóÿ çàìåíó t = tg
x

2
:

3.8.
∫

dx

2 sinx+ cosx
. 3.9.

∫
dx

3 + cosx
.

Ïðîèíòåãðèðîâàòü ôóíêöèþ, ïðåîáðàçóÿ ïðîèçâåäåíèå â ñóììó:

3.10.
∫

sin 2x cos 3x dx.



Ëåêöèÿ N o 4.

Èíòåãðèðîâàíèå èððàöèîíàëüíûõ
ôóíêöèé

Ëèíåéíûå èððàöèîíàëüíîñòè

Ôóíêöèè âèäà

f(x) =
P

(
x, k
√
x+ b

)
Q

(
x, k
√
x+ b

) ,
ãäå P (u, v) è Q(u, v) � ìíîãî÷ëåíû, èíòåãðèðóþòñÿ ïðè ïîìîùè çàìåíû t =
k
√
x+ b. Òîãäà x = tk − b, dx = ktk−1dt, è èíòåãðàë ïðèìåò âèä∫

f(x)dx =
∫
P

(
tk − b, t

)
Q (tk − b, t)

ktk−1dt =
∫

P1(t)
Q1(t)

dt,

ãäå P1(t) è Q1(t) � ìíîãî÷ëåíû. Ïîëó÷èëñÿ èíòåãðàë îò ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè.

Ïðèìåð 4.1.

Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∫
dx√

x+ 3
√
x
. Ïîñêîëüêó ïðèñóòñòâóþò êîðíè 2-é è 3-é

ñòåïåíåé, çäåñü íàäî âçÿòü t = 6
√
x, òîãäà x = t6, dx = 6t5dt.

∫
dx√

x+ 3
√
x

=
∫

6t5dt
t3 + t2

= 6
∫

t3dt

t+ 1
=

= 6
∫
t2 − t+ 1− 1

t+ 1
dt = 2t3 − 3t2 + 6t− 6 ln |t+ 1|+ C =

= 2
√
x− 3 3

√
x+ 6 6

√
x− 6 ln( 6

√
x+ 1) + C.

Êâàäðàòè÷íûå èððàöèîíàëüíîñòè

Ðàññìîòðèì ôóíêöèè âèäà

f(x) =
P

(
x,

√
±(x2 + px+ q)

)
Q

(
x,

√
±(x2 + px+ q)

) , (3)

ãäå P (u, v) è Q(u, v) � ìíîãî÷ëåíû. Íà÷íåì ñ íàèáîëåå ïðîñòûõ ñëó÷àåâ.

Ñëó÷àé I.Ïóñòü f(x) =
P (x)√

±(x2 + px+ q)
, ãäå P (x)� ìíîãî÷ëåí. Èíòåãðàë ìîæíî

íàéòè â âèäå ∫
f(x)dx = R(x)

√
±(x2 + px+ q) +

∫
k dx√

±(x2 + px+ q)
, (4)
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ãäå R(x) � ìíîãî÷ëåí ìåíüøåé ñòåïåíè, ÷åì P (x). Åãî íàõîäÿò ìåòîäîì íåîïðå-
äåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ, ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ îáå ÷àñòè (4) è âû÷èñëÿÿ êîýôôèöèåíòû
R(x) ïîñëåäîâàòåëüíî îò ñòàðøåãî ê ìëàäøèì.

Ïðèìåð 4.2.∫ √
x2 + 1 dx =

∫
x2 + 1√
x2 + 1

dx =

= (Ax+B)
√
x2 + 1 + k

∫
dx√
x2 + 1

.

Çäåñü deg P = 2 =⇒ deg R 6 1. Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè è
äîìíîæèâ íà

√
x2 + 1, ïîëó÷àåì

x2 + 1 = A(x2 + 1) +
1
2
(Ax+B)2x+ k = 2Ax2 +Bx+A+ k,

ñëåäîâàòåëüíî, A = 1/2, B = 0, k = 1/2.

Îòâåò:

∫ √
x2 + 1 dx =

x

2

√
x2 + 1 +

1
2

ln
∣∣x+

√
x2 + 1

∣∣ + C.

Ñëó÷àé II. Ïóñòü f(x) =
1

xm
√
ax2 + bx+ c

, m ∈ N. Ñäåëàåì ïîäñòàíîâêó x = 1/t

=⇒ dx = −dt/t2 è ïîëó÷èì∫
dx

xm
√
ax2 + bx+ c

=
∫

−tm−2dt√
at−2 + bt−1 + c

=

=
∫
−sign t · tm−1dt√

a+ bt+ ct2
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè c 6= 0 ìû ïðèøëè ê ñëó÷àþ I, à ïðè c = 0 � ê ëèíåéíîé
èððàöèîíàëüíîñòè.

III. Îáùèé ñëó÷àé. Ëèíåéíîé çàìåíîé y = x + p/2 âûðàæåíèå (3) ñâîäèòñÿ ê
âèäó

g(y) =
P

(
y,

√
Z(y)

)
Q

(
y,

√
Z(y)

) , ãäå Z(y) =

 a2 − y2 (IIIa)
y2 + a2 (IIIá)
y2 − a2 (IIIâ)

Ðàññìîòðèì ýòè òðè ïîäñëó÷àÿ.
(IIIa). Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ

√
a2 − y2 � îòðåçîê [−a; a].

Ïîäñòàíîâêà: y = a sin t, |t| 6 π/2. Òîãäà dy = a cos t dt,
√
a2 − y2 = a cos t. Ïîëó-

÷àåì ∫
P

(
y,

√
Z(y)

)
Q

(
y,

√
Z(y)

)dy =
∫
P (a sin t, a cos t) a cos t

Q (a sin t, a cos t)
dt,

òàêèå èíòåãðàëû áûëè èçó÷åíû íà ëåêöèè 3. Íàêîíåö, âûðàæàåì t ÷åðåç y: t =
arcsin(y/a).
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Ïðèìåð 4.3.∫ (√
R2 − x2

)3
dx =

[
ïóñòü x = R sin t, |t| 6 π/2

]
=

∫
(R cos t)3R cos t dt =

R4

4

∫
(1 + cos 2t)2dt =

=
R4

4

∫
1 + 2 cos 2t+

1 + cos 4t
2

dt =
R4

8

(
3t+ 2 sin 2t+

sin 4t
4

)
.

Îñòàëîñü ïîäñòàâèòü â ýòî âûðàæåíèå t = arcsin
x

R
,

sin 2t =
2x
√
R2 − x2

R2
, cos 2t = 1− 2

( x
R

)2

=
R2 − 2x2

R2

è sin 4t =
4x
√
R2 − x2(R2 − 2x2)

R4
.

(IIIá). Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
√
y2 + a2 � âñÿ îñü R. Ìîæíî ñâåñòè ê èíòåãðàëó

îò òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè ïîäñòàíîâêîé

y = a tg t =⇒ dy =
a dt

cos2 t
;

√
y2 + a2 =

a

cos t
èëè ñðàçó ïðèéòè ê èíòåãðàëó ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè, ñäåëàâ ïåðâóþ ïîäñòàíîâêó

Ýéëåðà (ðèñ. À): y =
a

2

(
t− 1

t

)
, t > 0. Òîãäà

dy =
a

2

(
1 +

1
t2

)
dt,

√
y2 + a2 =

a

2

(
t+

1
t

)
, t =

y +
√
y2 + a2

a
.

Ïðèìåð 4.4.
Çäåñü ñäåëàåì ïîäñòàíîâêó x = 2 tg t; dx = 2 dt/ cos2 t.∫

dx

(4 + x2)3/2
=

∫
cos3 t

8
2 dt

cos2 t
=

∫
cos t

4
dt =

sin t
4

+ C =

=
1
4

sin arctg
x

2
+ C =

x

8
cos arctg

x

2
+ C =

x

4
√

4 + x2
+ C.
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Ïðèìåð 4.5.

Çäåñü ñëåäóåò ïðèìåíèòü ïåðâóþ ïîäñòàíîâêó Ýéëåðà x =
1
2

(
t− 1

t

)
, t > 0.

∫
dx

1 +
√

1 + x2
=

∫ 1
2
(1 + t−2)dt

1 +
1
2
(t+ t−1)

=

=
∫

(t2 + 1)dt
t(t+ 1)2

=
∫

1
t
− 2

(t+ 1)2
dt = ln t+

2
t+ 1

+ C
∣∣∣
t=x+

√
1+x2.

(IIIâ). Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
√
y2 − a2 � äâà ëó÷à (−∞;−a] è [a; +∞). Ìîæíî

ñâåñòè ê èíòåãðàëó îò òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè, ñäåëàâ ïîäñòàíîâêó

y =
a

cos t
=⇒ dy =

a sin t dt
cos2 t

;
√
y2 − a2 = a tg t.

Êðîìå òîãî, ìîæíî ñðàçó ñâåñòè ê ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè, ñäåëàâ âòîðóþ ïîä-

ñòàíîâêó Ýéëåðà (ðèñ. Á):

y =
a

2

(
t+

1
t

)
, |t| > 1; dy =

a

2

(
1− 1

t2

)
dt,

√
y2 − a2 =

a

2

∣∣∣t− 1
t

∣∣∣.
Íî çäåñü âûðàæåíèå t ÷åðåç y ìåíåå óäîáíî:

t =
y + sign y

√
y2 − a2

a
.

Ïðèìåð 4.6.
Ïóñòü x > 0. Cäåëàåì ïîäñòàíîâêó x = 1/ cos t, ãäå 0 6 6 t < π/2; ñîîòâåòñò-

âåííî dx = sin t dt/cos2 t:∫ √
x2 − 1
x

dx =
∫

tg t
cos−1 t

sin t dt
cos2 t

=
∫

tg2 t dt =

=
∫

1
cos2 t

− 1 dt = tg t− t+ C =
√
x2 − 1− arccos

1
x

+ C.

Äðîáíî-ëèíåéíûå èððàöèîíàëüíîñòè

Ôóíêöèè âèäà

f(x) =
P

(
x, k

√
ax+ b

αx+ β

)
Q

(
x, k

√
ax+ b

αx+ β

) ,
ãäå P (u, v) è Q(u, v) � ìíîãî÷ëåíû, ∆ =

∣∣∣∣ a b
α β

∣∣∣∣ 6= 0, èíòåãðèðóþòñÿ c ïîìîùüþ

çàìåíû t = k

√
ax+ b

αx+ β
.
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Âûðàçèì x ÷åðåç t:

tk =
ax+ b

αx+ β
=⇒ αtkx+ βtk − ax− b = 0 =⇒ x =

βtk − b

a− αtk
;

dx =
k∆ tk−1dt

(αtk − a)2
.

Ïîëó÷àåì èíòåãðàë ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè:

∫
f(x)dx = k∆

∫ P

(
βtk − b

a− αtk
, t

)
tk−1

Q

(
βtk − b

a− αtk
, t

)
(αtk − a)2

dt.

Âïðî÷åì, ïðè k = 2 ìîæíî ñâåñòè äðîáíî-ëèíåéíóþ èððàöèîíàëüíîñòü ê êâàäðàòè÷-
íîé, íàïðèìåð,√

x+ 2
x− 1

=
|x+ 2|√

(x+ 2)(x− 1)
= sign(x+ 2)

x+ 2√
(x+ 2)(x− 1)

.

Èíòåãðàëüíûé áèíîì

Åñëè ìû õîòèì ïðîèíòåãðèðîâàòü ôóíêöèþ âèäà

f(x) = xp
(

n
√
xq + a

)k
,

ãäå k, n ∈ N, p, q ∈ Q, òî âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ:
1) çàìåíà y = n

√
xq + a ñâåäåò ê èíòåãðàëó îò ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè;

2) çàìåíà y = n
√

1 + ax−q ñâåäåò ê èíòåãðàëó îò ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè;
3) åñëè íè òà, íè äðóãàÿ çàìåíà íå ïðèâîäèò ê öåëè, òî èíòåãðàë íåáåðóùèéñÿ.

Êàê ïðèìåð äëÿ ñëó÷àÿ 1) ïðåäëàãàåòñÿ çàäà÷à 4.9.

Çàäà÷è ïî òåìå ëåêöèè 4

Ïðîèíòåãðèðîâàòü ëèíåéíûå èððàöèîíàëüíîñòè:

4.1.
∫ √

x

x+ 1
dx. 4.2.

∫
dx

x+
√
x
dx.

Ïðîèíòåãðèðîâàòü êâàäðàòè÷íûå èððàöèîíàëüíîñòè ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ
êîýôôèöèåíòîâ:

4.3.
∫

17− 2x2

√
5 + 4x− x2

dx. 4.4.
∫

2x2 − x√
x2 − 4

dx.
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Ïðîèíòåãðèðîâàòü êâàäðàòè÷íûå èððàöèîíàëüíîñòè ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùèõ
çàìåí ïåðåìåííûõ:

4.5.
∫
x2

√
x2 − 1 dx. 4.6.

∫
(x2 + 1)3/2 dx.

4.7.
∫

dx

1 +
√

2x− x2
dx. 4.8.

∫
4dx

x+
√
x2 + 4x

dx.

Âû÷èñëèòü èíòåãðàëüíûå áèíîìû:

4.9.
∫

1
x

√
1 + x−4 dx (ðåøåíèå ñì. â ïðèìåðå 10.1).

4.10.
∫
x5 3

√
x3 + 1 dx.



Ëåêöèÿ N o 5.
Èíòåãðàë Ðèìàíà

Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [a; b].

Îïðåäåëåíèå 5.1. Ðàçáèåíèåì îòðåçêà [a; b] íàçûâàåòñÿ íàáîð òàêèõ òî÷åê
{ai}ni=0, n ∈ N, ÷òî

a = ao < a1 < a2 < . . . < an = b.

Äèàìåòð ðàçáèåíèÿ diam{ai} =
n

max
i=1

(ai − ai−1).

Îïðåäåëåíèå 5.2. Ðàçáèåíèå {bj}mj=0 íàçûâàåòñÿ èçìåëü÷åíèåì ðàçáèåíèÿ {ai}ni=0,
åñëè {ai}ni=0 ⊂ {bj}mj=0, ò.å.

∀i ∈ {0, . . . , n} ∃j ∈ {0, . . . ,m} : ai = bj .

Îïðåäåëåíèå 5.3. Ïóñòü {ai}ni=0 � ðàçáèåíèå îòðåçêà [a; b], è ïóñòü âûáðàíû
òî÷êè xi ∈ [ai−1; ai]. Èíòåãðàëüíîé ñóììîé ôóíêöèè f ïî ðàçáèåíèþ {ai} ñ
âûáîðîì òî÷åê {xi} íàçûâàåòñÿ ñóììà

S
{xi}
{ai} (f) =

n∑
i=1

(ai − ai−1)f(xi).

Îïðåäåëåíèå 5.4. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà (ïî Ðèìàíó) íà
îòðåçêå [a; b], åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî I ∈ R, ÷òî

∀ε > 0 ∃δ > 0 : åñëè diam{ai} < δ, òî
∣∣∣S{xi}
{ai} (f)− I

∣∣∣ < ε.

×èñëî I íàçûâàåòñÿ îïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì ôóíêöèè f ïî îòðåçêó [a; b] è
îáîçíà÷àåòñÿ

I =

b∫
a

f(x) dx.

Ëåììà 5.1. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [a; b], òî îíà îãðàíè-
÷åíà íà íåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f èíòåãðèðóåìà. Òîãäà, âçÿâ δ äëÿ ε = 1, ïîëó÷èì

åñëè diam{ai} < δ, òî I − 1 < S
{xi}
{ai} (f) < I + 1. (5)

Áóäåì ðàññóæäàòü îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü f íå îãðàíè÷åíà íà [a; b]. Âîçüìåì íåêîòî-
ðîå ðàçáèåíèå {ai} ñ äèàìåòðîì < δ. Ôóíêöèÿ f íå îãðàíè÷åíà õîòÿ áû íà îäíîì
îòðåçêå ðàçáèåíèÿ, ñêàæåì, íà [ak−1; ak]. Çàôèêñèðóåì òî÷êè xi ∈ [ai−1; ai] äëÿ
i 6= k, à òî÷êó xk ∈ [ak−1; ak] áóäåì ìåíÿòü. Òîãäà ìû ïîëó÷èì íåîãðàíè÷åííîå
ìíîæåñòâî çíà÷åíèé èíòåãðàëüíîé ñóììû, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (5).
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Îïðåäåëåíèå 5.5. Ïóñòü ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà íà îòðåçêå [a; b], {ai}ni=0 � ðàç-
áèåíèå [a; b]. Âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ñóììû Äàðáó f ïî ðàçáèåíèþ {ai}:

S∗{ai}(f) =
n∑
i=1

(ai − ai−1) sup
[ai−1;ai]

f(x);

∗S{ai}(f) =
n∑
i=1

(ai − ai−1) inf
[ai−1;ai]

f(x).

Î÷åâèäíî, S∗{ai}(f) = sup S{xi}
{ai} (f), ∗S{ai}(f) = inf S{xi}

{ai} (f), ãäå ñóïðåìóì è èíôèìóì

áåðóòñÿ ïî âñåì íàáîðàì òî÷åê xi ∈ [ai−1; ai].

Ëåììà 5.2. Åñëè ðàçáèåíèå {bj}mj=0 � èçìåëü÷åíèå ðàçáèåíèÿ {ai}ni=0, òî

S∗{bj}(f) 6 S∗{ai}(f), ∗S{bj}(f) > ∗S{ai}(f).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ai = bj(i), òîãäà j(0) = 0 < j(1) < < j(2) < . . . < j(n) =
m. Ïîëó÷àåì

S∗{bj}(f) =
m∑
j=1

(bj − bj−1) sup
[bj−1;bj ]

f(x) =

=
n∑
i=1

j(i)∑
j=j(i−1)+1

(bj − bj−1) sup
[bj−1;bj ]

f(x) 6

6
n∑
i=1

j(i)∑
j=j(i−1)+1

(bj − bj−1) sup
[ai−1;ai]

f(x) =

=
n∑
i=1

(ai − ai−1) sup
[ai−1;ai]

f(x) = S∗{ai}(f);

àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì ∗S{bj}(f) > ∗S{ai}(f).

Ñëåäñòâèå 5.1. Åñëè {ai} è {ck} � äâà ðàçáèåíèÿ îòðåçêà [a; b] ⊂ D(f), òî

∗S{ai}(f) 6 S∗{ck}(f).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì ðàçáèåíèå {bj} = {ai} ∪ {ck}, ò.å. îáúåäèíèì äâà
ìíîæåñòâà òî÷åê è ïåðåíóìåðóåì òî÷êè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Òîãäà

∗S{ai}(f) 6 ∗S{bj}(f) 6 S∗{bj}(f) 6 S∗{ck}(f).

Îïðåäåëåíèå 5.6. Ïóñòü ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà íà [a; b]. Âåðõíèì è íèæíèì
èíòåãðàëàìè Äàðáó f ïî [a; b] íàçûâàþòñÿ âåëè÷èíû

b
aI
∗(f) = inf S∗{ai}(f), b

aI∗(f) = sup ∗S{ai}(f),

ãäå èíôèìóì è ñóïðåìóì áåðóòñÿ ïî âñåì âîçìîæíûì ðàçáèåíèÿì {ai} îòðåçêà
[a; b].
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Èç ñëåäñòâèÿ 5.1 ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî b
aI
∗(f) > b

aI∗(f).

Òåîðåìà 5.1. (Êðèòåðèé Äàðáó). Ïóñòü ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà íà îòðåçêå [a; b].
Òîãäà f èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà [a; b] â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè
b
aI
∗(f)= b

aI∗(f), è òîãäà ∫ b

a

f(x)dx = b
aI
∗(f) = b

aI∗(f).

Äîêàçàòåëüñòâî. [⇒]: Åñëè f èíòåãðèðóåìà, ò.å. ñóùåñòâóåò
b∫
a

f(x)dx = I, òî

äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ > 0: äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ ñ äèàìåòðîì ìåíüøå δ
âûïîëíåíî

∀{xi}
∣∣S{xi}
{ai} (f)− I

∣∣ < ε/2.

Ïåðåéäÿ ê ñóïðåìóìó è èíôèìóìó ïî âñåì âîçìîæíûì {xi}, ïîëó÷èì S∗{ai}(f) 6

I+ε/2, ∗S{ai}(f) > I−ε/2, è â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε ïîëó÷èì b
aI
∗(f) = b

aI∗(f) = I.

[⇐]: Ïóñòü b
aI
∗(f)= b

aI∗(f) = I. Îáîçíà÷èì M = sup
[a;b]

|f(x)|. Ïîñòðîèì òàêîå ðàçáè-

åíèå {ai}ni=0, ÷òî S
∗
{ai}(f) < I + ε/2, ∗S{ai}(f) > I − ε/2. Âîçüìåì

δ = min
{ ε

4Mn
;
ai − ai−1

2
: i = 1, 2, . . . , n

}
.

Ïóñòü {bj}mj=0 � íåêîòîðîå ðàçáèåíèå [a; b] ñ äèàìåòðîì ìåíüøå δ. Òî÷êè ai ïðè
1 6 i 6 n − 1 ïîïàäóò â ðàçíûe îòðåçêè ðàçáèåíèÿ {bj}: bj(i)−1 < ai 6 bj(i).
Äëÿ óäîáñòâà ïîëîæèì j(0) = 0, j(n) = m+ 1. Îñòàëüíûå îòðåçêè ðàñïîëîæàòñÿ
ìåæäó òî÷êàìè ai:

ai−1 6 bj(i−1) < bj(i−1)+1 < . . . < bj(i)−1 6 ai.

Îöåíèì èíòåãðàëüíóþ ñóììó ïî ðàçáèåíèþ {bj}:

S
{xi}
{bj} (f) 6 S∗{bj}(f) =

n−1∑
i=1

(bj(i) − bj(i)−1) sup
[bj−1;bj ]

f(x)+

+
n∑
i=1

j(i)−1∑
j=j(i−1)+1

(bj − bj−1) sup
[bj−1;bj ]

f(x) 6

6
n−1∑
i=1

(
(ai − bj(i)−1)M + (bj(i) − ai)M

)
+

+
n∑
i=1

j(i)−1∑
j=j(i−1)+1

(bj − bj−1) sup
[ai−1;ai]

f(x) 6

(ñîñòàâèì èç êóñî÷êîâ êàæäûé îòðåçîê [ai−1; ai] è ó÷òåì, ÷òî sup f ïî íåìó ìîæåò
áûòü ìåíüøå M íå áîëåå, ÷åì íà 2M)

6
n∑
i=1

(ai − ai−1) sup
[ai−1;ai]

f(x) + 2M
n−1∑
i=1

(bj(i) − bj(i)−1) 6
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6 S∗{ai}(f) + 2M(n− 1)δ < I +
ε

2
+ 2M(n− 1)δ < I +

ε

2
+
ε

2
.

Àíàëîãè÷íî èíòåãðàëüíàÿ ñóììà îöåíèâàåòñÿ ñíèçó ÷åðåç I − ε.

Çàäà÷è ïî òåìå ëåêöèè 5

Âû÷èñëèòü íèæíþþ è âåðõíþþ ñóììû Äàðáó äëÿ äàííûõ ôóíêöèé è ðàçáèå-
íèé îòðåçêîâ:

5.1. f(x) = x íà [0; 1], ðàçáèåíèå íà n ðàâíûõ ÷àñòåé.

5.2. f(x) = 4x íà [0; 4], ðàçáèåíèå íà 8 ðàâíûõ ÷àñòåé.

5.3. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) =
{

1, x ∈ Q,
0, x /∈ Q,

íå èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà [0; 1].

5.4. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ

f(x) =

 2−n, x = (2k + 1)2−n, k ∈ Z, n ∈ N,
1, x ∈ Z,
0 ïðè äðóãèõ x,

èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà [0; 1].
Óêàçàíèå: åñëè ðàçáèòü îòðåçîê íà N ðàâíûõ ÷àñòåé (N íå÷åòíî), òî â âåðõíåé
ñóììå Äàðáó áóäåò íå áîëåå 2n+1 ñëàãàåìûõ, íå ìåíüøèõ 2−n/n, îòñþäà ïîëó÷èòü
âåðõíþþ îöåíêó âåðõíåé ñóììû Äàðáó.

5.5. Äîêàçàòü, ÷òî íåñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ íà îòðåçêå [a; b] èíòåãðèðó-
åìà ïî Ðèìàíó. Óêàçàíèå: ðàçáèòü îòðåçîê íà n ðàâíûõ ÷àñòåé è îöåíèòü ðàçíîñòü
âåðõíåé è íèæíåé ñóìì Äàðáó.



Ëåêöèÿ N o 6.
Ñâîéñòâà îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

Êîíñòàíòà èíòåãðèðóåìà, è
b∫
a

c dx = c(b−a). Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî âñå èíòåã-
ðàëüíûå ñóììû äëÿ c ðàâíû òîìó æå ÷èñëó.
Ëèíåéíîñòü. Åñëè f(x) è g(x) èíòåãðèðóåìû íà îòðåçêå [a; b]; c, k ∈ R, òî cf(x)+
kg(x) èíòåãðèðóåìà, ïðè÷åì∫ b

a

cf(x) + kg(x)dx = c

∫ b

a

f(x)dx+ k

∫ b

a

g(x)dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ {ai} è ëþáûõ âûáðàííûõ òî÷åê xi ∈
[ai−1; ai] ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

S
{xi}
{ai} (cf + kg) = cS

{xi}
{ai} (f) + kS

{xi}
{ai} (g).

Îñòàåòñÿ ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè diam{ai} → 0.

Ñóæåíèå. Åñëè f(x) èíòåãðèðóåìa íà îòðåçêå [a; b], ïðè÷åì a 6 α < β 6 b, òî
f(x) èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [α;β].

Äîêàçàòåëüñòâî. ∀ ε > 0 ∃ δ > 0: åñëè diam{ai} < δ, òî S∗{ai}(f)− ∗S{ai}(f) < ε.
Âûáåðåì ðàçáèåíèå ñ äèàìåòðîì ìåíüøå δ, òàêîå, ÷òî α = ai1 , β = ai2 . Òîãäà
{ai}i2i=i1 � ðàçáèåíèå îòðåçêà [α;β], äëÿ êîòîðîãî S∗{ai}(f)− ∗S{ai}(f) < ε. Â ñèëó

ïðîèçâîëüíîñòè ε ïî êðèòåðèþ Äàðáó f(x) èíòåãðèðóåìà íà [α;β].

Àääèòèâíîñòü. Åñëè f(x) èíòåãðèðóåìa íà îòðåçêàõ [a; b] è [b; c], òî îíà èíòåã-
ðèðóåìà è íà îòðåçêå [a; c], ïðè÷åì∫ c

a

f(x)dx =
∫ b

a

f(x)dx+
∫ c

b

f(x)dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü
b∫
a

f(x)dx = I,
c∫
b

f(x)dx = J . Äîêàæåì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

ε, ÷òî
c
aI
∗(f) < I + J + ε, c

aI∗(f) > I + J − ε

(òîãäà ïî êðèòåðèþ Äàðáó âñå áóäåò äîêàçàíî). Äëÿ ýòîãî âûáåðåì òàêèå äâà
ðàçáèåíèÿ: {ai}ni=0 îòðåçêà [a; b] è {bi}mi=0 îòðåçêà [b; c], ÷òî

S∗{ai}(f) < I +
ε

2
, ∗S{ai}(f) > I − ε

2
,

S∗{bi}(f) < J +
ε

2
, ∗S{bi}(f) > J − ε

2
.
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Ïîñòðîèì ðàçáèåíèå {cj}n+m
j=0 îòðåçêà [a; c] òî÷êàìè cj = aj ïðè 0 6 j 6 n, cj =

bj−n ïðè n 6 j 6 n+m. Òîãäà ïîëó÷èì îöåíêè

c
aI
∗(f) 6 S∗{cj}(f) < I + J + ε,

c
aI∗(f) > ∗S{cj}(f) > I + J − ε.

Ìîíîòîííîñòü. Ïóñòü f(x) è g(x) èíòåãðèðóåìû íà îòðåçêå [a; b].

Åñëè f(x) 6 g(x) íà [a; b], òî
∫ b

a

f(x)dx 6
∫ b

a

g(x)dx. (6)

Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ {ai} è ëþáûõ âûáðàííûõ òî÷åê
xi ∈ [ai−1; ai] âåðíî íåðàâåíñòâî

S
{xi}
{ai} (f) 6 S

{xi}
{ai} (g).

Îöåíêà ïî ìîäóëþ. Åñëè f(x) èíòåãðèðóåìa íà îòðåçêå [a; b], òî |f(x)| òàêæå
èíòåãðèðóåìa, ïðè÷åì ∣∣∣∫ b

a

f(x)dx
∣∣∣ 6

∫ b

a

|f(x)|dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíòåãðèðóåìîñòü |f(x)| äîêàçûâàåòñÿ ïî êðèòåðèþ Äàðáó áëàãîäàðÿ
íåðàâåíñòâó

S∗{ai}(|f |)− ∗S{ai}(|f |) 6 S∗{ai}(f)− ∗S{ai}(f).

Ïðèìåíèì ñâîéñòâî (6) ê íåðàâåíñòâàì −|f(x)| 6 f(x) è f(x) 6 |f(x)|.

Òåîðåìà î ñðåäíåì. Åñëè f(x) èíòåãðèðóåìa íà îòðåçêå [a; b], òî ñóùåñòâóåò
÷èñëî µ ∈ [ inf

[a;b]
f ; sup

[a;b]

f ], íàçûâàåìîå ñðåäíèì çíà÷åíèåì f íà îòðåçêå [a; b], òà-

êîå, ÷òî ∫ b

a

f(x)dx = µ(b− a).

Åñëè ïðè ýòîì f(x) íåïðåðûâíà íà [a; b], òî ∃ x ∈ [a; b], òàêîé, ÷òî µ = f(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ñâîéñòâî (6) ê íåðàâåíñòâàì inf
[a;b]

f 6 f(x), f(x) 6

sup
[a;b]

f . Ðåçóëüòàò ðàçäåëèì íà äëèíó îòðåçêà (b− a).

Íå÷óâñòâèòåëüíîñòü ê òî÷êå. Åñëè f(x) èíòåãðèðóåìa íà îòðåçêå [a; b], fo(x) =
f(x) âî âñåõ òî÷êàõ x ∈ [a; b], êðîìå êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà {x1, . . . xN}, òî fo òàêæå
èíòåãðèðóåìa íà [a; b], è èíòåãðàëû f è fo ñîâïàäyò. Äåéñòâèòåëüíî,

∣∣∣S{xi}
{ai} (fo)−

b∫
a

f(x)dx
∣∣∣ 6

∣∣∣S{xi}
{ai} (f)−

b∫
a

f(x)dx
∣∣∣+

+N max
[a;b]

|fo(x)− f(x)|diam{ai}→0 ïðè diam{ai} → 0.
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Îäíàêî äëÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé òàêàÿ ñèòóàöèÿ íåâîçìîæíà: çíà÷åíèå ôóíê-
öèè â îòäåëüíîé òî÷êå íåëüçÿ ïðîèçâîëüíî èçìåíèòü. Áîëåå òîãî, âåðíà ñëåäóþùàÿ
ëåììà.

Ëåììà 6.1. Ïóñòü f(x) èíòåãðèðóåìa íà îòðåçêå [a; b] è íåïðåðûâíà â òî÷êå

xo ∈ [a; b]. Åñëè f(x) > 0 íà [a; b] è f(xo) > 0, òî
b∫
a

f(x)dx > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Håñòðîãîå íåðàâåíñòâî âåðíî ïî ñâîéñòâó (6), ïðèìåíåííîìó ê
íåðàâåíñòâó f(x) > 0. Åñëè æå f íåïðåðûâíà â òî÷êå xo è f(xo) = h > 0, òî ∃
δ > 0: f(x) > h/2 ïðè x ∈ [α;β]= [xo − δ;xo + δ]∩ [a; b]. Åñëè âçÿòü ðàçáèåíèå {ai}
ñ òî÷êàìè ak = α, ak+1 = β, òî

b
aI∗(f) > ∗S{ai}(f) > (β − α)

h

2
>
hδ

2
> 0.

Îïðåäåëåíèå 6.1. Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé íà ïðîìåæóòêå,
åñëè îíà èìååò íà íåì ëèøü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðàçðûâîâ, ïðè÷åì òîëüêî óñòðàíèìûõ
è ïåðâîãî ðîäà.

Òåîðåìà 6.1. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) îãðàíè÷åíà è êóñî÷íî-íåïðåðûâíà íà îòðåçêå

[a; b], òî îíà èíòåãðèðóåìà íà íåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b], òî îíà ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíà íà íåì, ò. e.

∀ε>0∃δ>0 : åñëè a6x, y6b, |x− y|<δ, òî |f(x)− f(y)|<ε.

Âçÿâ ðàçáèåíèå {ai} ñ äèàìåòðîì < δ, ïîëó÷èì

S∗{ai}(f)− ∗S{ai}(f) < ε(b− a).

Ïî êðèòåðèþ Äàðáó f èíòåãðèðóåìà íà [a; b]. Àääèòèâíîñòü è íå÷óâñòâèòåëüíîñòü
ê òî÷êå ïîçâîëÿò ïåðåéòè ê êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé ôóíêöèè.

Äèôôåðåíöèðîâàíèå èíòåãðàëà
ïî âåðõíåìó ïðåäåëó

Ïîëîæèì
a∫
a

f(x)dx = 0;
a∫
b

f(x)dx = −
b∫
a

f(x)dx ïðè b > a.

Òåîðåìà 6.2. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà ïðîìåæóòêå I è çàôèêñèðîâàíà
òî÷êà c ∈ I, òî ôóíêöèÿ

F (x) =
∫ x

c

f(y)dy

ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè f íà I.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó àääèòèâíîñòè èíòåãðàëà, åñëè x, x+ h ∈ I, òî
F (x+ h)− F (x) =

∫ x+h

x

f(y)dy.
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Ïîêàæåì, ÷òî F ′(x) = f(x), ïðèìåíèâ òåîðåìó î ñðåäíåì (∃ z ìåæäó x è x+ h):

F (x+ h)− F (x)
h

=
1
h

∫ x+h

x

f(y)dy = f(z) −→
h→0

f(x),

ïîñêîëüêó f íåïðåðûâíà â òî÷êå x.

Ñëåäñòâèå 6.1. Ôîðìóëà Íüþòîíà�Ëåéáíèöà: åñëè a, b ∈ I è ôóíêöèÿ

F (x) � ïåðâîîáðàçíàÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f(x) íà I, òî∫ b

a

f(x)dx = F (x)
∣∣∣∣b
a

= F (b)− F (a).

Ýòà ôîðìóëà ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü îïðåäåëåííûé èíòåãðàë ÷åðåç íåîïðåäåëåííûé.

Ïðèìåð 6.1.
Âû÷èñëèòü èíòåãðàë ôóíêöèè f(x) = x3 ïî îòðåçêó [1, 3] è ñðåäíåå çíà÷åíèå

f(x) íà ýòîì îòðåçêå.
Ïî ôîðìóëå Íüþòîíà�Ëåéáíèöà

3∫
1

x3dx =
x4

4

∣∣∣∣3
1

=
34 − 14

4
= 20.

Ñðåäíåå çíà÷åíèå µ = 20/(3− 1) = 10. Îíî äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå x = 3
√

10.

Çàäà÷è ïî òåìå ëåêöèè 6

Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû äàííûõ ôóíêöèé ïî äàííûì îòðåçêàì:

6.1.

4∫
1

x2dx. 6.2.

5∫
−2

|x|dx. 6.3.

3∫
0

2xdx
1 + x2

.

Âû÷èñëèòü ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè íà îòðåçêå:

6.4. f(x) = x4 íà [0; 5].

6.5. f(x) = signx íà [−2; 3].

6.6. f(x) = sin4 x íà [0;π].

6.7. f(x) = max{0; 1− x2} íà [−2; 2].

6.8. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ìíîãî÷ëåíà P (x) ñòåïåíè íå âûøå 3 ñïðàâåäëèâà
ôîðìóëà Ñèìïñîíà:

b∫
a

P (x)dx =
b− a

6
(
P (a)+4P (c)+P (b)

)
, c =

a+ b

2
.

Óêàçàíèå: ïðåäñòàâèòü P (x) â âèäå ìíîãî÷ëåíà îò (x− c).



Ëåêöèÿ N o 7.
Ïëoùaäè ïëocêèx ôèãyp

Îïðåäåëåíèå 7.1. Ïóñòü Φ ⊂ R2 � ïëîñêàÿ ôèãóðà. Åå âíóòðåííÿÿ è âíåøíÿÿ
ïëîùàäè îïðåäåëÿþòñÿ òàê:

S∗(Φ)=sup{S(M) : M ⊂ Φ}, S∗(Φ)=inf{S(M) : M ⊃ Φ},

ãäå M � êîíå÷íûå îáúåäèíåíèÿ ìíîãîóãîëüíèêîâ íà ïëîñêîñòè. Åñëè S∗(Φ) =
S∗(Φ), òî ãîâîðÿò, ÷òî Φ êâàäðèðóåìà è åå ïëîùàäü

S(Φ) = S∗(Φ) = S∗(Φ).

Ïëîùàäè â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ

Ëåììà 7.1. Åñëè ôèãóðà Φg0 íà ïëîñêîñòè çàäàíà íåðàâåíñòâàìè

a 6 x 6 b; 0 6 y 6 g(x),

ôóíêöèÿ g(x) > 0 íåïðåðûâíà íà [a; b], òî Φg0 êâàäðèðóåìà è åå ïëîùàäü ðàâíà

S(Φg0) =
∫ b

a

g(x)dx = I.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {ai}ni=0 � ðàçáèåíèå îòðåçêà [a; b]. Òîãäà ôèãóðà Φg0 ñîäåðæèò
ñòóïåí÷àòóþ ôèãóðó M1, à ñàìà ñîäåðæèòñÿ â ñòóïåí÷àòîé ôèãóðå M2:

M1 =
n⋃
i=1

(
[ai−1; ai]× [0; inf

[ai−1;ai]
g]

)
;

M2 =
n⋃
i=1

(
[ai−1; ai]× [0; sup

[ai−1;ai]

g]
)
.

Ïëîùàäè ýòèõ ìíîãîóãîëüíûõ ôèãóð:

S(M1)= ∗S{ai}(g), S(M2)= S∗{ai}(g),
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a â ñèëó èíòåãðèðóåìîñòè g è òà è äðóãàÿ ìîãóò áûòü ñêîëü óãîäíî áëèçêè ê I.
Òàêèì îáðàçîì,

S∗(Φg0) = S∗(Φ
g
0) = I.

Òåîðåìà 7.1. Åñëè ôèãóðà Φgf íà ïëîñêîñòè çàäàíà íåðàâåíñòâàìè a 6 x 6 b;
f(x) 6 y 6 g(x), ôóíêöèè f è g íåïðåðûâíû è g(x) > f(x) íà [a; b], òî ïëîùàäü

Φgf

S(Φgf ) =

b∫
a

g(x)− f(x) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

−h = min
{
0; f(x) : x ∈ [a; b]

}
.

Ñäâèíóâ ôèãóðó Φgf íà h ââåðõ, ìû ïîëó÷èì ðàâíóþ åé ôèãóðó Φg+hf+h, êîòîðóþ
ìîæíî ïðåäñòàâèòü (ïðåíåáðåãàÿ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè) â âèäå

Φg+hf+h = Φg+h0 \Φf+h
0 , ïðè÷åì Φg+h0 ⊃ Φf+h

0 .

Òîãäà
S∗(Φg+hf+h) 6 S∗(Φg+h0 )− S∗(Φ

f+h
0 ),

S∗(Φ
g+h
f+h) > S∗(Φ

g+h
0 )− S∗(Φf+h

0 ),

ñëåäîâàòåëüíî, Φg+hf+h êâàäðèðóåìà, è

S(Φg+hf+h) = S(Φg+h0 )− S(Φf+h
0 ) =

=

b∫
a

g + h dx−
b∫
a

f + h dx =

b∫
a

g − f dx.

Ïðèìåð 7.1.
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Âû÷èñëèì ïëîùàäü ìåæäó ãèïåðáîëîé {xy = 3} è ïðÿìîé {x+y = 4}. Àáñöèññû
òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ: a = 1, b = 3. Âåðõíÿÿ ãðàíèöà y = g(x) = 4 − x, íèæíÿÿ
ãðàíèöà y = = f(x) = 3/x. Òàêèì îáðàçîì, ïëîùàäü

S =

3∫
1

4− x− 3
x
dx =

(
4x− x2

2
− 3 ln |x|

)∣∣∣∣3
1

=

= (7,5− 3 ln 3)− 3,5 = 4− ln 27 ≈ 0,704.

Îòâåò: S ≈ 0,704.

Ïëîùàäè ôèãóð ñ ãðàíèöàìè,
çàäàííûìè ïàðàìåòðè÷åñêè

Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è g(x) çàäàíû ïàðàìåòðè÷åñêè: x = x1(t),
y = y1(t),
α 6 t 6 β,

 x = x2(t),
y = y2(t),
γ 6 t 6 δ,

x′1(t), x
′
2(t), y1(t), y2(t)

íåïðåðûâíû,

ïðè÷åì x′1(t), x
′
2(t) ñîõðàíÿþò çíàê. Òîãäà ïðè âû÷èñëåíèè ïëîùàäè Φgf ðàçîáüåì

èíòåãðàë íà äâà ñëàãàåìûõ è â îäíîì ñäåëàåì ïîäñòàíîâêó x = x1(t), à â äðóãîì
x = x2(t):

S(Φgf ) =

b∫
a

g(x)dx−
b∫
a

f(x)dx =

= sign x′2

δ∫
γ

y2(t)dx2(t)− sign x′1

β∫
α

y1(t)dx1(t)

(ìíîæèòåëü sign x′1 ïîÿâèëñÿ èç-çà òîãî, ÷òî ïðè x
′
1 < 0 èìååì x1(α) = b, x1(β) = a.

Ïîýòîìó ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ α è β ñòîÿò íàîáîðîò).
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Ïðèìåð 7.2.
Íàéäåì ïëîùàäü ìåæäó àðêîé öèêëîèäû

{x = t− sin t; y = 1− cos t; 0 6 t 6 2π} è îñüþ Ox.

Çäåñü íèæíÿÿ ãðàíèöà y = 0, âåðõíÿÿ ãðàíèöà y = g(x) çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè.
Äåëàåì ïîäñòàíîâêó x = x(t):

S =

2π∫
0

g(x)dx =

2π∫
0

y(t)dx(t) =

2π∫
0

(1− cos t)(1− cos t)dt =

=

2π∫
0

1− 2 cos t+ cos2 t dt =
(
t− 2 sin t+

2t+ sin 2t
4

)∣∣∣∣2π
0

= 3π.

Èíòåðåñåí ñëó÷àé, êîãäà ãðàíèöà Φ ÿâëÿåòñÿ ïåòëåé ñàìîïåðåñåêàþùåéñÿ êðèâîé
{x = x(t), y = y(t)}. Ïóñòü íàïðàâëåíèå îáõîäà � ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Äëÿ ïðîñòîòû
ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáëàñòü âíóòðè ïåòëè âûïóêëà. Òîãäà

x′(t) > 0 ïðè γ < t < δ; x′(t) < 0 ïðè α < t < β;

ó÷àñòîê γ < t < δ ëåæèò âûøå ó÷àñòêà α < t < β.

Ïðè ýòîì ëèáî τ = β < α = γ < δ = T (âõîä-âûõîä ïåòëè ñïðàâà), ëèáî τ = γ <
δ = β < α = T (âõîä-âûõîä ïåòëè ñëåâà). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ôîðìóëà ïëîùàäè Φ
ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

S(Φ) =

δ∫
γ

y(t)dx(t) +

α∫
β

y(t)dx(t) =

T∫
τ

y(t)dx(t). (7)

Çàìå÷àíèå 7.1. 1) ôîðìóëà (7) âåðíà äëÿ ëþáîé ãëàäêîé ïåòëè áåç âíóòðåííèõ
ñàìîïåðåñå÷åíèé, îáõîäèìîé ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Âõîä-âûõîä ìîæåò íàõîäèòüñÿ
ñ ëþáîé ñòîðîíû. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ôèãóðó Φ ïðèäåòñÿ ðàçðåçàòü âåðòèêàëü-
íûìè ïðÿìûìè íà ÷àñòè âèäà Φgf ;

2) åñëè ïåòëþ îáõîäèì ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, â ôîðìóëå (7) ìåíÿåòñÿ çíàê.

Ïðèìåð 7.3.
Âû÷èñëèì ïëîùàäü ïåòëè êðèâîé {x = t2, y = t3 − t}. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà t

äëÿ òî÷êè âõîäà-âûõîäà: τ = −1, T = 1. Ïî ôîðìóëå (7) ïîëó÷àåì

±S =

1∫
−1

y(t)dx(t) =

1∫
−1

(t3 − t)2tdt = 2
(
t5

5
− t3

3

)∣∣∣∣1
−1

= − 8
15
.
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Îòâåò: S = 8/15, îáõîä ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

Ïëîùàäè â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ

Ââåäåì íà ïëîñêîñòè ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû (ρ, ϕ), ρ > 0, |ϕ| 6 π, ñâÿçàííûå ñ

äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè ñîîòíîøåíèÿìè

{
x = ρ cosϕ,
y = ρ sinϕ.

Òåîðåìà 7.2. Åñëè ôèãóðà Φ çàäàíà â ïîëÿðíûõ êoopäèíàòàõ: α 6 ϕ 6 β, ρ 6
R(ϕ), ãäå α < β 6 α+ 2π è ôóíêöèÿ R(ϕ) > 0 íåïðåðûâíà íà [α;β], òî Φ êâàäðè-

ðóåìà è åå ïëîùàäü

S(Φ) =
1
2

β∫
α

R2(ϕ)dϕ = J.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñåêòîð êðóãà ðàäèóñîì r ñ óãëîì δ êâàäðèðóåì, åãî ïëîùàäü
ðàâíà r2δ/2. Ïóñòü {ai}ni=0 � ðàçáèåíèå îòðåçêà [α;β]. Òîãäà ôèãóðà Φ ñîäåðæèò
îáúåäèíåíèå ñåêòîðîâ V1, à ñàìà ñîäåðæèòñÿ â îáúåäèíåíèè ñåêòîðîâ V2:

V1 =
n⋃
i=1

{
ai−1 6 ϕ 6 ai
ρ 6 inf

[ai−1;ai]
R

}
; V2 =

n⋃
i=1

{
ai−1 6 ϕ 6 ai
ρ 6 sup

[ai−1;ai]

R

}
.

Ïëîùàäè ýòèõ ôèãóð òàêîâû:

S(V1) = ∗S{ai}(R
2)

2
, S(V2) =

S∗{ai}(R
2)

2
,

à â ñèëó èíòåãðèðóåìîñòè R2 è òà è äðóãàÿ ìîãóò áûòü ñêîëü óãîäíî áëèçêè ê
J . Òàêèì îáðàçîì, S∗(Φ) = S∗(Φ) = J . Íà ðèñóíêå ôèãóðà Φ îáâåäåíà òîëñòîé
ëèíèåé, V1 çàêðàøåíà òåìíî-ñåðûì, V2 � òåìíî- è ñâåòëî-ñåðûì.
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Ïðèìåð 7.4.
Âû÷èñëèì ïëîùàäü âíóòðè îäíîãî ëåïåñòêà ëåìíèñêàòû, çàäàííîé óðàâíåíèåì

ρ2 = cos 2ϕ. Çäåñü α = −π/4, β = π/4, R(ϕ) =
√

cos 2ϕ. Ïîëó÷àåì

S =
1
2

π/4∫
−π/4

R2(ϕ) dϕ =
1
2

π/4∫
−π/4

cos 2ϕ dϕ =

=
1
4

sin 2ϕ
∣∣∣∣π/4
−π/4

=
1
4
(
1− (−1)

)
=

1
2
.

Îòâåò: S = 1/2.
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Âû÷èñëèòü ïëîùàäè ôèãóð, çàäàííûõ â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ:

7.1. x2 + y2 < 5, xy > 2, x > 0.

7.2. x2 < y < x+ 12.

7.3. 4 < y <
6

2− cosx
, |x| < π.

Âû÷èñëèòü ïëîùàäè ôèãóð, çàäàííûõ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ:

7.4. ϕ < ρ < ϕ+ 2π, 0 < ϕ < 2π (ðèñ. À).

7.5. Âíóòðè êàðäèîèäû ρ = 1 + cosϕ è âíóòðè îêðóæíîñòè ρ =
√

3 sinϕ (ðèñ. Á).

Âû÷èñëèòü ïëîùàäè ôèãóð, îãðàíè÷åííûõ ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííûìè êðèâûìè:

7.6. Öèêëîèäîé

{
x = t− sin t
y = 1− cos t è ïðÿìîé y=

2x
π

(ðèñ. Â).
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7.7. Ìåæäó {x = cos3 t, y = sin3 t} è {x = cos t, y = sin t} â ïåðâîé ÷åòâåðòè (ðèñ.
Ã).



Ëåêöèÿ N o 8.
Îáúåìû

Îïðåäåëåíèå 8.1. Ïóñòü B ⊂ R3 � òåëî. Åãî âíóòðåííèé è âíåøíèé îáúåìû
îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

V∗(B)=sup{V (M) :M ⊂ B}; V ∗(B)=inf{V (M) :M ⊃ B},

ãäå M � êîíå÷íûå îáúåäèíåíèÿ ìíîãîãðàííèêîâ. Åñëè V∗(B) è V ∗(B) ñîâïàäàþò,
òî ãîâîðÿò, ÷òî B êóáèðóåìî è åãî îáúåì

V (B) = V∗(B) = V ∗(B).

Ìåòîä ïëîñêèõ ñëîåâ

Ïóñòü B ⊂ R3 � îãðàíè÷åííîå òåëî. Îáîçíà÷èì

a = inf{x : ∃(x; y; z) ∈ B}, b = sup{x : ∃(x; y; z) ∈ B}.

Äëÿ êàæäîãî x ∈ [a; b] îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

Bx = {(y; z) : (x; y; z) ∈ B},

ò.å. ñå÷åíèå òåëà B ïëîñêîñòüþ, ïàðàëëåëüíîé Oyz. Ïîÿñíèì ýòî íà ðèñóíêå:

Òåîðåìà 8.1. Ïóñòü B ⊂ R3 � îãðàíè÷åííîå òåëî, äëÿ êîòîðîãî âñå ñå÷åíèÿ Bx
êâàäðèðóåìû è âûïîëíåíî óñëîâèå: ∀ ε > 0 ∃ ðàçáèåíèå {ai} îòðåçêà [a; b], òàêîå,
÷òî

S∗
( ⋃
ai−16x6ai

Bx

)
− S∗

( ⋂
ai−16x6ai

Bx

)
< ε. (8)

Òîãäà B êóáèðóåìî è åãî îáúåì

V (B) =

b∫
a

S(Bx)dx. (9)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì ôóíêöèþ σ(x) = S(Bx). Çàôèêñèðóåì ε > 0. Ïóñòü
{ai}ni=0 � ðàçáèåíèå [a; b], ñîîòâåòñòâóþùåå ε. Äëÿ êàæäîãî ñëîÿ {ai−1 6 x 6 ai}
â ñèëó óñëîâèÿ (8) íàéäóòñÿ òàêèå ìíîãîóãîëüíûå ôèãóðû Mi è M

i, ÷òî⋃
ai−16x6ai

Bx ⊂M i;
⋂

ai−16x6ai

Bx ⊃Mi; S(M i)− S(Mi) < 2ε.

Òîãäà èìååì M∗ ⊂ B ⊂M∗, ãäå M∗ è M∗ � ìíîãîãðàííûå òåëà:

M∗ =
n⋃
i=1

(
[ai−1; ai]×M i

)
, M∗ =

n⋃
i=1

(
[ai−1; ai]×Mi

)
.

Ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå öåïî÷êè íåðàâåíñòâ:

V (M∗) 6 ∗S{ai}(σ) 6 b
aI∗(σ) 6 b

aI
∗(σ) 6 S∗{ai}(σ) 6 V (M∗);

V (M∗) 6 V∗(B) 6 V ∗(B) 6 V (M∗).

Ó÷èòûâàÿ îöåíêó
V (M∗)− V (M∗) < 2ε(b− a)

è ïðîèçâîëüíîñòü âûáîðà ε, ïîëó÷àåì

b
aI∗(σ) = b

aI
∗(σ) = V∗(B) = V ∗(B),

÷òî ïîëíîñòüþ äîêàçûâàåò (9).

Ðàññìîòðèì äâà âàæíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ.
Êîíè÷åñêîå òåëî. Ïóñòü U � êâàäðèðóåìàÿ ôèãóðà â ïëîñêîñòè {x = H}, òåëî B
åñòü îáúåäèíåíèå îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ íà÷àëî êîîðäèíàò ñ òî÷êàìè U . Óñëîâèå

(8), î÷åâèäíî, âûïîëíåíî. Ïî ñâîéñòâó ïîäîáíûõ ôèãóð S(Bx) =
x2

H2
S(U), 0 6 x 6

H. Âû÷èñëÿåì îáúåì

V (B) =

H∫
0

S(Bx)dx =
S(U)
H2

H∫
0

x2dx =
S(U)
H2

H3

3
=
H S(U)

3
.

Òåëî âðàùåíèÿ. Ïóñòü f(x) è g(x) � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íà [a; b], g(x) > f(x) >
0. Áóäåì âðàùàòü ôèãóðó

Φgf = {a 6 x 6 b; f(x) 6 y 6 g(x)}

âîêðóã îñè Ox. Ïîëó÷èòñÿ òåëî

B =
{

(x; y; z) : a 6 x 6 b; f(x) 6
√
y2 + z2 6 g(x)

}
.

Äëÿ íåãî óñëîâèå (8) âûïîëíåíî; ñå÷åíèå Bx � êîëüöî (èëè êðóã ïðè f(x) = 0)
ïëîùàäüþ S(Bx) = π(g2(x)− f2(x)). Ñëåäîâàòåëüíî, îáúåì òåëà âðàùåíèÿ

V (B) = π

b∫
a

(
g2(x)− f2(x)

)
dx.
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Äàëåå áóäåì èçó÷àòü òîëüêî òåëà âðàùåíèÿ.

Ìåòîä öèëèíäðè÷åñêèõ ñëîåâ

Òåîðåìà 8.2. Ïóñòü òåëî B ïîëó÷åíî âðàùåíèåì ôèãóðû Φg0, ãäå g(x) > 0 íå-

ïðåðûâía íà [a; b], b > a > 0, âîêðóã îñè Oy, ò. e. îíî èìååò âèä

B = {(x; y; z) : a 6 ρ 6 b; 0 6 y 6 g(ρ)} , ρ =
√
x2 + z2.

Òîãäà B êóáèðóåìî è åãî îáúåì

V (B) = 2π

b∫
a

x g(x) dx. (10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {ai}ni=0 � ðàçáèåíèå îòðåçêà [a; b]. Ðàññìîòðèì îáúåäèíåíèÿ
ñîîñíûõ öèëèíäðè÷åñêèõ ñëîåâ:

C1 =
n⋃
i=1

{
ai−1 6 ρ 6 ai

0 6 y 6 inf
[ai−1;ai]

g

}
, C2 =

n⋃
i=1

{
ai−1 6 ρ 6 ai

0 6 y 6 sup
[ai−1;ai]

g

}
,

ãäå ρ =
√
x2 + z2. Òîãäà C1 ⊂ B ⊂ C2 è ñ ó÷åòîì îöåíêè

2ai−1(ai − ai−1) 6 a2
i − a2

i−1 6 2ai(ai − ai−1)

ìû ïîëó÷èì

V ∗(B)6V (C2)=
n∑
i=1

π
(
a2
i − a2

i−1

)
sup

[ai−1;ai]

g 6 2πS∗{ai}(x g(x));

V∗(B)>V (C1)=
n∑
i=1

π
(
a2
i − a2

i−1

)
inf

[ai−1;ai]
g > 2π ∗S{ai}(x g(x)).

Ïðè diam{ai} → 0 îáå ïðàâûå ÷àñòè ñòðåìÿòñÿ ê (10).
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Ïðèìåð 8.1.
Âû÷èñëèì îáúåì ñåêòîðà ΩRθ , âûðåçàåìîãî èç øàðà ðàäèóñà R êîíóñîì ñ óãëîì

ïîëóðàñòâîðà θ 6 π/2 (ðèñ. À). Îí ïîëó÷àåòñÿ âðàùåíèåì êðóãîâîãî ñåêòîðà{ ρ 6 R
0 6 ϕ 6 θ

}
=

{
0 6 y 6 R sin θ; y ctg θ 6 x 6

√
R2 − y2

}
âîêðóã îñè Ox. Âû÷èñëèì îáúåì ïî ôîðìóëå (10), ïîìåíÿâ ðîëÿìè êîîðäèíàòû x
è y:

V (ΩRθ ) = 2π

R sin θ∫
0

y
(√

R2 − y2 − y ctg θ
)
dy =

= 2π
(
−1

3
(R2 − y2)3/2 − y3

3
ctg θ

)∣∣∣∣R sin θ

0

=

=
2π
3

(
−(R cos θ)3 +R3 − (R sin θ)3 ctg θ

)
=

=
2πR3

3
(1− cos θ). (11)

Ìåòîä êîíè÷åñêèõ ñëîåâ

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ôîðìóëà (11) îñòàåòñÿ â ñèëå è äëÿ θ = π/2 (ïîëóøàð),
è äëÿ θ > π/2 (íåâûïóêëûé øàðîâîé ñåêòîð).

Ïóñòü r =
√
x2 + y2 + z2, ψ = arccos(x/r). Êîíè÷åñêèé ñëîé ΩRα;β= {α 6 ψ 6

β; r 6 R} ïîëó÷àåòñÿ âðàùåíèåì êðóãîâîãî ñåêòîðà U = {α 6 ϕ 6 β; ρ 6 R}
âîêðóã îñè Ox (ðèñ. Á). Eãî îáúåì

V (ΩRα;β) = V (ΩRβ )− V (ΩRα ) =

=
2πR3

3
(cosα− cosβ) =

2πR3

3
(β − α) sin θ,
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ãäå θ ∈ (α;β) ñóùåñòâóåò ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà.

Òåîðåìà 8.3. Ïóñòü R(ψ) � íåïðåðûâíàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ íà îò-

ðåçêå [α;β] ⊂ [0;π]. Òîãäà òåëî B, çàäàííîå óñëîâèÿìè α 6 ψ 6 β, r 6 R(ψ),
êóáèðóåìî, åãî îáúåì

V (B) =
2π
3

β∫
α

R3(ψ) sinψ dψ. (12)

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 8.2: ïî ðàçáèåíèþ {ai}ni=0

îòðåçêà [α;β] ñòðîÿòñÿ îáúåäèíåíèÿ êîíè÷åñêèõ ñëîåâ K1 è K2, òàêèå, ÷òî K1 ⊂
B ⊂ K2:

K1 =
n⋃
i=1

Ωinf{R(ψ): ai−16ψ6ai}
ai−1;ai

; K2 =
n⋃
i=1

Ωsup{R(ψ): ai−16ψ6ai}
ai−1;ai

;

èõ îáúåìû îöåíèì ñóììàìè Äàðáó ôóíêöèè
2π
3
R3(ψ) sinψ.

Ïðèìåð 8.2.
Íàéäåì îáúåì òåëà, ïîëó÷åííîãî âðàùåíèåì êðóãà

x2+(y−1)2 < 1 âîêðóã îñè Ox. Ýòî áóäåò òîð ñ äûðîé íóëåâîãî ðàäèóñà. Çàïèøåì
óðàâíåíèå êðóãà â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ:

(ρ cosϕ)2 + (ρ sinϕ− 1)2 = ρ2 − 2ρ sinϕ < 0 ⇐⇒ ρ < 2 sinϕ.

Ïî ôîðìóëå (12) ïîëó÷àåì

V =
2π
3

β∫
α

(2 sinϕ)3 sinϕ dϕ =
2π
3

3π = 2π2.
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Âû÷èñëèòü îáúåìû òåë, èíòåãðèðóÿ ïëîùàäè ãîðèçîíòàëüíûõ ñå÷åíèé:

8.1.

{
0 < z < 1− x2,
0 < y < 2− z.

8.2. x2 < y < z < 4.

Âû÷èñëèòü îáúåìû òåë, ïîëó÷åííûõ âðàùåíèåì ñëåäóþùèõ ôèãóð:

8.3. 0 < y < sin
πx

2
, 0 < x < 2 âîêðóã îñè Oy.

8.4. 0 < y < x
√

1− x âoêðóã îñè Ox (ðèñ. À).

8.5.
2

x− 1
< y < 2− x âoêðóã îñè Ox (ðèñ. Á).

8.6. Ñåãìåíò (x− 2)2 + y2 < 2, y > 1 âîêðóã îñè Oy.

8.7. ρ < sin 2ϕ (y > 0) âoêðóã îñè Ox.

8.8. Êàðäèîèäà ρ < 1 + cosϕ âoêðóã îñè Ox.



Ëåêöèÿ N o 9.
Äëèíû êðèâûõ

Îïðåäåëåíèå 9.1. Êðèâîé â ïðîñòðàíñòâå R3 (èëè íà ïëîñêîñòè R2) íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî âèäà

` = {P (t) = (x(t); y(t); z(t)) : t ∈ [α;β]}, (13)

ãäå x(t), y(t), z(t) � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íà [α;β].

Îïðåäåëåíèå 9.2. Êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé, åñëè ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå
ẋ = x′(t), ẏ = y′(t), ż = z′(t), íå îáðàùàþùèåñÿ â 0 îäíîâðåìåííî (ïðè t = α
èìåþòñÿ â âèäó ïðàâûå ïðîèçâîäíûå, ïðè t = β � ëåâûå).
Êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå tj : α = t0 < t1 <
. . . < tN = β, ÷òî ñîñòàâëÿþùèå åå êðèâûå {P (t) : t ∈ [tj−1; tj ]} ãëàäêèå.

Îïðåäåëåíèå 9.3. Äëèíà êðèâîé L(`) åñòü ñóïðåìóì äëèí âïèñàííûõ â íåå
ëîìàíûõ P0P1 . . . Pn, Pi = P (ti), ò. e.

L(`) = sup

{
n∑
k=1

| ~Pi−1Pi| : α = t0 < t1 < . . . < tn = β

}
.

Òåîðåìà 9.1. Äëèíà êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé (13)

L(`) =

β∫
α

√
ẋ2 + ẏ2 + ż2 dt = L. (14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ïðè ñòûêîâêå êðèâûõ äëèíû ñêëàäûâàþòñÿ, äîñòàòî÷-
íî äîêàçàòü òåîðåìó äëÿ ãëàäêîé êðèâîé. Ïóñòü ôóíêöèè ẋ, ẏ, ż íåïðåðûâíû íà
[α;β]. Òîãäà îíè ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíû, ïîýòîìó ∀ε > 0 ∃δ > 0: åñëè s, t ∈ [α;β],
|s− t| 6 δ, òî

|ẋ(s)− ẋ(t)|+ |ẏ(s)− ẏ(t)|+ |ż(s)− ż(t)| < ε.

Âîçüìåì ðàçáèåíèå {ti}ni=0 îòðåçêà [α;β] ñ äèàìåòðîì < δ è ïîñòðîèì ëîìàíóþ
P0P1 . . . Pn ñ êîíöàìè â óçëàõ ðàçáèåíèÿ. Îöåíèì åå äëèíó (îáîçíà÷èì xi = x(ti)
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è ò.ä.). Èìååì

L = L(P0P1 . . . Pn) =
n∑
i=1

| ~Pi−1Pi| =

=
n∑
i=1

√
(xi − xi−1)2 + (yi − yi−1)2 + (zi − zi−1)2.

Ïðèìåíèì òåîðåìó Ëàãðàíæà ïî îòäåëüíîñòè ê x(t), y(t) è z(t); çàòåì îöåíèì L,
ïðèìåíèâ íåðàâåíñòâî∣∣√a2 + b2 + c2 −

√
p2 + q2 + r2

∣∣ 6 |a− p|+ |b− q|+ |c− r|.

L =
n∑
i=1

(ti − ti−1)
√

(ẋ(ξi))2 + (ẏ(ηi))2 + (ż(ζi))2 >

>
n∑
i=1

(ti − ti−1)
(√

(ẋ(ti))2 + (ẏ(ti))2 + (ż(ti))2 − ε
)

=

= S
{ti}
{ti} − ε(β − α),

ãäå S
{ti}
{ti} � èíòåãðàëüíàÿ ñóììà äëÿ èíòåãðàëà (14), êîòîðàÿ ñòðåìèòñÿ ê L ïðè

δ → 0. Ñëåäîâàòåëüíî, L(`) > L. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

L(P0P1 . . . Pn) 6 L+ ε (15)

ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì diam{ti}. Íî åñëè diam{ti} íåäîñòàòî÷íî ìàë, òî â ëîìàíóþ
ìîæíî âïèñàòü ëîìàíóþ èç áîëåå ìåëêèõ îòðåçêîâ, äëèíà êîòîðîé íå ìåíüøå
èñõîäíîé. Òàêèì îáðàçîì, îöåíêà (15) âåðíà äëÿ ëþáîé ëîìàíîé è ëþáîãî ε > 0
=⇒ L(`) = supL(P0P1 . . . Pn) 6 L.

Ñëåäñòâèå 9.1. Åñëè ïëîñêàÿ êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì íåïðåðûâíîé ôóíêöèè

y = f(x), a 6 x 6 b, èìåþùåé êóñî÷íî-íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ, òî îíà êóñî÷-

íî-ãëàäêàÿ è åå äëèíà

L{y = f(x), a 6 x 6 b} =

b∫
a

√
1 + (f ′(x))2 dx. (16)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâèì â ôîðìóëó (14) x = t, y = = f(t), z = 0.

Ñëåäñòâèå 9.2. Åñëè ïëîñêàÿ êðèâàÿ ` çàäàíà â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ: ρ =
R(ϕ), α 6 ϕ 6 β, è ôóíêöèÿ R(ϕ) > 0 èìååò êóñî÷íî-íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ,

òî îíà êóñî÷íî-ãëàäêàÿ è åå äëèíà

L(`) =

β∫
α

√
R2(ϕ) + (R′(ϕ))2 dϕ. (17)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâèâ â ôîðìóëó (14) ϕ = t, ïîëó÷aeì x = R(t) cos t,
y = R(t) sin t,
z = 0,

 ẋ = Ṙ cos t−R sin t,
ẏ = Ṙ sin t+R cos t,
ż = 0,

îòêóäà
√
ẋ2 + ẏ2 + ż2 =

√
R2 + Ṙ2.

Ïðèìåð 9.1.
Íàéòè äëèíó ó÷àñòêà ãðàôèêà y = ex îò x = 0 äî x = 1. Ïî ôîðìóëå (16)

ïîëó÷àåì

L =

1∫
0

√
1 + e2xdx =

[
x = ln y
dx = dy/y

]
=

e∫
1

√
1 + y2

y
dy =

=

e∫
1

1 + y2

y
√

1 + y2
dy =

e∫
1

dy

y
√

1 + y2
+

e∫
1

y dy√
1 + y2

=

[â ïåðâîì èíòåãðàëå çàìåía t = 1/y, âî âòîðîì z = 1 + y2]

= −
1/e∫
1

dt

t2 t−1
√

1 + t−2
+

1+e2∫
2

dz

2
√
z

=

1∫
1/e

dt√
t2 + 1

+
√
z
∣∣1+e2
2

=

= ln(1 +
√

2)− ln(e−1 +
√

1 + e−2) +
√

1 + e2 −
√

2 ≈ 2,003.

Ïðèìåð 9.2.
Íàéòè äëèíó ÷àñòè ãèïåðáîëè÷åñêîé ñïèðàëè {ρ = ϕ−1}, ëåæàùóþ â êðóãå

{ρ 6 1}. Óñëîâèþ ρ 6 1 îòâå÷àåò ϕ èç [1;+∞).
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Ðàññìîòðèì ó÷àñòîê c ϕ ∈ [1;T ]. Ïî ôîðìóëå (17)

L =

T∫
1

√
ϕ−2 + ϕ−4dϕ =

T∫
1

√
ϕ2 + 1
ϕ2

dϕ =

=

T∫
1

dϕ√
1 + ϕ2

+

T∫
1

dϕ

ϕ2
√

1 + ϕ2
=

[âî âòîðîì èíòåãðàëå äåëàåì çàìåíó t = 1/ϕ]

= ln(T +
√
T 2 + 1)−

1/T∫
1

tdt√
t2 + 1

=

= ln(T +
√
T 2 + 1)−

√
T−2 + 1 +

√
2.

Ïðè T → +∞ ýòà äëèíà íåîãðàíè÷åííî ðàñòåò.

Oòâåò: äëèíà ñïèðàëè áåñêîíå÷íà.
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Âû÷èñëèòü äëèíû êðèâûõ:

9.1. Äóãà ïàðàáîëû y = (x− 1)(3− x) > 0.

9.2. Âèòîê ëîãàðèôìè÷åñêîé ñïèðàëè ρ=eϕ/4, 06ϕ62π.

9.3. Êàðäèîèäà ρ = 1 + cosϕ.

9.4. Ïðîñòðàíñòâåííàÿ êðèâàÿ y = x2, z =
2x3

3
, 0 6 x 6 2.

9.5. Âèòîê âèíòîâîé ëèíèè x = cos t, y = sin t, z = kt, 0 6 t 6 2π.

9.6. Äîêàçàòü, ÷òî äëèíà ýëëèïñà ñ ïîëóîñÿìè 1 è
√

2 ðàâíà äëèíå ñèíóñîèäû
y = sinx, 0 6 x 6 2π.



Ëåêöèÿ N o 10.
Ïëîùàäè ïoâåðõíîñòåé âðàùåíèÿ

Ïóñòü ïîâåðõíîñòü Σ ïîëó÷åíà âðàùåíèåì âîêðóã îñèOx ãëàäêîé íåñàìîïåðåñåêàþùåéñÿ
êðèâîé

` = {x = x(t), y = y(t), α 6 t 6 β},
ðàñïîëîæåííîé â ïîëóïëîñêîñòè {(x; y) : y > 0}. Èíòóèòèâíî ïîíÿòíî, ÷òî
ïëîùàäü Σ ðàâíà ïðåäåëó ïëîùàäåé ïîâåðõíîñòåé Σ{ti}, ïîëó÷åííûõ âðàùåíèåì
ëîìàíûõ

P0P1 . . . Pn, Pi = (x(ti); y(ti)) = (xi; yi),

âîêðóã îñè Ox:
S(Σ{ti}) → S(Σ) ïðè diam{ti} → 0.

Íàéäåì ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ΣAB , ïîëó÷åííîé âðàùåíèåì îòðåçêà AB âîêðóã
Ox. Îíà ìîæåò èìåòü ðàçíûé âèä:

åñëè yA = yB , òî öèëèíäð, S = 2πyA |xA − xB |;
åñëè yA > yB , xA = xB , òî êðóã (ïðè yB > 0 � ñ êðóãëîé äûðîé), S =

π(y2
A − y2

B);
åñëè yA > yB , xA 6= xB , òî áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü êîíóñà (ïðè yB > 0 �

óñå÷åííîãî), S = π(yA + yB)| ~AB|.

Âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ âåðíà ôîðìóëà

S(ΣAB) = π(yA + yB)
√

(xA − xB)2 + (yA − yB)2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè Σ{ti}

S(Σ{ti}) = 2π
n∑
i=1

yi−1 + yi
2

√
(xi − xi−1)2 + (yi − yi−1)2 =

=2π
n∑
i=1

y(θi)
√

(ẋ(ξi))2+(ẏ(ηi))2 (ti − ti−1), θi, ξi, ηi∈(ti−1; ti)

ïðè diam{ti} → 0 ñòðåìèòñÿ ê

S(Σ) = 2π

β∫
α

y(t)
√
ẋ2 + ẏ2 dt. (18)
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Ñëåäñòâèå 10.1. Åñëè ïëîñêàÿ êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì íåïðåðûâíîé ôóíê-

öèè y = f(x) > 0, a 6 x 6 b, èìåþùåé íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ, òî ïëîùàäü

ïîâåðõíîñòè, ïîëó÷åííîé âðàùåíèåì åå âîêðóã îñè Ox,

S{a6x6b;
√
y2 + z2 =f(x)} = 2π

b∫
a

f(x)
√

1 + (f ′(x))2 dx.

Åñëè (ïðè a > 0) âðàùàòü òó æå êðèâóþ âîêðóã îñè Oy, òî ïîëó÷èì ïëîùàäü

S{a6ρ=
√
x2 + z2 6b; y=f(ρ)} = 2π

b∫
a

x
√

1 + (f ′(x))2 dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâèì â ôîðìóëó (18) x = t, y = = f(t). Òîëüêî âî âòîðîì
ñëó÷àå x è y â íåé ïîìåíÿþòñÿ ðîëÿìè.

Ñëåäñòâèå 10.2. Åñëè ïëîñêàÿ êðèâàÿ çàäàíà â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ: ρ =
R(ϕ), 0 6 α 6 ϕ 6 β 6 π, è ôóíêöèÿ R(ϕ) > 0 èìååò íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ,

òî ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè Σ, ïîëó÷åííîé âðàùåíèåì åå âîêðóã îñè Ox,

S(Σ) = 2π

β∫
α

R(ϕ) sinϕ
√
R2(ϕ) + (R′(ϕ))2 dϕ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâèì â ôîðìóëó (18) ϕ = t, òîãäà x = R(t) cos t, y =
R(t) sin t > 0.

Ïðèìåð 10.1.
Äëèíà äóãè ` ãèïåðáîëû y = 1/x, 1 6 x 6 b, âûðàæàåòñÿ íåáåðóùèìñÿ èíòåã-

ðàëîì

b∫
1

√
1 + x−4 dx.

Åñëè æå ìû áóäåì âû÷èñëÿòü ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè Σ, ïîëó÷åííîé âðàùåíèåì `
âîêðóã îñè Ox, òî ñìîæåì âûðàçèòü èíòåãðàë àíàëèòè÷åñêè:

S(Σ) = 2π

b∫
1

1
x

√
1 + x−4 dx =

[u=
√

1 + x−4 =⇒ x=(u2 − 1)−1/4; dx=−1
2
(u2 − 1)−5/4udu]

= −π

√
1+b−4∫
√

2

u2du

u2 − 1
=
π

2

(
2u+ ln

u− 1
u+ 1

)∣∣∣∣
√

2

√
1+b−4

=

=
π

2

(
2
√

2 + ln
√

2− 1√
2 + 1

− 2
√

1 + b−4 − ln
√

1 + b−4 − 1√
1 + b−4 + 1

)
.
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Âû÷èñëèòü ïëîùàäè ïîâåðõíîñòåé, ïîëó÷åííûõ âðàùåíèåì ñëåäóþùèõ êðèâûõ:

10.1. Äóãà ïàðàáîëû èç çàäà÷è 9.1 âîêðóã îñè Oy.

10.2. Êàðäèîèäà èç çàäà÷è 9.3 âîêðóã îñè Ox.

10.3. y = tg x, 0 6 x 6 π/3, âîêðóã îñè Ox.

10.4. Äóãà öèêëîèäû x = t− sin t, y = 1− cos t, 0 6 t 6
π

2
, âîêðóã îñè Oy.

10.5. Ñôåðó ðàäèóñîì R ïåðåñåêàþò äâå ïàðàëëåëüíûå ïëîñêîñòè, ðàññòîÿíèå
ìåæäó êîòîðûìè D. Íàéòè ïëîùàäü ÷àñòè ñôåðû, ëåæàùåé ìåæäó ïëîñêîñòÿìè.



Ëåêöèÿ N o 11.

Ôèçè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ
îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ

Ïðè ïîìîùè îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà âû÷èñëÿþò ïîëíîå çíà÷åíèå àääèòèâíîé
ñêàëÿðíîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû, åñëè èçâåñòíà ïëîòíîñòü åå ðàñïðåäåëåíèÿ (ëèíåéíàÿ,
ïîâåðõíîñòíàÿ èëè îáúåìíàÿ) è ýòà ïëîòíîñòü çàâèñèò ëèøü îò îäíîé êîîðäèíàòû.
Ïðèìåðû ñêàëÿðíûõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí: ìàññà, çàðÿä, ýíåðãèÿ (ïîòåíöèàëüíàÿ,
êèíåòè÷åñêàÿ, òåïëîâàÿ), ñòàòè÷åñêèé ìîìåíò, ìîìåíò èíåðöèè, âðåìÿ äâèæåíèÿ,
îäíà èç êîìïîíåíò ñèëû, äåéñòâóþùåé íà òåëî (äàâëåíèå, ïðèòÿæåíèå) èëè âûçû-
âàåìîé ýòèì òåëîì, ìîìåíò òàêîé ñèëû.

1. Ãëàäêàÿ êðèâàÿ. Ïóñòü êðèâàÿ çàäàíà â âèäå

` = {(x(t); y(t); z(t)) : t ∈ [α;β]},

è íà íåé àääèòèâíàÿ âåëè÷èíà M èìååò ëèíåéíóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ τ(t).
Ïîëíîå çíà÷åíèåM è ñðåäíåå çíà÷åíèå τ (ñðåäíÿÿ ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü) âû÷èñëÿ-
þòñÿ òàê:

M(`) =

β∫
α

τ(t)
√

(x′(t))2 + (y′(t))2 + (z′(t))2 dt;

τ =
M(`)
L(`)

.

Ïðèìåð 11.1.
Ñ êàêîé ñèëîé ~F ìàññà 1 êã â òî÷êå O(0; 0; 0) ïðèòÿãèâàåòñÿ ñòåðæíåì {x =

b; z = 0; |y| 6 a} ñ ïîñòîÿííîé ëèíåéíîé ïëîòíîñòüþ τ(êã/ì)?

Èç ñèììåòðèè ñëåäóåò Fy = Fz = 0. Ìàññà m â òî÷êå P (x; y; z) ïðèòÿãèâàåò

òî÷êó O ñ ñèëîé
Gm

| ~OP |3
~OP . Ñëåäîâàòåëüíî, ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ Fx ðàâíà
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Gτb

(b2 + y2)3/2
. Òàêèì îáðàçîì,

Fx = Gτb

a∫
−a

dy

(b2 + y2)3/2
=

[
y = b tg t; dy =

b dt

cos2 t

]
=

= Gτb

arctg(a/b)∫
− arctg(a/b)

cos t dt
b2

=
Gτ

b
2 sin arctg

a

b
=

2a G τ

b
√
b2 + a2

.

2. Ïëîñêàÿ ïëàñòèíà. Åñëè ïëàñòèíà Π èìååò âèä

{a 6 x 6 y; f(x) 6 y 6 g(x)},

ãäå g(x) > f(x) êóñî÷íî-íåïðåðûâíû, è âåëè÷èíà M èìååò ïîâåðõíîñòíóþ ïëîò-
íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ σ(x), òî ïîëíîå çíà÷åíèå M è ñðåäíåå çíà÷åíèå σ âû÷èñëÿ-
þòñÿ òàê:

M(Π) =

b∫
a

(g(x)− f(x))σ(x)dx; σ =
M(Π)
S(Π)

. (19)

3. Òðåõìåðíîå òåëî. Ïóñòü B � êóáèðóåìîå òåëî, ïóñòü a = min
B

x, b =

max
B

x, Bx � ñå÷åíèÿ B ïëîñêîñòÿìè, ïàðàëëåëüíûìè Oyz; âåëè÷èíà M èìååò

ïðîñòðàíñòâåííóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ γ(x). Òîãäà ïîëíîå çíà÷åíèå M è
ñðåäíåå çíà÷åíèå γ âû÷èñëÿþòñÿ òàê:

M(B) =

b∫
a

S(Bx)γ(x)dx; γ =
M(B)
V (B)

. (20)

Ïðèìåð 11.2.
Çà êàêîå âðåìÿ âîäà âûòå÷åò èç êîíè÷åñêîé âîðîíêè âûñîòîé H è ðàäèóñîì

R, åñëè ñêîðîñòü âûòåêàíèÿ C
√
z (ì3/c); z � ãëóáèíà, C � çàäàííàÿ êîíñòàíòà?

Ïðåäñòàâèì âîðîíêó â âèäå

B =
{√

x2 + y2 6
Rz

H
; 0 6 z 6 H

}
.

Âðåìÿ âûòåêàíèÿ âîäû T èìååò ïðîñòðàíñòâåííóþ ïëîòíîñòü γ = (C
√
z)−1. Ïî

ôîðìóëå (20) ïîëó÷àåì

T =

H∫
0

S(Bz)
C
√
z
dz =

H∫
0

πR2z2

H2C
√
z
dz =

πR2

H2C

H∫
0

z3/2dz =
2πR2

√
H

5C
.

Âàæíûå ïðèëîæåíèÿ êðàòíûõ èíòåãðàëîâ � âû÷èñëåíèåìîìåíòîâ è öåíòðîâ
ìàññ. Åñëè äàíà ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññû % (ëèíåéíàÿ, ïîâåðõíîñòíàÿ èëè
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îáúåìíàÿ), òî ñòàòè÷åñêèå ìîìåíòû è ìîìåíòû èíåðöèè èìåþò ñîîòâåòñòâóþùèå
ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ:

Mx ïëîòíîñòü x %;
My ïëîòíîñòü y %;
Mz ïëîòíîñòü z %;

JOx ïëîòíîñòü (y2 + z2)%;
JOy ïëîòíîñòü (x2 + z2)%;
JOz ïëîòíîñòü (x2 + y2)%.

Åñëè ïîëó÷àåòñÿ ïëîòíîñòü, çàâèñÿùàÿ îò îäíîé êîîðäèíàòû, òî ìîìåíò ìîæíî

âû÷èñëèòü ÷åðåç èíòåãðàë. Öåíòð ìàññ èìååò êîîðäèíàòû xc =
Mx

M
, yc =

My

M
,

zc =
Mz

M
.

Ïðèìåð 11.3.
Íàéòè öåíòð ìàññ ïîëóøàðà ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòè. Çàäàäèì ïîëóøàð â âèäå

0 6 x 6 R,
√
y2 + z2 6

√
R2 − x2.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïëîòíîñòü = 1 (ðåçóëüòàò îò íåå íå çàâèñèò). Èç ñèììåòðèè
î÷åâèäíî, ÷òî yc = zc = 0. Bû÷èñëèì ìàññó M è ñòàòè÷åñêèé ìîìåíò Mx:

M = π

R∫
0

(R2 − x2)dx = π
(
R2x− x3

3

)∣∣∣R
0

=
2
3
πR3,

Mx = π

R∫
0

(R2 − x2)x dx = π
(R2x2

2
− x4

4

)∣∣∣R
0

=
πR4

4
,

îòñþäà xc =
Mx

M
=

3
8
R.

Îòâåò: C(3R/8; 0; 0).

Ïðèìåð 11.4.
Íàéòè ìîìåíò èíåðöèè êðóãëîé ïëàñòèíû ðàäèóñîì R è ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòè

1êã/ì2 îòíîñèòåëüíî eå äèàìåòðà. Ïðåäñòàâèì ïëàñòèíó â âèäå {|y| 6
√
R2 − x2}

è âûáåðåì äèàìåòð, ëåæàùèé íà îñè Oy. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ JOy ðàâíà
x2 + z2 = x2. Ïî ôîðìóëå (19)

JOy =

R∫
−R

2
√
R2 − x2 x2dx = [ïîäñòàíîâêà x = R sin t]

=

π/2∫
−π/2

2R4 cos2 t sin2 t dt =
R4

2

π/2∫
−π/2

sin2 2t dt =
πR4

4
(êã · ì2).

Ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû Ãóëüäåíà áûâàþò ïîëåçíû ïðè âû÷èñëåíèè îáúåìîâ
òåë âðàùåíèÿ è ïëîùàäåé ïîâåðõíîñòåé âðàùåíèÿ.

Òåîðåìà 11.1. Îáúåì òåëà B, ïîëó÷åííîãî âðàùåíèåì âîêðóã îñè Oy êâàäðèðó-
åìîé ôèãóðû Φ, ðàñïîëîæåííîé â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè, ðàâåí V (B) = 2πS(Φ)xc,
ãäå C � öåíòð ìàññ Φ, åñëè åå ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü ≡ 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ Φ = {a 6 x 6 b; f(x) 6 y 6 g(x)} ïîëó÷èì

S(Φ)xc = Mx(Φ) =
∫ b

a

x(g(x)− f(x))dx =
V (B)
2π

.

Åñëè Φ ñêëååíà èç íåñêîëüêèõ ôèãóð òàêîãî âèäà, òî è ñòàòè÷åñêèå ìîìåíòû, è
îáúåìû ñëîæàòñÿ.

Òåîðåìà 11.2. Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè Σ, ïîëó÷åííîé âðàùåíèåì âîêðóã îñè Oy
êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé `, ðàñïîëîæåííîé â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè, ðàâía S(Σ) =
2πL(`)xc, ãäå C � öåíòð ìàññ `, åñëè åå ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü ≡ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ` = {(x(t); y(t)) : α 6 t 6 β}. Ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü

ðàñïðåäåëåíèÿMx ðàâíà x, ïîýòîìó L(`)xc = Mx(`) =
∫ β

α

x(t)
√

(x′(t))2 + (y′(t))2 dt =
S(Σ)
2π

.

Ïðèìåð 11.5.
Äàí òîð, ïîëó÷åííûé âðàùåíèåì îêðóæíîñòè ðàäèóñîì r ñ öåíòðîì C(R; 0),

R > r > 0, âîêðóã îñè Oy. Öåíòðû ìàññ îêðóæíîñòè è êðóãà ñîâïàäàþò ñ C.
Ñëåäîâàòåëüíî, îáúåì è ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè òîðà

V = 2π · πr2 ·R = 2π2Rr2; S = 2π · 2πr ·R = 4π2Rr.

Çàäà÷è ïî òåìå ëåêöèè 11

11.1. Êàêóþ ðàáîòó íàäî ñîâåðøèòü, ÷òîáû âûêà÷àòü æèäêîñòü ïëîòíîñòüþ % èç
ðåçåðâóàðà â ôîðìå êîíóñà âåðøèíîé âíèç ñ âûñîòîé H è ðàäèóñîì îñíîâàíèÿ
R ?

11.2. Èç êîíè÷åñêîãî ðåçåðâóàðà âåðøèíîé âíèç ÷åðåç îòâåðñòèå â âåðøèíå âîäà
âûòåêëà çà T = 1 ÷. ×åðåç êàêîå âðåìÿ ïîñëå íà÷àëà âûòåêàíèÿ óðîâåíü âîäû
ïîíèçèëñÿ íàïîëîâèíó?

11.3. Äâà îäíîèìåííî çàðÿæåííûõ øàðèêà íàõîäèëèñü íà ðàññòîÿíèè 1 ì è îòòàëêèâàëèñü
ñ ñèëîé 1Í. Êàêóþ ðàáîòó íàäî ñîâåðøèòü, ÷òîáû ïðèäâèíóòü îäèí øàðèê ê
äðóãîìó íà ðàññòîÿíèå 0,1 ì ?
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11.4. Íàéòè ìîìåíò èíåðöèè ïëàñòèíû â ôîðìå ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà
ñî ñòîðîíîé a è ìàññîé M îòíîñèòåëüíî åãî ìåäèàíû.

Íàéòè öåíòðû ìàññ ñëåäóþùèõ òåë:

11.5. Êîíóñ ñ ðàäèóñîì îñíîâàíèÿ R è âûñîòîé H, ïëîòíîñòü ïðîïîðöèîíàëü-
íà ðàññòîÿíèþ îò îñíîâàíèÿ. Ïîìåñòèòü íà÷àëî êîîðäèíàò â öåíòð îñíîâàíèÿ,
âåðøèíà íà îñè Oz.

11.6. Óñå÷åííûé êîíóñ ñ ðàäèóñàìè îñíîâàíèé R > r è âûñîòîé h, ïëîòíîñòü
ïîñòîÿííà. Ïîìåñòèòü íà÷àëî êîîðäèíàò â öåíòð áîëüøîãî îñíîâàíèÿ, îñü êîíóñà
íà îñè Oz.

11.7. Ïðîâåðèòü ïî òåîðåìàì Ãóëüäåíà ðåçóëüòàòû çàäà÷ 8.3 è 10.1.



Ëåêöèÿ N o 12.
Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû

Îáû÷íûé èíòåãðàë Ðèìàíà ïðèìåíèì òîëüêî äëÿ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé íà îãðà-
íè÷åííûõ ïðîìåæóòêàõ. Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû ïîçâîëÿþò ðàñøèðèòü âîçìîæíîñòè
èíòåãðèðîâàíèÿ: 1-ãî ðîäà � íà íåîãðàíè÷åííûå ïðîìåæóòêè, 2-ãî ðîäà � íà
íåîãðàíè÷åííûå ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 12.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà íà êàæäîì îòðåçêå

[a;β], β > a. Íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì 1-ãî ðîäà ïî ëó÷ó [a; +∞) íàçû-

âàåòñÿ ïðåäåë
+∞∫
a

f(x)dx = lim
β→+∞

β∫
a

f(x)dx.

Åñëè ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí, òî ãîâîðÿò, ÷òî íåñîáñòâåííûé èí-

òåãðàë ñõîäèòñÿ, åñëè áåñêîíå÷åí èëè íå ñóùåñòâóåò, òî � ðàñõîäèòñÿ.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë 1-ãî ðîäà ïî ëó÷ó (−∞; b]:

b∫
−∞

f(x)dx = lim
α→−∞

b∫
α

f(x)dx.

Áóäåì íàçûâàòü îñîáûìè òî÷êàìè òî÷êè ðàçðûâà 2-ãî ðîäà ôóíêöèè f(x).

Îïðåäåëåíèå 12.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà íà êàæäîì îòðåçêå

[a;β], a < β < b. Íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì 2-ãî ðîäà ïî îòðåçêó [a; b] ñ
îñîáîé òî÷êîé b íàçûâàåòñÿ ïðåäåë

b∫
a

f(x)dx = lim
β→b−0

β∫
a

f(x)dx.

Åñëè ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí, òî ãîâîðÿò, ÷òî íåñîáñòâåííûé èí-

òåãðàë ñõîäèòñÿ, åñëè áåñêîíå÷åí èëè íå ñóùåñòâóåò, òî � ðàñõîäèòñÿ.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë 2-ãî ðîäà ïî îòðåçêó [a; b]
ñ îñîáîé òî÷êîé a:

b∫
a

f(x)dx = lim
α→a+0

b∫
α

f(x)dx.

Ïðèìåð 12.1.
Èíòåãðàë ñòåïåííîé ôóíêöèè ïî [1;+∞):

+∞∫
1

x−1 dx = lim
β→+∞

β∫
1

x−1 dx = lim
β→+∞

(lnβ − ln 1) = +∞;
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+∞∫
1

xp dx = lim
β→+∞

β∫
1

xp dx = lim
β→+∞

βp+1 − 1
p+ 1

=

=
{
|p+ 1|−1 ïðè p < −1

+∞ ïðè p > −1.

Èíòåãðàë ñõîäèòñÿ ïðè p < −1, ðàñõîäèòñÿ ïðè p > −1.

Ïðèìåð 12.2.
Èññëåäóåì íà ñõîäèìîñòü èíòåãðàë ñòåïåííîé ôóíêöèè ïî îòðåçêó [0; 1]. Ïðè

p < 0 òî÷êà 0 � îñîáàÿ.

1∫
0

x−1 dx = lim
α→+0

1∫
α

x−1 dx = lim
α→+0

(ln 1− lnα) = +∞;

1∫
0

xp dx = lim
α→+0

1∫
α

xp dx = lim
α→+0

1− αp+1

p+ 1
=

=
{

(p+ 1)−1 ïðè p > −1
+∞ ïðè p < −1.

Èíòåãðàë ñõîäèòñÿ ïðè p > −1, ðàñõîäèòñÿ ïðè p 6 −1.

Ïðèìåð 12.3.
Èíòåãðàë óáûâàþùåé ýêñïîíåíòû ñõîäèòñÿ: ïðè 0 < A < < 1 ïîëó÷èì

+∞∫
0

Ax dx = lim
β→+∞

β∫
0

Ax dx = lim
β→+∞

Aβ − 1
lnA

=
−1
lnA

.

Íî íå âñåãäà áûâàåò âîçìîæíî ïðîâåðèòü ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà íåïîñðåäñò-
âåííî. Ðàññìîòðèì îñíîâíûå ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè. Äëÿ ïðîñòîòû ôîðìóëèðîâîê
îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà 1-ãî ðîäà ïî ëó÷ó [a; +∞): ñëó÷àè
(−∞; b] è 2-ãî ðîäà àíàëîãè÷íû.

Ëåììà 12.1. Êðèòåðèé Êîøè. Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ â òîì è

òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè

∀ε > 0 ∃N > a : ∀γ > β > N

∣∣∣∣
γ∫
β

f(x)dx
∣∣∣∣ < ε. (21)

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå (21) ðàâíîñèëüíî êðèòåðèþ Êîøè ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷-
íîãî ïðåäåëà lim

β→+∞
F (β) äëÿ ôóíêöèè

F (β) =

β∫
a

f(x)dx.
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Èç êðèòåðèÿ Êîøè âûòåêàåò, ÷òî ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà íå
çàâèñèò îò ïîâåäåíèÿ f(x) íà íà÷àëüíîì îòðåçêå [a;A], êàêîå áû A > a ìû íè
çàôèêñèðîâàëè.

Îïðåäåëåíèå 12.3. Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë îò ôóíêöèè f(x) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî,
åñëè ñõîäèòñÿ òàêîé æå èíòåãðàë îò ôóíêöèè |f(x)|.

Ëåììà 12.2. Åñëè íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë îò ôóíêöèè f(x) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî,
òî îí ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè èíòåãðàë

∫ +∞

a

|f(x)|dx ñõîäèòñÿ, òî ïî êðèòåðèþ Êîøè

∀ ε > 0 ∃N > a :

∀γ > β > N ε >

∫ γ

β

|f(x)|dx >

∣∣∣∣∫ γ

β

f(x)dx
∣∣∣∣.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå êðèòåðèÿ Êîøè âûïîëíåíî è äëÿ èíòåãðàëà îò f(x).

Îïðåäåëåíèå 12.4. Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë îò ôóíêöèè f(x) ñõîäèòñÿ óñëîâíî,
åñëè îí ñõîäèòñÿ, íî òàêîé æå èíòåãðàë îò ôóíêöèè |f(x)| ðàñõîäèòñÿ.

Ëåììà 12.3. Ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ. Ïóñòü f(x) è g(x) èíòåãðèðóåìû íà êà-

æäîì [a;β] è g(x) > f(x) > 0 íà [A; +∞) ïðè íåêîòîðîì A > a. Òîãäà∫ +∞

a

g(x)dx ñõîäèòñÿ =⇒
∫ +∞

a

f(x)dx ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè óñëîâèå êðèòåðèÿ Êîøè âûïîëíåíî äëÿ g(x), òî îíî âû-
ïîëíåíî è äëÿ f(x).

Ñëåäñòâèå 12.1. Ïðåäåëüíûé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ.
Ïóñòü f(x) è g(x) èíòåãðèðóåìû íà êàæäîì [a;β],
g(x) > 0, f(x) > 0 è f(x) ∼ g(x) ïðè x→ +∞. Òîãäà

+∞∫
a

g(x)dx ñõîäèòñÿ⇐⇒
+∞∫
a

f(x)dx ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. ∃N>a:
∣∣∣f(x)
g(x)

− 1
∣∣∣ < 1

2
ïðè x > N . Òîãäà ìîæíî ïðèìåíèòü

ëåììó 12.3 ê íåðàâåíñòâàì
f(x) < 2g(x) è g(x) < 2f(x).

Ïðèìåð 12.4.

Ïðîâåðèì íà ñõîäèìîñòü èíòåãðàë

∫ +∞

0

e−x
2
dx. Èíòåãðàë íåáåðóùèéñÿ. Ïðèìåíèì

ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ. Ïðè x > 1 èìååì e−x
2

6 e−x;

+∞∫
0

e−xdx ñõîäèòñÿ =⇒
+∞∫
0

e−x
2
dx ñõîäèòñÿ.
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Ïðèìåð 12.5.
Èññëåäóåì èíòåãðàë ∫ 5

2

dx√
2x − 4

.

Â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè 2 ïðèìåíèì ïðåäåëüíûé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ, âñïîìíèâ
ýêâèâàëåíòíîñòü at − 1 ∼ t ln a ïðè t→ 0. Ïðè x→ 2 èìååì

2x − 4 = 4(2x−2 − 1) ∼ 4 ln 2 (x− 1);

1
2
√

ln 2

5∫
2

dx√
x− 1

ñõîäèòñÿ =⇒
5∫

2

dx√
2x − 4

ñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð 12.6.

Èíòåãðàë

∫ +∞

0

sinx
x

dx ñõîäèòñÿ óñëîâíî.

Äåéñòâèòåëüíî, èíòåãðàë îò ìîäóëÿ ôóíêöèè ðàñõîäèòñÿ:

πN∫
0

| sinx|
x

dx >
N∑
n=1

πn∫
π(n−1)

| sinx|
πn

dx =
N∑
n=1

2
πn

>

>
2
π

N∑
n=1

n+1∫
n

dx

x
=

2
π

N+1∫
1

dx

x
=

2 ln(N + 1)
π

−→
N→∞

+∞.

Òåïåðü ïðè β > π/2 ïðèìåíèì ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:

β∫
π/2

−d cosx
x

=
− cosx
x

∣∣∣∣β
π
2

+

β∫
π/2

cosx
−dx
x2

−→
β→+∞

0−
+∞∫
π/2

cosx
dx

x2
.

Ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí, ïîñêîëüêó íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

∫ +∞

π/2

cosx dx
x2

àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ:
∣∣∣cosx
x2

∣∣∣ 6 x−2 (ñì. ïðèìåð 12.1). Íà

îòðåçêå æå [0;π/2] ôóíêöèÿ sinx/x èíòåãðèðóåìà.

Ïðèìåð 12.7.
¾Ïàðàäîêñ ìàëÿðà¿. Ïóñòü ïîëîâèíà âåòâè ãèïåðáîëû {y = 1/x, x > 1}

âðàùàåòñÿ âîêðóã ñâîåé àñèìïòîòû Ox (ñì. ðèñ. íà ñ. 63). Âû÷èñëèì âíóòðåííèé
îáúåì ïîëó÷àþùåéñÿ òðóáû:

V∗ = sup
β>1

β∫
1

π

x2
dx = π lim

β→+∞

(
− 1
β

+
1
1

)
= π < +∞.
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Bû÷èñëèì ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè:

S = 2π lim
b→+∞

b∫
1

1
x

√
1 + x−4 dx =

=
π

2
lim

b→+∞

(
2
√

1 + x−4 + ln
√

1 + x−4 − 1√
1 + x−4 + 1

)∣∣∣∣1
b

= +∞.

Äîêàçàòü ðàñõîäèìîñòü ýòîãî èíòåãðàëà ìîæíî è áåç òî÷íîãî âû÷èñëåíèÿ: ïðè

x→ +∞ èìååì
1
x

√
1 + x−4 ∼ 1

x
è ïðèìåíèì ïðåäåëüíûé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ñîñòàâíûõ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ. Ïóñòü
I � çàìêíóòûé ïðîìåæóòîê, a ôóíêöèÿ f(x) èìååò íà I êîíå÷íîå ìíîæåñòâî
îñîáûõ òî÷åê. Ñîñòàâíîé íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ôóíêöèè f ïî I îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ðàçîáüåì I íà îòðåçêè [ak−1; ak], êàæäûé èç êîòîðûõ ñîäåðæèò ëèøü îäíó
îñîáóþ òî÷êó, ÿâëÿþùóþñÿ åãî êîíöîì, à òàêæå ëó÷è, åñëè:

I íå îãðàíè÷åí ñëåâà, òî (−∞; a0] áåç îñîáûõ òî÷åê;
I íå îãðàíè÷åí ñïðàâà, òî [aN ; +∞) áåç îñîáûõ òî÷åê.

Ðàññìîòðèì íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû 2-ãî ðîäà ïî îòðåçêàì è 1-ãî ðîäà ïî ëó÷àì.
Åñëè âñå èíòåãðàëû ñõîäÿòñÿ, òî ãîâîðÿò, ÷òî

∫
I

f(x)dx ñõîäèòñÿ è ðàâåí èõ ñóììå

(ñïîñîá ðàçáèåíèÿ íå âëèÿåò íà ðåçóëüòàò: ïåðåäâèíóòü íåîñîáóþ òî÷êó ðàçáèåíèÿ

èç a â b îçíà÷àåò âû÷åñòü
b∫
a

f(x)dx èç îäíîãî ñëàãàåìîãî è ïðèáàâèòü ñòîëüêî æå

ê äðóãîìó). Åñëè îäíî èç ñëàãàåìûõ ðàñõîäèòñÿ, òî
∫
I

f(x)dx ðàñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð 12.8.

+∞∫
−∞

dx
3
√
x+ x5

=
( −1∫
−∞

+

0∫
−1

+

1∫
0

+

+∞∫
1

)
dx

3
√
x+ x5

.

Âñå ÷åòûðå èíòåãðàëà àáñîëþòíî ñõîäÿòñÿ ïî ïðåäåëüíîìó ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ:
ïðè x → 0

∣∣(x + x5)−1/3
∣∣ ∼ |x|−1/3, ïðè x → ∞

∣∣(x + x5)−1/3
∣∣ ∼ |x|−5/3.

Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íå÷åòíà, ïîýòîìó èíòåãðàë îò −∞ äî +∞ ðàâåí 0.

Çàäà÷è ïî òåìå ëåêöèè 12

Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû. Åñëè ôóíêöèÿ çíàêîïå-
ðåìåííàÿ, âûÿñíèòü, ñõîäèòñÿ èíòåãðàë àáñîëþòíî èëè óñëîâíî.

Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû 1-ãî ðîäà:

12.1.
∫ +∞

0

x+ 1
x2 + 5

dx. 12.2.
∫ +∞

0

dx

x ln2(x+ 2)
.
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12.3.
∫ +∞

0

cosx√
x3 + 8

dx. 12.4.
∫ +∞

π

sinx
lnx

dx.

Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû 2-ãî ðîäà:

12.5.
∫ 1

0

dx
3
√

2x− x2
. 12.6.

∫ 1/2

0

dx

x lnx
.

12.7.
∫ 1

0

sin(1/x)√
x

. 12.8.
∫ 1

0

dx

ln cosx
.

Ñîñòàâíûå íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû:

12.9.
∫ 1

0

dx

x ln2 x
. 12.10.

∫ +∞

0

e−x√
x
dx.

12.11.
∫ π

0

dx√
sinx

. 12.12.
∫ +∞

1

x dx

x3 − 1
.



Îòâåòû ê çàäà÷àì

1.1.
3
10

(5x+ 1)2/3 + C. 1.2.
1
9
(x+ 2)9 − 1

4
(x+ 2)8 + C.

1.3. C − e−x
2/2. 1.4. 2 arctg

√
x+ C. 1.5.

1
4

tg4 x+ C.

1.6.
1
2

(
ln(1 + x2)− arctg2 x

)
+ C (äëÿ äâóõ ñëàãàåìûõ ðàçíûå çàìåíû).

1.7.
1
3
(2 lnx+ 1)3/2 + C. 1.8. x arcsinx+

1√
1− x2

+ C.

1.9. x arctg x− 1
2

ln(1 + x2) + C.

1.10.
(
−x

2

2
+

1
4

)
cos 2x+

x

2
sin 2x+ C.

1.11.
(
x3 − 3x2 + 6x− 6

)
ex + C. 1.12. tg x ln sinx− x+ C.

2.1.
1
2

ln(x2 − 2x+ 10)− 1
3

arctg
x− 1

3
+ C.

2.2. ln |x+ 1| − ln |x| − 1
x

+ C.

2.3. −5
4

ln |x|+ 7
8

ln |x− 2|+ 3
8

ln |x+ 2|+ C.

2.4.
1
12

ln |x− 2| − 1
24

ln(x2 + 2x+ 4)− 1
4
√

3
arctg

x+ 1√
3

+ C.

2.5. −x
4

+
3 ln |x|+ 13 ln |x+ 4|

16
+ C.

2.6.
x2

2
+ 2x− 1

2
ln(x2 − 2x+ 5)− 11

2
arctg

x− 1
2

+ C.

2.7. x+ ln
∣∣∣x− 1
x+ 1

∣∣∣ + C.

2.8. x+
1

x− 1
− 4 ln |x− 1|+ 8 ln |x− 2|+ C.

2.9.
x4

4
− 9x2

2
+

81
2

ln(x2 + 9) + C.

2.10.
x2

2
+ 6x+

1
2

ln |x− 1| − 16 ln |x− 2|+ 81
2

ln |x− 3|+ C.

3.1. C − cosx+
2
3

cos3 x− 1
5

cos5 x. 3.2.
1
2

cos2 x− ln | cosx|+ C.

3.3.
1
2

arctg
sinx

2
+ C. 3.4.

3x
8

+
sin 2x

4
+

sin 4x
32

+ C.
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3.5.
x

8
− sin 4x

32
+ C. 3.6.

tg2 x

2
+ ln | cosx|+ C.

3.7.
1
2

arctg
tg x
2

+ C. 3.8.
2√
5
Arth

tg(x/2)− 2√
5

+ C.

3.9.
1√
2

arctg
tg(x/2)√

2
+ C. 3.10.

1
2

cosx− 1
10

cos 5x+ C.

4.1. 2
√
x− 2 arctg

√
x+ C. 4.2. ln |x− 1|+ ln

∣∣∣1 +
√
x

1−
√
x

∣∣∣ + C.

4.3. (x+ 6)
√

5 + 4x− x2 + C.
4.4. (x− 1)

√
x2 − 4 + 4 ln

∣∣x+
√
x2 − 4

∣∣ + C.

4.5.
1
8

(
(2x3 − x)

√
x2 − 1− ln

∣∣x+
√
x2 − 1

∣∣) + C.

4.6.
1
8

(
(2x3 + 5x)

√
x2 + 1 + 3 ln

∣∣x+
√
x2 + 1

∣∣) + C.

4.7. arcsin(x− 1) +
−1 +

√
2x− x2

x− 1
+ C.

4.8.
√
x2 + 4x− x+ 2 ln

∣∣x+ 2 +
√
x2 + 4x

∣∣ + C.

4.9.
1
2

ln
√

1 + x−4 + 1√
1 + x−4 − 1

−
√

1 + x−4 + C.

4.10.
1
28

(4x6 + x3 − 3) 3
√
x3 + 1 + C.

5.1. ∗S =
n− 1
2n

, S∗ =
n+ 1
2n

. 5.2. ∗S =
255
2
, S∗ = 255.

5.3. Ïðèìåíèì êðèòåðèé Äàðáó: I∗ = 0 6= I∗ = 1.
5.4. Ïðèìåíèì êðèòåðèé Äàðáó: I∗ = I∗ = 0.

5.5. Ðàçíîñòü S∗ − ∗S =
1
n

(
f(b)− f(a)

)
ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî ìàëîé.

6.1. 21. 6.2. 14,5. 6.3. ln 10. 6.4. 125.
6.5. 1/5. 6.6. 3/8. 6.7. 1/3.

7.1.
5
2

(
arcsin

2√
5
− arcsin

1√
5

)
− ln 4. 7.2.

343
6
.

7.3. 2π
(√

3− 4
3

)
. 7.4. 8π3. 7.5.

3
4
π −

√
3.

7.6. π/2. 7.7. 5π/32.

8.1. 32/15. 8.2. 256/15. 8.3. 8. 8.4. π/12.
8.5. π/3. 8.6. 2π(π − 2). 8.7. 32π/105. 8.8. 8π/3.

9.1.
√

5 +
1
2

ln(2 +
√

5). 9.2.
√

17
(
eπ/2 − 1

)
. 9.3. 8.
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9.4. 22/3. 9.5. 2π
√

1 + k2. 9.6. Îáå êðèâûå èìåþò äëèíó

∫ 2π

0

√
1 + cos2 t dt

(èíòåãðàë íåáåðóùèéñÿ).

10.1. 2π
(
2
√

5 + ln(2 +
√

5)
)
. 10.2. 32π/5.

10.3. π
(√

17−
√

2 + ln
4(
√

2 + 1)√
17 + 1

)
. 10.4. 2π

√
2
(10

3
− π

)
.

10.5. 2πRD.

11.1. A = %gH2πR2/12. 11.2.
(
1− (1/2)5/2

)
≈ 49 ìèí.

11.3. A = 9 Äæ. 11.4. J = Ma2/24. 11.5. C(0; 0; 2H/5).

11.6. C
(
0; 0;

R2 + 2Rr + 3r2

4(R2 +Rr + r2)

)
.

12.1. Ðàñõîäèòñÿ. 12.2. Ñõîäèòñÿ.
12.3. Ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. 12.4. Ñõîäèòñÿ óñëîâíî.
12.5. Ñõîäèòñÿ. 12.6. Ðàñõîäèòñÿ.
12.7. Ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. 12.8. Ðàñõîäèòñÿ.
12.9. Ðàñõîäèòñÿ íà ïðàâîì êîíöå. 12.10. Ñõîäèòñÿ.
12.11. Ñõîäèòñÿ. 12.12. Ðàñõîäèòñÿ íà ëåâîì êîíöå.
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