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1 Ñõîäèìîñòü ÷èñëîâûõ ðÿäîâ

Ðÿäîì íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå
∞∑
n=0

an, an ∈ R. (Eñëè ïèøóò
∞∑
n=m

an, m > 0, òî

ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî aj = 0 ïðè 0 ≤ j < m). ×àñòè÷íûìè ñóììàìè ðÿäà íàçûâà-

þòñÿ ñóììû SN =
N∑
n=0

an, N ∈ N.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ãîâîðÿò, ÷òî ðÿä
∞∑
n=0

an ñõîäèòñÿ, åñëè åãî ÷àñòè÷íûå ñóììû
èìåþò êîíå÷íûé ïðåäåë S = lim

N→∞
SN ∈ R; â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî S íàçûâàþò ñóììîé

ðÿäà è ïèøóò

S =
∞∑
n=0

an.

Åñëè æå ïðåäåë ÷àñòè÷íûõ ñóìì áåñêîíå÷åí èëè íå ñóùåñòâóåò, òî ãîâîðÿò, ÷òî
ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ, òî îñòàòîê ðÿäà rN = S − SN =
∞∑

n=N+1

an −→
N→∞

0.

Ïðèìåð 1.1. Ðàññìîòðèì ðÿä
∞∑
n=0

qn, ãäå |q| < 1. Âû÷èñëèì åãî ÷àñòè÷íûå ñóììû:

SN = 1 + q + . . .+ qN =
1 + q + . . .+ qN − q − q2 − . . .− qN+1

1− q
=

1− qN+1

1− q
.

Ïðè N →∞ èìååì SN →
1

1− q
. Èòàê, ðÿä ñõîäèòñÿ, è åãî ñóììà S =

1

1− q
.

Êðèòåðèé Êîøè: ðÿä
∞∑
n=0

an ñõîäèòñÿ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ∀ε > 0

∃K ∈ N : ïðè ∀ N > M ≥ K èìååì
∣∣∣∣ N∑
n=M+1

an

∣∣∣∣ < ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì êðèòåðèé Êîøè ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íîãî ïðåäåëà ê
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì {SN}∞N=0, ïîñêîëüêó

N∑
n=M+1

an = SN − SM .

Ñâîéñòâà ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ

Íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðÿä
∞∑
n=0

an ñõîäèëñÿ, íåîá-
õîäèìî óñëîâèå an → 0 ïðè n→∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ðÿä ñõîäèòñÿ. Ïðè n → ∞ èìååì Sn → S è Sn−1 → S, ãäå
S ∈ R. Òîãäà an = Sn − Sn−1 −→

n→∞
S − S = 0.
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Ïðè ïîìîùè ýòîãî ïðèçíàêà ìîæíî äîêàçûâàòü ðàñõîäèìîñòü, íî äîêàçàòü ÷åðåç
íåãî ñõîäèìîñòü íåëüçÿ!
Ïðèìåð: ðÿä 1− 1 + 1− 1 + 1− 1 + . . . ðàñõîäèòñÿ, òàê êàê ±1 9 0.

Êîíòðïðèìåð: ðÿä
∞∑
n=1

1√
n

óäîâëåòâîðÿåò íåîáõîäèìîìó ïðèçíàêó, íî ðàñõîäèòñÿ,

ïîñêîëüêó SN =
N∑
n=1

1√
n
>

N√
N

=
√
N →∞.

Íåçàâèñèìîñòü îò ïåðâûõ K ñëàãàåìûõ. Ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑
n=0

an ðàâíîñèëüíà

ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑
n=K

an.

Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðè âñåõ N ≥ K
N∑
n=0

an −
N∑

n=K

an = const.

Ëèíåéíîñòü. Åñëè ñõîäÿòñÿ ðÿäû
∞∑
n=0

an è
∞∑
n=0

bn, òî ∀ c, k ∈ R ðÿä
∞∑
n=0

(c an + k bn)

ñõîäèòñÿ, è åãî ñóììà ðàâíà c
∞∑
n=0

an + k
∞∑
n=0

bn.

Óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ïðè êàæäîì N ∈ N âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå
N∑
n=0

(c an + k bn) = c
N∑
n=0

an + k
N∑
n=0

bn.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ðÿä
∞∑
n=0

an àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ, åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑
n=0

|an|.

Òåîðåìà 1.1. Åñëè ðÿä àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ, òî îí ñõîäèòñÿ, ïðè÷�åì∣∣∣∣ ∞∑
n=0

an

∣∣∣∣ ≤ ∞∑
n=0

|an|;
∣∣rM ∣∣ ≤ ∞∑

n=M+1

|an|. (1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè
∞∑
n=0

|an| ñõîäèòñÿ, òî ïî êðèòåðèþ Êîøè ∀ε > 0 ∃K ∈ N : ∀

N > M ≥ K èìååì
N∑

n=M+1

|an| < ε. Òîãäà ∀ N > M ≥ K ïîëó÷àåì

∣∣∣∣ N∑
n=M+1

an

∣∣∣∣ ≤ N∑
n=M+1

|an| < ε,

îòêóäà ïî êðèòåðèþ Êîøè âûòåêàåò ñõîäèìîñòü ðÿäà èç an-ûõ. Âòîðîå óòâåðæäåíèå
ïîëó÷àåòñÿ ïåðåõîäîì ê ïðåäåëó ïðè N → ∞ â íåðàâåíñòâå

∣∣∣∣ N∑
n=0

an

∣∣∣∣ ≤ N∑
n=0

|an| èëè∣∣∣∣ N∑
n=M+1

an

∣∣∣∣ ≤ N∑
n=M+1

|an|, âûïîëíåííîì ïðè âñåõ N ∈ N.

Ðÿä èç íåîòðèöàòåëüíûõ ñëàãàåìûõ íàçûâàþò çíàêîïîëîæèòåëüíûì.
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Ëåììà 1.1. Åñëè ðÿä çíàêîïîëîæèòåëüíûé, òî åãî ñóììà S =
∞∑
n=0

an ðàâíà ñóïðåìóìó
(êîíå÷íîìó èëè áåñêîíå÷íîìó) ñóìì

k∑
i=0

ani
, ãäå 0 ≤ n0 < n1 < n2 < . . . < nk, k ∈ N. (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ñëàãàåìûå ðÿäà íåîòðèöàòåëüíû, åãî ÷àñòè÷íûå ñóììû
íå óáûâàþò; åñëè ïðè ýòîì îíè îãðàíè÷åíû ñâåðõó, òî èìåþò êîíå÷íûé ïðåäåë S, à
åñëè íåîãðàíè÷åíû, òî S = +∞. Ñóïðåìóì ÷àñòè÷íûõ ñóìì òàêæå ðàâåí S, à ïîñ-
êîëüêó ÷àñòè÷íûå ñóììû âõîäÿò âî ìíîæåñòâî ñóìì (2) (âçÿâ ni = i), òî S ≤ sup

k∑
i=0

ani
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
k∑
i=0

ani
≤

nk∑
n=0

an ≤ S =⇒ sup
k∑
i=0

ani
≤ S.

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ñóìì (2) íå ìåíÿþòñÿ ïðè ïåðåñòàíîâêàõ
ñëàãàåìûõ, ìû ïîëó÷àåì òàêîå âàæíîå ñëåäñòâèå:
Òåîðåìà 1.2. Ñóììà çíàêîïîëîæèòåëüíîãî ðÿäà íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåñòàíîâêå

ñëàãàåìûõ. Ò.e., åñëè N0 = N ∪ {0}, è σ : N0 7→ N0 � áèåêöèÿ, òî
∞∑
n=0

aσ(n) =
∞∑
n=0

an.

Òî æå âåðíî è äëÿ çíàêîïåðåìåííîãî àáñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà, ïîñêîëüêó åãî
ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ðàçíîñòü äâóõ ñõîäÿùèõñÿ çíàêîïîëîæèòåëüíûõ ðÿäîâ: an =
a+
n − a−n , ãäå a+

n = max{an; 0}, a−n = max{−an; 0}.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ðÿä
∞∑
n=0

an óñëîâíî ñõîäèòñÿ, åñëè îí ñõîäèòñÿ, íî ðÿä èç

ìîäóëåé
∞∑
n=0

|an| ðàñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð 1.2. Ðÿä 0 + 1− 1 +
1

2
− 1

2
+

1

3
− 1

3
+

1

4
− 1

4
+ . . . ñõîäèòñÿ, è åãî ñóììà = 0,

ïîñêîëüêó S2n = 0, S2n−1 =
1

n
−→
n→∞

0. Íî ñõîäèòüñÿ àáñîëþòíî îí íå áóäåò: äëÿ åãî
ðÿäà èç ìîäóëåé èìååì

S2n = 2

(
1 +

1

2
+ . . .+

1

n

)
=

n∑
k=1

2

k
> 2

n∑
k=1

ln
k + 1

k
= 2 ln(n+ 1) −→

n→∞
+∞.

Åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ óñëîâíî, òî ïðè ïåðåñòàíîâêå ñëàãàåìûõ åãî ñóììà ìîæåò èçìå-
íèòüñÿ. Áîëåå òîãî, âåðíà ñëåäóþùàÿ óäèâèòåëüíàÿ òåîðåìà1

Òåîðåìà 1.3. Åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ óñëîâíî, òî ∀ C ∈ [−∞; +∞] ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ

σ : N0 7→ N0, òàêàÿ, ÷òî
∞∑
n=0

aσ(n) = C. Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ σ : íå

ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
N→∞

N∑
n=0

aσ(n).

1äîêàçàòåëüñòâî � ñì. Å.À.Âëàñîâà, ½Ðÿäû�
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Ïðèìåð 1.3. Ïåðåñòàâèì ñëàãàåìûå ðÿäà èç ïðèìåðà (1.2) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1− 1︸ ︷︷ ︸
2 ñëàã.

+
1

2
+

1

3
− 1

2
− 1

3︸ ︷︷ ︸
4 ñëàãàåìûõ

+
1

4
+

1

5
+

1

6
+

1

7
− 1

4
− 1

5
− 1

6
− 1

7︸ ︷︷ ︸
8 ñëàãàåìûõ

+ . . . . . .︸ ︷︷ ︸
16 ñëàã.

+ . . .

Åñëè âçÿòü ÷àñòè÷íóþ ñóììó, îñòàíîâèâøèñü â êîíöå áëîêà, òî ïîëó÷èì 0. Åñëè
æå îñòàíîâèòüñÿ â ñåðåäèíå k-ãî áëîêà, òî ïîëó÷èì ÷àñòè÷íóþ ñóììó =

1

2k−1
+ . . .+

1

2k − 1
> 2k−1 · 1

2k
=

1

2
. Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòè÷íûå ñóììû∞ ðàç ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ

0 è çíà÷åíèÿ > 1/2 =⇒ ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò, ò.å. ðÿä ðàñõîäèòñÿ.
Òåïåðü ïåðåñòàâèì òîò æå ðÿä ïî-äðóãîìó:

1− 1︸ ︷︷ ︸
20+1 ñëàã.

+
1

2
+

1

3
− 1

2︸ ︷︷ ︸
21+1 ñëàã.

+
1

4
+

1

5
+

1

6
+

1

7
− 1

3︸ ︷︷ ︸
22+1 ñëàãàåìûõ

+
1

8
+

1

9
+ . . .+

1

15
− 1

4︸ ︷︷ ︸
23+1 ñëàãàåìûõ

+ . . .

Ñóììà ñëàãàåìûõ â k-îì áëîêå ïðåâûøàåò 2k−1 · 1

2k − 1
− 1

k
>

1

2
− 1

k
≥ 1

4
ïðè

k ≥ 4. Ñëåäîâàòåëüíî, è òå ÷àñòè÷íûå ñóììû, ãäå ñóììèðîâàíèå îñòàíîâèëîñü ïåðåä
îòðèöàòåëüíûì ñëàãàåìûì, è òå, ãäå îñòàíîâèëîñü ñðàçó ïîñëå òàêîãî, áóäóò ñòðåìèòüñÿ
ê +∞. Îñòàëüíûå ÷àñòè÷íûå ñóììû îöåíèâàþòñÿ ñâåðõó è ñíèçó ÷åðåç íèõ. Èòàê,
ðÿä ðàñõîäèòñÿ ê S = +∞.

Â ïðèìåðå 1.3 ìû ñíà÷àëà ïåðåñòàâëÿëè ñëàãàåìûå â áëîêàõ ðàñòóùåé äëèíû, à
çàòåì � âíå êàêèõ-ëèáî áëîêîâ. Îäíàêî, åñëè ñëàãàåìûå ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà ïåðåñòàâëÿòü
âíóòðè áëîêîâ îãðàíè÷åííîé äëèíû, òî ñóììà ðÿäà ìåíÿòüñÿ íå áóäåò. Ýòî âûòåêàåò
èç òîãî, ÷òî an → 0, è èç ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 1.2. Ïóñòü ðÿä
∞∑
n=0

an ñõîäèòñÿ, åãî ñóììà ðàâíà S, è ïóñòü 0 ≤ n0 < n1 <

n2 < . . . Îáîçíà÷èì A0 =
n0∑
i=0

ai; Ak =
nk∑

i=nk−1+1

ai ïðè k ∈ N. Òîãäà ðÿä
∞∑
k=0

Ak òîæå

ñõîäèòñÿ, è åãî ñóììà òàêæå ðàâíà S.

Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî
m∑
k=0

Ak =
nm∑
n=0

an → S ïðè m→∞.
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2 Ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè çíàêîïîëîæèòåëüíûõ ðÿäîâ

Ïðè èññëåäîâàíèè çíàêîïåðåìåííîãî ðÿäà
∞∑
n=0

an íà ñõîäèìîñòü âñåãäà íàäî íà÷èíàòü

ñ èññëåäîâàíèÿ ðÿäà èç ìîäóëåé
∞∑
n=0

|an| (íà ñõåìå � çåë�åíûå áëîêè): åñëè îí ñîéä�åòñÿ,
òî èñõîäíûé ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, è òîëüêî åñëè ðÿä èç ìîäóëåé ðàçîéä�åòñÿ, òî
ïîòðåáóåòñÿ ïðîâåðÿòü ñõîäèìîñòü çíàêîïåðåìåííîãî ðÿäà (ðîçîâûé áëîê). Ïîýòîìó
çíàêîïîëîæèòåëüíûì ðÿäàì óäåëèì îñîáîå âíèìàíèå.

Âûâåäåì íàèáîëåå óïîòðåáëÿåìûå ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè çíàêîïîëîæèòåëüíûõ ðÿäîâ.
1. Èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê Êîøè.Ïóñòü íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ f íà [m; +∞)
íåïðåðûâíà è íå âîçàñòàåò, è ïóñòü an = f(n) ïðè âñåõ n ≥ m. Òîãäà ñõîäèìîñòü

ðÿäà
∞∑
n=0

an ðàâíîñèëüíà ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà I ðîäà
∫ +∞

m

f(x)dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ñõîäèìîñòü ðÿäà íå çàâèñèò îò ïåðâûõ m ñëàãàåìûõ,
ðàññìîòðèì ðÿä

∞∑
n=m

an. Ñðàâíèì åãî ÷àñòè÷íûå ñóììû ñ èíòåãðàëîì ôóíêöèè f(x)

ïî ñîîòâåòñòâóþùèì îòðåçêàì:
N∫
m

f(x)dx =
N−1∑
n=m

n+1∫
n

f(x)dx ≤
N−1∑
n=m

n+1∫
n

f(n)dx =
N−1∑
n=m

an,

îòêóäà âèäíî ïðè N →∞, ÷òî åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä, òî ñõîäèòñÿ è èíòåãðàë;
N∫
m

f(x)dx =
N∑

n=m+1

n∫
n−1

f(x)dx ≥
N∑

n=m+1

n∫
n−1

f(n)dx =
N∑

n=m+1

an,

îòêóäà âèäíî, ÷òî åñëè ñõîäèòñÿ èíòåãðàë, òî ñõîäèòñÿ è ðÿä. Åñëè â íåðàâåíñòâàõ

N∑
n=m+1

an ≤
N∫
m

f(x)dx ≤
N−1∑
n=m

an
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ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè N →∞, òî ïîëó÷èì îöåíêè

rm =
∞∑

n=m+1

an ≤
+∞∫
m

f(x)dx ≤
∞∑
n=m

an = rm−1,

áëàãîäàðÿ êîòîðûì ìîæíî îöåíèâàòü îñòàòîê ðÿäà ÷åðåç èíòåãðàë.

Ðÿä Äèðèõëå. Èññëåäóåì íà ñõîäèìîñòü ðÿä
∞∑
n=1

1

np
.

Íåîáõîäèìûé ïðèçíàê âûïîëíåí òîëüêî ïðè p > 0. Òåïåðü ïðèìåíèì èíòåãðàëüíûé
ïðèçíàê. Äàííîìó ðÿäó ñîîòâåòñòâóåò íåâîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ f(x) = x−p.
Ðàññìîòðèì íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

+∞∫
1

dx

xp
= lim

N→+∞

N∫
1

dx

xp
=

 lim
N→+∞

N1−p−1
1−p =

{
1
p−1

ïðè p > 1;

+∞ ïðè p < 1;
lim

N→+∞
lnN = +∞ ïðè p = 1.

Èòàê, ðÿä Äèðèõëå ñõîäèòñÿ ïðè p > 1. Ýòîò ôàêò íóæíî ïîìíèòü, òàê êàê ðÿä
Äèðèõëå ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ â ïðèçíàêàõ ñðàâíåíèÿ.

Ïðèìåð 2.1. Ñêîëüêî ñëàãàåìûõ ðÿäà
∞∑
n=1

1

n3
íàäî âçÿòü, ÷òîáû âû÷èñëèòü åãî

ñóììó ñ ïîãðåøíîñòüþ < 0,001 ?
Ïîñêîëüêó an = n−3, âîçüì�åì ôóíêöèþ f(x) = x−3. Îöåíèì îñòàòîê:

rm ≤
∫ +∞

m

dx

x3
=
−1

2x2

∣∣∣∣+∞
m

=
1

2m2
.

Ïîëó÷àåì |rm| < 0,001 ïðè m = 23. Îòâåò: S ≈
23∑
n=1

n−3 ≈ 1,201.

2. Ïðîñòîé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ. Ïóñòü bn ≥ an ≥ 0 ïðè âñåõ n ≥ no. Òîãäà:
(a) åñëè ðÿä

∞∑
n=0

bn ñõîäèòñÿ, òî ðÿä
∞∑
n=0

an ñõîäèòñÿ;

(á) åñëè ðÿä
∞∑
n=0

an ðàñõîäèòñÿ, òî ðÿä
∞∑
n=0

bn ðàñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà ñàìîì äåëå îáà ïóíêòà óòâåðæäàþò îäíî è òî æå. Äîêàæåì
íàïðÿìóþ (a), è òåì ñàìûì äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî (á). Ïóñòü ðÿä

∞∑
n=0

bn ñõîäèòñÿ.
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Òîãäà åãî ÷àñòè÷íûå ñóììû îãðàíè÷åíû ñâåðõó íåêîòîðîé âåëè÷èíîé M ∈ (0; +∞).
Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî

∀N ∈ N
N∑

n=no

an ≤
N∑

n=no

bn ≤M =⇒ lim
N→∞

N∑
n=no

an ≤M < +∞,

ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä
∞∑

n=no

an, à çíà÷èò, è ðÿä
∞∑
n=0

an ñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð 2.2. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä
∞∑
n=2

1√
n(lnn)5

.

Ñðàâíèì äàííûé ðÿä ñ ðÿäîì Äèðèõëå. Êàê èçâåñòíî, ëîãàðèôì ðàñò�åò ìåäëåííåå
ëþáîé ñòåïåíè, ïîýòîìó√n(lnn)5 << n. ×òîáû äîêàçàòåëüñòâî áûëî ñòðîãèì, ïðèìå-
íèì ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ�Áåðíóëëè:

lim
x→+∞

√
n(lnn)5

n
=

(
lim

x→+∞

lnn
10
√
n

)5

=

(
lim

x→+∞

n−1

0,1 n−0,9

)5

= 0.

Ïîýòîìó ∃ N òàêîå, ÷òî 1√
n(lnn)5

>
1

n
ïðè âñåõ n > N . Ïî ïðîñòîìó ïðèçíàêó

ñðàâíåíèÿ ðÿä ðàñõîäèòñÿ, òàê êàê ðàñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑
n=2

1

n
.

3. Ïðåäåëüíûé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ. Ïóñòü bn > 0, an > 0 ïðè âñåõ n ≥ no, è
ñóùåñòâóåò ïðåäåë

C = lim
n→∞

bn
an
, 0 < C < +∞.

Òîãäà ðÿäû
∞∑
n=0

an è
∞∑
n=0

bn èëè îáà ñõîäÿòñÿ, èëè îáà ðàñõîäÿòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâóåò òàêîå m ≥ no, ÷òî

∀n ≥ m
∣∣∣ bn
an
− C

∣∣∣ < C

2
=⇒ C

2
an < bn <

3C

2
an.

Ïðèìåíèì ëèíåéíîñòü è ïðîñòîé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ:
1) åñëè ñõîäèòñÿ

∞∑
n=0

an, òî ñõîäèòñÿ
∞∑
n=0

3C
2
an =⇒ ñõîäèòñÿ

∞∑
n=0

bn;

2) åñëè pañõîäèòñÿ
∞∑
n=0

an, òî pañõîäèòñÿ
∞∑
n=0

C
2
an =⇒ pañõîäèòñÿ

∞∑
n=0

bn.

4. Ðàäèêàëüíûé2 ïðèçíàê Êîøè. Ïóñòü an ≥ 0; îáîçíà÷èì

C = lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞

∞
sup
k=n

k
√
ak.

Òîãäà, åñëè C < 1, òî ðÿä ñõîäèòñÿ; åñëè C > 1, òî ðÿä pañõîäèòñÿ.
2radical � êîðåíü.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü 0 ≤ C < 1. Íàéä�åòñÿ òàêîå m, ÷òî

∞
sup
k=m

k
√
ak ≤ q =

1 + C

2
=⇒ ∀k ≥ m ak ≤ qm =⇒

∞∑
k=m

ak ñõîäèòñÿ

ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ (ñ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèåé � ñì. ïðèìåð 1.1).
2) Ïóñòü 1 < C ≤ +∞. Ïðè âñÿêîì n ∈ N èìååì ∞

sup
k=n

k
√
ak ≥ C > 1, ñëåäîâàòåëüíî,

ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ñëàãàåìûõ akj
, òàêèx, ÷òî kj

√
akj

> 1 =⇒ akj
> 1, è

íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè íàðóøåíî.

5. Ïðèçíàê Äàëàìáåðà. Ïóñòü an ≥ 0; ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë

C = lim
n→∞

an+1

an
.

Òîãäà, åñëè C < 1, òî ðÿä ñõîäèòñÿ; åñëè C > 1, òî ðÿä pañõîäèòñÿ.
Ïîêàæåì, ÷òî ïðèçíàê Äàëàìáåðà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ðàäèêàëüíîãî ïðèçíàêà
Êîøè: åñëè ñóùåñòâóåò óêàçàííûé ïðåäåë C, òî ñóùåñòâóåò è ïðåäåë lim

n→∞
n
√
an = C.

Äëÿ ýòîãî íàì äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn = ln an ñëåäóþùóþ
ëåììó:

Ëåììà 2.1. Åñëè ∃ lim
n→∞

(xn − xn−1) = A, −∞ ≤ A ≤ +∞, òî ∃ lim
n→∞

xn
n

= A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàäàäèì ïðîèçâîëüíûå A∗, A
∗, òàêèå, ÷òî{

A∗ > A, åñëè A < +∞,
A∗ = A, åñëè A = +∞;

{
A∗ < A, åñëè A > −∞,
A∗ = A, åñëè A = −∞.

Íàéä�åòñÿ m: ∀n ≥ m A∗ ≤ xn − xn−1 ≤ A∗. Òîãäà ïðè n > m

xn
n

=
xm
n

+
1

n

n−1∑
k=m

(xk − xk−1)

 ≤ o(1) +
n−m

n
A∗ → A∗

≥ o(1) +
n−m

n
A∗ → A∗

Ñëåäîâàòåëüíî, A∗ ≤ lim
n→∞

xn
n

≤ lim
n→∞

xn
n

≤ A∗. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè A∗ è A∗

ïîëó÷àåì lim
n→∞

xn
n

= lim
n→∞

xn
n

= A.

Õîòÿ ïðèçíàê Äàëàìáåðà íå äà�åò íîâûõ ðåçóëüòàòîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàäèêàëüíûì
ïðèçíàêîì Êîøè, åãî ïðèìåíÿþò ÷àùå èç-çà ìåíüøåé òðóäî�åìêîñòè âû÷èñëåíèé.
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Åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà, òî åãî îñòàòîê ìîæíî îöåíèòü, èñïîëüçóÿ
ñðàâíåíèå ñ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèåé.

Ëåììà 2.2. Ïóñòü äëÿ ðÿäà
∞∑
n=0

an ïðè íåêîòîðîì N ∈ N âûïîëíåíî

∀ n ≥ N
|an+1|
|an|

≤ q, q < 1. Òîãäà |rN | ≤ |aN |
q

1− q
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ bn = aNq
n−N . Òîãäà ïðè

âñåõ n ≥ N âûïîëíåíî |an| ≤ bn. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî (1)

|rN | ≤
∞∑

n=N+1

|an| ≤
∞∑

n=N+1

bn =
∞∑
k=1

|aN |qk =
|aN | q
1− q

,

çäåñü ìû âçÿëè íîâûé èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ k = n−N .

Ïðèìåð 2.3. Ðàññìîòðèì ðÿä
∞∑
n=0

nn

n! 4n
. Äëÿ íåãî ïîëó÷àåì îòíîøåíèå

an+1

an
=

(n+ 1)n+1 n! 4n

(n+ 1)! 4n+1 nn
=

(n+ 1)n

4nn
=

1

4

(
1 +

1

n

)n
−→
n→∞

e

4
< 1,

ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà ðÿä ñõîäèòñÿ.
Òåïåðü âû÷èñëèì åãî ñóììó ñ ïîãðåøíîñòüþ < 0,01. Ïðè âñÿêîì n ∈ N èìååì

an+1

an
=

1

4

(
1 +

1

n

)n
<
e

4
< 0,7.

Ïî ëåììå 2.2 ïîëó÷àåì |rN | ≤ |aN |
0,7

1− 0,7
=

7NN

3N ! 4N
< 0,01 ïðè N = 9.

Îòâåò: S ≈
9∑

n=0

nn

n! 4n
≈ 1,55.
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3 Ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè çíàêîïåðåìåííûõ ðÿäîâ

Ïðè èññëåäîâàíèè çíàêîïåðåìåííîãî ðÿäà
∞∑
n=0

an íà ñõîäèìîñòü âñåãäà íàäî íà÷èíàòü

ñ èññëåäîâàíèÿ ðÿäà èç ìîäóëåé
∞∑
n=0

|an| : åñëè îí ñîéä�åòñÿ, òî èñõîäíûé ðÿä ñõî-
äèòñÿ àáñîëþòíî, è òîëüêî åñëè ðÿä èç ìîäóëåé ðàçîéä�åòñÿ, òî ïðèä�åòñÿ ïðèìåíÿòü
ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè çíàêîïåðåìåííûõ ðÿäîâ, î êîòîðûõ è ïîéä�åò ðå÷ü.
1. Íåîáõîäèìûé ïðèçíàê. Åñëè ðÿä èç ìîäóëåé ðàçîø�åëñÿ ïî íåîáõîäèìîìó ïðèç-
íàêó, òî an 9 0, è çíàêîïåðåìåííûé ðÿä òàêæå ðàçîéä�åòñÿ.
2. Ïðèçíàê Ëåéáíèöà.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ðÿä
∞∑
n=m

an íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Ëåéáíèöà, åñëè:
1) an → 0 ïðè n→∞;
2) ∀n ≥ m |an| ≥ |an+1|;
3) çíàêè ñëàãàåìûõ ÷åðåäóþòñÿ, ò.å. an an+1 < 0 ∀n ≥ m.

Òåîðåìà 3.1. Ðÿä Ëåéáíèöà ñõîäèòñÿ. Ïðè ýòîì åãî îñòàòîê íå ïðåâûøàåò ïî
ìîäóëþ ïåðâîå îòáðîøåííîå ñëàãàåìîå, ò.å. |rN | ≤ |aN+1|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, íàïðèìåð, am > 0. Òîãäà ∀k ∈ N èìååì am+2k > 0, am+2k−1 <
0. Ïîñêîëüêó ìîäóëè ñëàãàåìûõ íå âîçðàñòàþò, âûïîëíåíî ∀n ≥ m ëèáî sign(an +
an+1) = sign an, ëèáî an+an+1 = 0. Ïîëó÷àåì ìîíîòîííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè-
÷íûõ ñóìì:

Sm ≥ Sm+2 ≥ Sm+4 ≥ Sm+6 ≥ . . .
∨ ∨ ∨ ∨

Sm+1 ≤ Sm+3 ≤ Sm+5 ≤ Sm+7 ≤ . . .

Òàêèì îáðàçîì, ñóììû Sm+2k îáðàçóþò íåâîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, îãðàíè-
÷åííóþ ñíèçó, à ñóììû Sm+2k−1 � íåóáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, îãðàíè÷åííóþ
ñâåðõó. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îáå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìåþò êîíå÷íûå ïðåäåëû. Ýòè
ïðåäåëû ðàâíû, ïîñêîëüêó

|Sm+2k − Sm+2k−1| = |a2k| → 0 ïðè k →∞,

à çíà÷èò, âñå ÷àñòè÷íûå ñóììû ñòðåìÿòñÿ ê îäíîìó ïðåäåëó S ∈ R, è ðÿä ñõîäèòñÿ.
Ïîñêîëüêó ïðè êàæäîì k ∈ N âåðíû íåðàâåíñòâà

Sm+2k−1 ≤ S ≤ Sm+2k è Sm+2k ≥ S ≥ Sm+2k+1,

ìû ïîëó÷àåì, ñîîòâåòñòâåííî,

|rm+2k−1| = |S − Sm+2k−1| ≤ |am+2k|; |rm+2k| = |S − Sm+2k| ≤ |am+2k+1|.
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Ïðèìåð 3.1. Ðÿä
∞∑
n=1

an =
∞∑
n=1

(−1)n√
n

íå ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî (åãî ðÿä èç ìîäóëåé
∞∑
n=1

|an| =
∞∑
n=1

1√
n
� ðàñõîäÿùèéñÿ ðÿä Äèðèõëå). Íî îí ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ëåéáíèöà, è

ïîòîìó ñõîäèòñÿ. Îòâåò: ðÿä ñõîäèòñÿ óñëîâíî.

Ðàññìîòðèì äðóãîé ðÿä:
∞∑
n=1

bn =
∞∑
n=1

((−1)n√
n

+
1

n

)
. Èìååì bn

an
→ 1 ïðè n→∞. Îäíàêî,

ðÿä
∞∑
n=1

bn ðàñõîäèòñÿ, âåäü åñëè áû îí ñõîäèëñÿ, òî ïî ñâîéñòâó ëèíåéíîñòè ñõîäèëñÿ

áû è ðÿä
∞∑
n=1

(bn − an) =
∞∑
n=1

1

n
, à ýòî íå òàê. Âûâîä: ê çíàêîïåðåìåííûì ðÿäàì

ïðèçíàêè ñðàâíåíèÿ íåïðèìåíèìû.

Ïðèìåð 3.2. Ïðîâåðèì íà ñõîäèìîñòü ðÿä
∞∑
n=0

(−1)n(2n)!

4n(n!)2
.

Ïðèìåíèâ ôîðìóëó Ñòèðëèíãà

n! ∼ nn

en

√
2πn ïðè n→∞,

ïîëó÷àåì ýêâèâàëåíòíîñòü

|an| ∼
22nn2n

√
4πn e2n

4n e2n n2n(
√

2πn)2
=

1√
πn

→ 0.

Ïî ïðåäåëüíîìó ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ âèäèì, ÷òî àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè íåò. Íî
íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè, îí æå � óñëîâèå 1) ïðèçíàêà Ëåéáíèöà, âûïîëíåí.
Óñëîâèå 3), î÷åâèäíî, òîæå âûïîëíåíî. Íî ìû íå ìîæåì íà îñíîâàíèè ýêâèâàëåíò-
íîñòè óòâåðæäàòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ 2): ê çíàêîïåðåìåííûì ðÿäàì ïðèçíàêè ñðàâíå-
íèÿ íåïðèìåíèìû. Ïîýòîìó ïðèä�åòñÿ ïðîâåðÿòü óñëîâèå 2) äëÿ ñàìîã�î ðÿäà

∞∑
n=0

an :

|an+1|
|an|

=
(2n+ 2)!

4n+1((n+ 1)!)2
· 4n(n!)2

(2n)!
=

(2n+ 1)(2n+ 2)

4(n+ 1)2
=

(2n+ 1)

2(n+ 1)
< 1,

ñëåäîâàòåëüíî, |an| > |an+1|. Ýòî ðÿä Ëåéáíèöà =⇒ îí ñõîäèòñÿ (óñëîâíî).

Ïðèìåð 3.3. Ñêîëüêî ñëàãàåìûõ ðÿäà
∞∑
n=1

(−1)n n3

3n
íàäî âçÿòü, ÷òîáû ïîëó÷èòü åãî

ñóììó ñ ïîãðåøíîñòüþ < 0,01?
Ðÿä àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà

(
lim
n→∞

|an+1|
|an| = 1/3

)
. Îäíàêî,

ïðèçíàê Ëåéáíèöà ïðèãîäèòñÿ íàì äëÿ áîëåå òî÷íîé îöåíêè îñòàòêà. Äàííûé ðÿä
ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ëåéáíèöà íà÷èíàÿ ñ 3-ãî ñëàãàåìîãî. Èìååì |a10| = 1000

59049
> 0,01;

|a11| = 1331
177147

< 0,01. Ñëåäîâàòåëüíî, |r10| ≤ |a11| < 0,01. Îòâåò: 10 ñëàãàåìûõ.
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3. Ïðèçíàê Äèðèõëå. Ïóñòü um ≥ um+1 ≥ um+2 ≥ . . . ; un → 0. Ïóñòü vn òàêîâû,

÷òî ìíîæåñòâî ñóìì Wn =
n∑
k=0

vk, n ∈ N, îãðàíè÷åíî. Òîãäà ðÿä
∞∑
n=0

unvn ñõîäèòñÿ.

Ïðèçíàê Ëåéáíèöà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïðèçíàêà Äèðèõëå:
âîçüì�åì un = |an|, vn = (−1)n èëè vn = (−1)n+1.
4. Ïðèçíàê Àáåëÿ. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {un}∞n=m ìîíîòîííà è îãðàíè÷åíà.

Ïóñòü ðÿä
∞∑
n=0

vn ñõîäèòñÿ (ò.å. ∃ lim
n→∞

Wn ∈ R). Òîãäà ðÿä
∞∑
n=0

unvn ñõîäèòñÿ.

Ïðèçíàêè Äèðèõëå è Àáåëÿ î÷åíü ïîõîæè, òîëüêî ïðèçíàê Äèðèõëå íàêëàäûâàåò
áîëåå æ�åñòêèå óñëîâèÿ íà un è ìåíåå æ�åñòêèå íà vn, à ïðèçíàê Àáåëÿ � íàîáîðîò.
Îáà ïðèçíàêà äîêàçûâàþòñÿ ïî îäíîé ñõåìå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ èìååì C = sup |Wn| <∞, à òàêæå U = sup |un| <
∞. Âîñïîëüçóåìñÿ êðèòåðèåì Êîøè. Ïóñòü N > M ≥ m.

N∑
n=M+1

unvn =
N∑

n=M+1

un(Wn −Wn−1) =
N∑

n=M+1

unWn −
N∑

n=M+1

unWn−1 =

[â ïåðâîé ñóììå ïîëîæèì k = n, a âî âòîðîé k = n− 1]

=
N∑

k=M+1

ukWk −
N−1∑
k=M

uk+1Wk = uNWN − uM+1WM︸ ︷︷ ︸
A

+
N−1∑

k=M+1

(uk − uk+1)Wk︸ ︷︷ ︸
B

.

Â ñëó÷àå ïðèçíàêà Äèðèõëå ïîëó÷àåì

|A| ≤ C(|uN |+ |uM+1|) −→
N>M→∞

0,

à â ïðèçíàêe Àáåëÿ ñõîäèòñÿ íå òîëüêî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü un, íî è Wn, òàê ÷òî
|A| ≤ |uN(WN −WM)|+ |(uN − uM+1)WM | ≤ U |WN −WM |+ C|uN − uM+1| −→

N>M→∞
0.

Ñóììà B â îáîèõ ñëó÷àÿõ, â ñèëó ìîíîòîííîñòè {un}, îöåíèâàåòñÿ òàê:

|B| ≤ C
N−1∑

k=M+1

|uk − uk+1| = C|uM − uN−1| −→
N>M→∞

0.

Ïðèìåð 3.4. Ïóñòü 0 < α < π; p > 0. Òîãäà ðÿä
∞∑
n=1

sinnα

np
ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó

Äèðèõëå. Äåéñòâèòåëüíî, ñîìíîæèòåëè un = 1/np è vn = sinnα óäîâëåòâîðÿþò óñëî-
âèÿì òåîðåìû: un ↘ 0; ñóììû vn-ûõ íå ïðåâûøàþò êîíñòàíòó:∣∣∣ N∑
n=1

sinnα
∣∣∣ =

∣∣∣ 1

2 sin α
2

N∑
n=1

(
cos(nα− α

2
)− cos(nα+

α

2
)
)∣∣∣ =

∣∣∣∣cos α
2
− cos(Nα+ α

2
)

2 sin α
2

∣∣∣∣ ≤ 1

sin α
2

.
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4 Ôóíêöèîíàëüíûå ðÿäû

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ôóíêöèîíàëüíûì ðÿäîì íàçûâàåòñÿ ðÿä, çàâèñÿùèé îò ïàðà-
ìåòðà x ∈ R

∞∑
n=0

fn(x), x ∈ D =
∞⋂
n=0

D(fn).

Îáëàñòü ñõîäèìîñòè ýòîãî ðÿäà C =
{
x ∈ D :

∞∑
n=0

fn(x) ñõîäèòñÿ
}
. Íà C

îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ S(x) =
∞∑
n=0

fn(x), íàçûâàåìàÿ ñóììîé ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà,

è ÷àñòè÷íûå ñóììû SN(x) =
N∑
n=0

fn(x).

Îïðåäåëåíèå 4.2. Ðÿä
∞∑
n=0

fn(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå C1 ⊂ C,
åñëè

∀ε > 0 ∃M = M(ε) : ∀N > M ∀x ∈ C1 |SN(x)− S(x)| < ε,

ò.å. ÷èñëî M(ε) íå çàâèñèò îò òî÷êè x ∈ C1. Îáîçíà÷åíèå: SN(x)
C1

⇒ S(x).
Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ãðàôèêè ÷àñòè÷íûõ ñóìì Sn(x), íà÷èíàÿ ñ n =

M + 1, ïðîõîäÿò ÷åðåç ½êîðèäîð� {x ∈ C1, |y − S(x)| < ε}.

Ïðèìåð 4.1. Äëÿ ðÿäà
∞∑
n=0

xn èìååìD = R; C = (−1; 1) : ïðè |x| ≥ 1 íàðóøåí íåîáõî-

äèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè, à ïðè |x| < 1 ðÿä ñõîäèòñÿ, åãî ñóììà ðàâíà S(x) =
1

1− x
,

à ÷àñòè÷íûå ñóììû SN(x) =
1− xN+1

1− x
(cì. ïðèìåð 1.1). Îäíàêî, íà âñ�åì èíòåðâàëå

(−1; 1) íåò ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè, ò.å.

∃ε > 0 : ∀M ∃N > M, ∃x ∈ C1 : |SN(x)− S(x)| ≥ ε.

Íàïðèìåð, äëÿ ε = 1 âîçüì�åì ëþáîå N > M è x = N+1
√

1/2. Òîãäà

S(x)− SN(x) =
xN+1

1− x
≥ 1/2

1− 1/2
= 1.

Åñëè æå âçÿòü ëþáîé ìåíüøèé îòðåçîê [−r; r] ⊂ (−1; 1), òî íà í�åì ðÿä ñõîäèòñÿ
ðàâíîìåðíî ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà (ñì. íèæå).
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Êðèòåðèé Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè. Ðÿä
∞∑
n=0

fn(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî
íà C1, åñëè è òîëüêî åñëè

∀ε > 0 ∃K : ∀N > M ≥ K, ∀x ∈ C1

∣∣∣ N∑
n=M+1

fn(x)︸ ︷︷ ︸
SN (x)−SM (x)

∣∣∣ < ε.

Íåîáõîäèìîñòü ýòîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò èç îöåíêè
|SN(x)− SM(x)| ≤ |SN(x)− S(x)|+ |SM(x)− S(x)|,

à äîñòàòî÷íîñòü � èç îöåíêè |SM(x)− S(x)| ≤ sup
N>M

|SN(x)− SM(x)|.

Ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ñõîäÿùèéñÿ çíàêîïîëîæèòåëüíûé ðÿä
∞∑
n=0

an (ìàæîðàíòà), òàêîé, ÷òî ∀n |fn(x)| ≤ an íà C1. Òîãäà ðÿä
∞∑
n=0

fn(x) cõîäèòñÿ
ðàâíîìåðíî è àáñîëþòíî íà C1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñõîäèìîñòè ìàæîðàíòû ïðè âñåõ x ∈ C1 ïîëó÷àåì îöåíêó

∣∣∣ N∑
n=M+1

fn(x)
∣∣∣ ≤ N∑

n=M+1

|fn(x)| ≤
N∑

n=M+1

an −→
N>M→∞

0,

èç êîòîðîé âèäíî ïî êðèòåðèþ Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè, ÷òî ðÿäû
∞∑
n=0

fn(x) è
∞∑
n=0

|fn(x)| ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî íà C1.

Ïðèìåð 4.1 (ïðîäîëæåíèå). Äëÿ ðÿäà
∞∑
n=0

xn íà îòðåçêå [−r; r], 0 < r < 1, ìàæîðàíòîé

ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèéñÿ ðÿä
∞∑
n=0

rn.

Ïðèìåð 4.2. Äîêàçàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑
n=1

(−1)n

n
xn íà îòðåçêå [0; 1].

Äîêàçàòü ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà íå ïîëó÷èòñÿ, ïîñêîëüêó ïðè x = 1 ðÿä ñõîäèòñÿ
óñëîâíî. Äîêàæåì ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü íåïîñðåäñòâåííî, ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî ïðè
âñåõ x ∈ (0; 1] äàííûé ðÿä ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ëåéáíèöà:

|SN(x)− S(x)| ≤
∣∣∣∣(−1)N+1

N + 1
xN+1

∣∣∣∣ ≤ 1

N + 1

(0;1]

⇒ 0 ïðè N →∞.

Òåîðåìà 4.1. (î íåïðåðûâíîñòè ñóììû). Ïóñòü ðÿä
∞∑
n=0

fn(x) ñõîäèòñÿ ðàâíî-
ìåðíî íà ïðîìåæóòêå I ⊂ R, è âñå ôóíêöèè fn(x) íåïðåðûâíû íà I. Òîãäà ñóììà
ðÿäà S(x) òàêæå íåïðåðûâíà íà I.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüì�åì òî÷êó x ∈ I è çàäàäèì ε > 0. Â ñèëó ðàâíîìåðíîé ñõî-
äèìîñòè, ∃N : |SN(y)− S(y)| < ε/3 ïðè âñåõ y ∈ I. ×àñòè÷íàÿ ñóììà SN íåïðåðûâíà
â òî÷êå x, ïîýòîìó ∃δ > 0 : |SN(y) − SN(x)| < ε/3 ∀y ∈ Uδ(x) ∩ I. Òîãäà äëÿ âñåõ
òî÷åê y ∈ Uδ(x) ∩ I ïîëó÷àåì îöåíêó

|S(y)− S(x)| ≤ |S(y)− SN(y)|+ |SN(y)− SN(x)|+ |SN(x)− S(x)| < ε
3

+ ε
3

+ ε
3
.

Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî, åñëè ðÿä èç íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñõîäèòñÿ
íåðàâíîìåðíî, òî åãî ñóììà ìîæåò îêàçàòüñÿ ðàçðûâíîé.

Ïðèìåð 4.3. Ðàññìîòðèì ðÿä
∞∑
n=0

fn(x) íà îòðåçêå [0; 1], ãäå

fn(x) =

{
x ïðè n = 0

xn+1 − xn ïðè n = 1, 2, 3, . . .

Òîãäà ÷àñòè÷íûå ñóììû ðàâíû SN(x) = xN+1. Íà îòðåçêå [0; 1] ðÿä ñõîäèòñÿ ê
ðàçðûâíîé ôóíêöèè:

∞∑
n=0

fn(x) = lim
N→∞

SN(x) = lim
N→∞

xN+1 =

{
0 ïðè 0 ≤ x < 1,
1 ïðè x = 1.

Òåîðåìà 4.2. (î ïî÷ëåííîì èíòåãðèðîâàíèè). Ïóñòü ðÿä
∞∑
n=0

fn(x) ñõîäèòñÿ
ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [a; b], è âñå ôóíêöèè fn(x) íåïðåðûâíû íà [a; b]. Òîãäà ñóììà
ðÿäà S(x) èíòåãðèðóåìà íà [a; b], ïðè÷�åì∫ b

a

S(x)dx =
∞∑
n=0

∫ b

a

fn(x)dx. (3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíòåãðèðóåìîñòü S(x) ñëåäóåò èç å�å íåïðåðûâíîñòè. Ïðè êàæäîì
N ∈ N èç ëèíåéíîñòè èíòåãðàëà ñëåäóåò ðàâåíñòâî∫ b

a

SN(x)dx =
N∑
n=0

∫ b

a

fn(x)dx. (4)

Áóäåì ïåðåõîäèòü ê ïðåäåëó ïî N . Ïðàâàÿ ÷àñòü (4) èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë ïðè
N →∞, ýòî ïðîâåðÿåòñÿ ïî êðèòåðèþ Êîøè äëÿ ÷èñëîâîãî ðÿäà:∣∣∣∣ N∑

n=M+1

∫ b

a

fn(x)dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ b

a

(
SN(x)− SM(x)

)
dx

∣∣∣∣ ≤ (b− a) sup
I
|SN − SM | −→

N>M→∞
0

â ñèëó ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ïðàâàÿ ÷àñòü (4) ñõîäèòñÿ ê ïðàâîé
÷àñòè (3). Äëÿ ëåâûõ ÷àñòåé èìååì ñîîòâåòñòâóþùóþ ñõîäèìîñòü:∣∣∣∣∫ b

a

SN(x)dx−
∫ b

a

S(x)dx

∣∣∣∣ ≤ (b− a) sup
I
|SN(x)− S(x)| −→

N>M→∞
0.
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Ïðèìåð 4.4. Ðÿä
∞∑
n=0

(−1)nxn ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [−r; r] ∀r < 1. Ïîýòîìó åãî
ñóììó ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü ïî ëþáîìó îòðåçêó [0;x] èëè [x; 0] ïðè |x| < 1,
ïîëó÷èòñÿ ðÿä

∞∑
n=0

(−1)nxn+1

n+ 1
=

∞∑
n=0

x∫
0

(−1)nun du =

x∫
0

S(u)du =

x∫
0

1

1 + u
du = ln(1 + x).

A ïîñêîëüêó ðÿä
∞∑
n=0

(−1)nxn+1

n+ 1
ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [0; 1] (ñì. ïðèìåð

4.2), òî åãî ñóììà íåïðåðûâíà íà [0; 1], è ðàâåíñòâî
∞∑
n=0

(−1)nxn+1

n+ 1
= ln(1 + x) ∀ x ∈ (−1; 1)

ïðîäîëæàåòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè è â òî÷êó x = 1.

Òåîðåìà 4.3. (î ïî÷ëåííîì äèôôåðåíöèðîâàíèè). Ïóñòü ðÿä S(x) =
∞∑
n=0

fn(x)

ñõîäèòñÿ íà ïðîìåæóòêå I ⊂ R; âñå ôóíêöèè fn(x) èìåþò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå3
íà I. Ïóñòü ðÿä

T (x) =
∞∑
n=0

f ′n(x)

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà âñÿêîì îòðåçêå [α; β] ⊂ I. Òîãäà ñóììà ðÿäà S(x) äèôôå-
ðåíöèðóåìà íà I, ïðè÷�åì S ′(x) = T (x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì òî÷êó a ∈ I. Ôóíêöèÿ T (x) íåïðåðûâíà =⇒ èíòå-
ãðèðóåìà íà âñÿêîì îòðåçêå â I. Òîãäà äëÿ êàæäîãî x ∈ I èìååì

x∫
a

T (u)du =
∞∑
n=0

x∫
a

f ′n(u)du =
∞∑
n=0

(
fn(x)− fn(a)

)
= S(x)− S(a).

Ñëåäîâàòåëüíî, S(x) ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé äëÿ T (x) íà I.

Ïðèìåð 4.5. Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ïî÷ëåííî
∞∑
n=0

(−1)nxn =
1

1 + x
ïðè x ∈ (−1; 1),

ïîëó÷àåì ðÿä( 1

1 + x

)′
= − 1

(1 + x)2
=

∞∑
n=1

(−1)nnxn−1 = −
∞∑
k=0

(−1)k(k + 1)xk

íà òîì æå èíòåðâàëå (−1; 1). Èòàê,

1

(1 + x)2
=

∞∑
k=0

(−1)k(k + 1)xk = 1− 2x+ 3x2 − 4x3 + 5x4 − 6x5 + . . .

3åñëè x � ëåâûé êîíåö I, òî èìååòñÿ â âèäó ïðàâàÿ ïðîèçâîäíàÿ; åñëè ïðàâûé êîíåö, òî � ëåâàÿ.
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5 Ñòåïåííûå ðÿäû

Ñòåïåííûì ðÿäîì íàçûâàåòñÿ ðÿä
∞∑
n=0

cn(x− xo)
n, (5)

cn ∈ R. Òî÷êà xo íàçûâàåòñÿ öåíòðîì. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D = R. Âûÿñíèì, êàê
ìîæåò âûãëÿäåòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè.

Òåîðåìà 5.1. (Àáåëü). Ïóñòü ñòåïåííîé ðÿä (5) ñõîäèòñÿ â òî÷êå x 6= xo. Òîãäà
1) åñëè |y − xo| < |x− xo|, òî ðÿä àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â òî÷êå y;
2) åñëè r < |x− xo|, òî ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [xo − r;xo + r].

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ â òî÷êå x, òî âûïîëíåíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå
ñõîäèìîñòè: |cn| · |x− xo|n → 0 ïðè n→∞, ñëåäîâàòåëüíî, ∞

sup
n=0

(|cn| · |x− xo|n) = A <

+∞. Òîãäà, âçÿâ r < |x− xo|, ïîëó÷àåì äëÿ âñÿêîãî y ∈ [xo − r;xo + r] :

|cn| · |y − xo|n = |cn| · |x− xo|n
(
|y − xo|
|x− xo|

)n
≤ A

(
r

|x− xo|

)n
.

Òàêèì îáðàçîì, íà îòðåçêå [xo − r;xo + r] ìàæîðàíòîé äëÿ ðÿäà (5) ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿ-
ùèéñÿ ðÿä A

∞∑
n=0

( r

|x− xo|

)n
, è ðÿä (5) ñõîäèòñÿ íà òàêîì îòðåçêå ðàâíîìåðíî è àáñî-

ëþòíî.

Ñëåäñòâèå 5.1. Äëÿ ñòåïåííîãî ðÿäà îïðåäåë�åí ðàäèóñ ñõîäèìîñòè � òàêîå ÷èñëî
R ∈ [0; +∞], ÷òî ïðè |x − xo| < R ðÿä àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â x, à ïðè |x − xo| > R
ðÿä ðàñõîäèòñÿ â x.

Èíòåðâàë (xo − R;xo + R) íàçûâàåòñÿ èíòåðâàëîì ñõîäèìîñòè. Åñëè 0 < R <
+∞, òî íà êîíöàõ èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè x = xo ± R âîçìîæíà è ðàñõîäèìîñòü, è
ñõîäèìîñòü (àáñîëþòíàÿ èëè óñëîâíàÿ).

Ôîðìóëó ðàäèóñà ñõîäèìîñòè âûâåäåì èç ðàäèêàëüíîãî ïðèçíàêà Êîøè:

lim
n→∞

n
√
|cn| · |x− xo|n = |x− xo| · lim

n→∞
n
√
|cn| < 1 =⇒ R =

(
lim
n→∞

n
√
|cn|
)−1

.

Ïðèìåð 5.1. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ñòåïåííîé ðÿä
∞∑
n=1

nn

n!
xn. Âû÷èñëèì ðàäèóñ

ñõîäèìîñòè, ïðåäñòàâèâ n! ïî ôîðìóëå Ñòèðëèíãà:

1

R
= lim

n→∞
n

√
nn

n!
= lim

n→∞
n

√
en√
2πn

= e.

Èíòåðâàë ñõîäèìîñòè: (−e−1; e−1). Îñòàëîñü èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü íà êîíöàõ. Íà

îáîèõ êîíöàõ ìîäóëè ñëàãàåìûõ
∣∣∣∣nnn!

xn
∣∣∣∣ =

nn

n! en
∼ 1√

2πn
, íî ðÿä 1√

2π

∞∑
n=1

1√
n
ðàñõî-

äèòñÿ =⇒ íåò àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè. Ïðè x = e−1 ðÿä çíàêîïîëîæèòåëüíûé, ðàñõî-
äèòñÿ. Ïðè x = −e−1 ðÿä ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Ëåéáíèöà: n

n

n!

(
−1

e

)n
∼ (−1)n√

2πn
→ 0;
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çíàêè ÷åðåäóþòñÿ;∣∣∣∣(n+ 1)n+1

(n+ 1)!

(
−1

e

)n+1
∣∣∣∣ / ∣∣∣∣nnn!

(
−1

e

)n∣∣∣∣ =
(n+ 1)n+1

(n+ 1)nn e
=
(
1 +

1

n

)n
/e < 1

=⇒ ñëàãàåìûå óáûâàþò ïî ìîäóëþ. Îòâåò: îáëàñòü ñõîäèìîñòè C = [−e−1; e−1); â
èíòåðâàëå (−e−1; e−1) ñõîäèìîñòü àáñîëþòíàÿ; â òî÷êå −e−1 � óñëîâíàÿ.

Ïî÷ëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå è èíòåãðèðîâàíèå

Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü ðÿä S(x) =
∞∑
n=0

cn(x− xo)
n èìååò ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R. Òîãäà

∀x ∈ (xo −R;xo +R) âåðíû ðàçëîæåíèÿ

S ′(x) =
∞∑
n=1

n cn(x− xo)
n−1,

∫ x

xo

S(y)dy =
∞∑
n=0

cn
n+ 1

(x− xo)
n+1,

ïðè÷�åì îáà íîâûõ ðÿäà èìåþò òàêîé æå ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì ðàäèóñû ñõîäèìîñòè:

1

R1

= lim
n→∞

n−1
√
n|cn| = lim

n→∞

(
n
√
|cn|
) n

n−1
lim
n→∞

n−1
√
n =

1

R
1;

1

R2

= lim
n→∞

n+1

√
|cn|
n+ 1

= lim
n→∞

(
n
√
|cn|
) n

n+1
/ lim
n→∞

n+1
√
n+ 1 =

1

R
/1.

Èòàê, R1 = R2 = R. Ïîñêîëüêó ðÿäû
∞∑
n=0

cn(x− xo)
n è

∞∑
n=0

(cn(x− xo)
n)′ =

∞∑
n=1

n cn(x− xo)
n−1

ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî íà êàæäîì îòðåçêå [a; b] ⊂ (xo−R;xo +R), ïðèìåíÿåì òåîðåìû
î ïî÷ëåííîì äèôôåðåíöèðîâàíèè è èíòåãðèðîâàíèè.

Ïðèìåíèâ òåîðåìó (5.2) k ðàç, ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå k-îé ïðîèçâîäíîé â ñòåïåí-
íîé ðÿä:

S(k)(x) =
∞∑
n=k

n(n− 1) . . . (n+ 1− k)(x− xo)
n−k ∀x ∈ (xo −R;xo +R),

à ïîäñòàâèâ x = xo, ìû ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå S(k)(xo) = k! ck, è òîãäà ìîæíî çàïèñàòü
ñòåïåííîé ðÿä â âèäå ðÿäà Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèè S(x) :

S(x) =
∞∑
n=0

S(n)(xo)

n!
(x− xo)

n. (6)

Ðÿä Òåéëîðà ìîæíî ñîñòàâèòü äëÿ ëþáîé áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè
f(x), íî ñóììà ýòîãî ðÿäà íå âñåãäà ñîâïàäàåò c f(x).
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Ïðèìåð 5.2. Ïóñòü f(x) =

{
e−1/|x| ïðè x 6= 0

0 ïðè x = 0
; xo = 0. Ïðè x 6= 0 ñóùåñòâóþò âñå

ïðîèçâîäíûå. Ïðè x = 0 âû÷èñëÿåì:

f ′(0) = lim
x→0

e−1/|x|

x
= 0, f ′′(0) = lim

x→0

signx · x−2 e−1/|x|

x
= 0, è ò. ä.

Ðÿä Òåéëîðà ñ öåíòðîì 0 ñîñòîèò èç íóëåâûõ ñëàãàåìûõ, íî f(x) = 0 òîëüêî ïðè
x = 0.

Îïðåäåëåíèå 5.1. Ôóíêöèÿ f(x) � àíàëèòè÷åñêàÿ â èíòåðâàëå (a; b), −∞ ≤ a <
b ≤ +∞, åñëè ∀ xo ∈ (a; b) ∃ R > 0 : â îêðåñòíîñòè (xo − R;xo + R) ôóíêöèÿ f(x)
ðàâíà ñóììå íåêîòîðîãî ñòåïåííîãî ðÿäà ñ öåíòðîì xo.

Àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóìà íà (a; b) è â ñèëó (6) â
îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè xo ∈ (a; b) ðàâíà ñóììå ñâîåãî ðÿäà Òåéëîðà.

Ïóñòü äàíà ôóíêöèÿ f(x), áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè xo;
òî÷êà x ëåæèò â ýòîé îêðåñòíîñòè. Âûïèøåì ôîðìóëó Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì:

f(x) =
m∑
k=0

f (n)(xo)

n!
(x− a)n + rm(x) = Sm(x) + rm(x).

Òîãäà f(x) = S(x) ⇐⇒ lim
m→∞

(f(x) − Sm(x)) = 0 ⇐⇒ lim
m→∞

rm(x) = 0 � òàêîâî íåîá-
õîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñîâïàäåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ñ ñóììîé å�å ðÿäà
Òåéëîðà.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà äà�åò ïðîñòîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà Òåéëîðà ê
ñàì�îé ôóíêöèè.

Ëåììà 5.1. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà â èíòåðâàëå (xo −
R;xo +R), è äëÿ å�å ïðîèçâîäíûõ âûïîëíåíà îöåíêà

∀n |f (n)(x)| ≤ C ïðè |x− xo| < R,

òî f(x) ðàâíà ñóììå ñâîåãî ðÿäà Òåéëîðà â (xo −R;xo +R).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìå Ëàãðàíæà:

rm(x) =
f (m+1)(ξ)

(m+ 1)!
(x− a)m+1,

ãäå ξ � íåêîòîðàÿ òî÷êà, ëåæàùàÿ ìåæäó xo è x. Ïîëó÷àåì îöåíêó:
|rm(x)| ≤ C

(m+ 1)!
|x− a|m+1 → 0 ïðè m→∞.

Óñëîâèÿì ëåììû 5.1 äëÿ ëþáîé òî÷êè xo è ∀ R > 0 óäîâëåòâîðÿþò ôóíêöèè sin x,
cosx (äëÿ íèõ C = 1) è ex (äëÿ íå�å C = exo+R). Ñëåäîâàòåëüíî, êàêóþ áû òî÷êó
xo ∈ R ìû íè âçÿëè, ýòè òðè ôóíêöèè ñîâïàäóò ñ ñóììàìè ñâîèõ ðÿäîâ Òåéëîðà íà
âñåé ÷èñëîâîé îñè.
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Ðÿä Òåéëîðà ñ öåíòðîì xo = 0 íàçûâàþò ðÿäîì Ìàêëîðåíà. Âûïèøåì ðÿäû
Ìàêëîðåíà äëÿ ôóíêöèé ex, sin x, cosx. Êàê ìû óæå çíàåì, ýòè ðÿäû ñõîäÿòñÿ ê
ñàìèì ôóíêöèÿì ïðè âñåõ x ∈ R. Çíà÷åíèÿ ex è å�å ïðîèçâîäíûõ â 0 âñå ðàâíû 1.
Ïîäñòàâèì èõ â ôîðìóëó ðÿäà Òåéëîðà:

ex =
∞∑
n=0

1

n!
xn ∀x ∈ R. (7)

Çíà÷åíèÿ ñèíóñà è åãî ïðîèçâîäíûõ â 0 ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, 0, 1, 0, −1, è ò. ä.
ñ ïåðèîäîì 4. Îñòàíóòñÿ ëèøü ñëàãàåìûå ñ íå÷�åòíûìè ñòåïåíÿìè n = 2k + 1 :

sin x =
∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
x2k+1 ∀x ∈ R. (8)

Ðÿä äëÿ êîñèíóñà ìîæíî ïîëó÷èòü ïî÷ëåííûì äèôåðåíöèðîâàíèåì (8):

cosx =
∞∑
k=0

(−1)k

(2k)!
x2k ∀x ∈ R. (9)

Ñóììà ñëåäóþùåãî ðÿäà Ìàêëîðåíà áûëà âû÷èñëåíà íåïîñðåäñòâåííî:

1

1 + x
=

∞∑
n=0

(−1)nxn ∀x ∈ (−1; 1). (10)

Ñëåäóþùèé ðÿä áûë ïîëó÷åí èç (10) ïî÷ëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì, â òî÷êó x = 1
ðàâåíñòâî ïðîäîëæåíî ïî íåïðåðûâíîñòè ñóììû:

ln(1 + x) =
∞∑
n=1

(−1)n−1

n
xn ∀x ∈ (−1; 1]. (11)

Âûïèøåì ðÿä Ìàêëîðåíà äëÿ ôóíêöèè (1 + x)a, a ∈ R, äèôôåðåíöèðóÿ å�å â íóëå
áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç. Ïðè a ∈ N ∪ {0} ìû ïîëó÷èì ôîðìóëó áèíîìà Íüþòîíà ñ
êîíå÷íûì ÷èñëîì ñëàãàåìûõ, è âîïðîñ î ñõîäèìîñòè íå ñòî�èò. Åñëè æå ïîêàçàòåëü a
îòðèöàòåëüíûé èëè äðîáíûé, òî ðÿä Ìàêëîðåíà âûãëÿäèò òàê4:

(1 + x)a =
∞∑
n=0

a(a− 1) . . . (a+ 1− n)

n!
xn =

∞∑
n=0

n∏
k=1

(a+ 1− k)

n!
xn ïðè |x| < 1. (12)

Äëÿ ýòîãî ðÿäà íå óäà�åòñÿ äîêàçàòü rN(x) → 0 ïðè N → ∞, îöåíèâàÿ îñòàòî÷íûé
÷ëåí â ôîðìå Ëàãðàíæà. Ïðèìåíèì äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî.

4Ïðîèçâåäåíèå 0 ñîìíîæèòåëåé ñ÷èòàåòñÿ = 1.
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6 Ðàçëîæåíèå ôóíêöèé â ñòåïåííûå ðÿäû

Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà S(x) =
∞∑
n=0

n∏
k=1

(a+ 1− k)

n!
xn ðàâåí 1, ÷òî ïðîâåðÿåòñÿ ïî ïðèçíàêó

Äàëàìáåðà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè |x| < 1 ìîæíî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ðÿä S(x) ïî÷ëåí-
íî. Çàòåì äîìíîæèì íà (1 + x) è ðàñêðîåì ñêîáêè:

(1+x)S ′ = (1+x)
∞∑
n=1

n∏
k=1

(a+ 1− k)

(n− 1)!
xn−1 =

∞∑
n=1

n∏
k=1

(a+ 1− k)

(n− 1)!
xn−1+

∞∑
n=1

n∏
k=1

(a+ 1− k)

(n− 1)!
xn =

[â ïåðâîé ñóììå ïîëîæèì m = n−1 è ïåðâîå ñëàãàåìîå âûïèøåì îòäåëüíî; âî âòîðîé
ñóììå ïîëîæèì m = n]

= a+
∞∑
m=1

( m∏
k=1

(a+ 1− k) (a−m)

m!
+

m∏
k=1

(a+ 1− k)

m!/m

)
xm = aS(x).

Ñëåäîâàòåëüíî, S(x) ÿâëÿåòñÿ íà (−1; 1) ðåøåíèåì çàäà÷è Koøè
S ′(x) =

a

1 + x
S(x), S(0) = 1, îòêóäà S(x) = (1 + x)a.

Ôîðìóëà (10) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ôîðìóëû (12) ïðè a = −1.
Çàïîìíèâ ðàçëîæåíèÿ (7)�(12), ìîæíî ïîëó÷àòü ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû Òåéëîðà

ìíîãèõ ñëîæíûõ ôóíêöèé è äàæå íåáåðóùèõñÿ èíòåãðàëîâ, ïðèìåíÿÿ ñëåäóþùèå
÷åòûðå ïðè�åìa (îáúÿñíèì èõ íà ïðèìåðàõ):
I. Ïîäñòàíîâêà îäíî÷ëåíà. Pàçëîæèì ïî ñòåïåíÿì x ôóíêöèè:

1

1 + x2
= (1 + y)−1

∣∣
y=x2 =

∞∑
n=0

(−1)nyn =
∞∑
n=0

(−1)nx2n,

ðÿä ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè ïðè |y| < 1, ò.å. ïðè |x| < 1. Àíàëîãè÷íî

1√
1− x2

= (1 + y)−1/2
∣∣
y=−x2 =

∞∑
n=0

n∏
k=1

(1

2
− k
)

n!
yn =

∞∑
n=0

n∏
k=1

(2k − 1)

2n n!
x2n =

=
∞∑
n=0

(2n− 1)!!

(2n)!!
x2n = 1 +

1

2
x2 +

1 · 3
2 · 4

x4 +
1 · 3 · 5
2 · 4 · 6

x6 +
1 · 3 · 5 · 7
2 · 4 · 6 · 8

x8 + . . . ,

ãäå äëÿ n ∈ N ñèìâîëîì n!! îáîçíà÷åí ½ïîëóôàêòîðèàë� � ïðîèçâåäåíèå íàòóðàëüíûõ
÷èñåë äî n îäèíàêîâîé ñ n ÷�åòíîñòè. Pÿä ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè ïðè |y| < 1 ⇐⇒ |x| < 1.
Åù�å îäèí ïðèìåð:

e−x
2/2 = ey|

y=−x2

2

=
∞∑
n=0

1

n!
yn =

∞∑
n=0

(−1)n

2n n!
x2n ∀y ∈ R =⇒ ∀x ∈ R.
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II. Ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâàíèå. Îäèí ïðèìåð óæå áûë: ln(1+x). Òåïåðü ïðîèíòå-
ãðèðóåì òðè ðÿäà, ïîëó÷åííûå òîëüêî ÷òî:

arctg x =

x∫
0

dy

1 + y2
=

∞∑
n=0

(−1)n
x∫

0

y2ndy =
∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
x2n+1 ïðè |x| < 1;

arcsinx =

x∫
0

dy√
1− y2

=
∞∑
n=0

(2n− 1)!!

(2n)!!(2n+ 1)
x2n+1 ïðè |x| < 1;

íåáåðóùèéñÿ èíòåãðàë
x∫

0

e−y
2/2dy =

∞∑
n=0

(−1)n

2n(2n+ 1)n!
x2n+1 ∀x ∈ R.

III. Äîìíîæåíèå íà ìíîãî÷ëåí c ðàñêðûòèåì ñêîáîê è ïðèâåäåíèåì ïîäîáíûõ
ñëàãàåìûõ. Íàïðèìåð, ðàçëîæèì ïî ñòåïåíÿì y = (x− 1) ôóíêöèþ

xex = (y + 1)e · ey = e
∞∑
m=0

ym+1

m!
+ e

∞∑
n=0

yn

n!
=

[â ïåðâîé ñóììå ïîëîæèì n = m+ 1 è äîáàâèì 0-å ñëàãàåìîå, ðàâíîå 0]

= e
∞∑
n=0

n yn

n!
+ e

∞∑
n=0

yn

n!
= e

∞∑
n=0

n+ 1

n!
(x− 1)n ∀ x ∈ R.

IV. Ðàçëîæåíèå ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè â ñóììó ïðîñòåéøèõ äðîáåé.
Íàïðèìåð, ðàçëîæèì ïî ñòåïåíÿì t = (x+ 1) ôóíêöèþ

f(x) =
6x

x3 − 8
=

1

x− 2
− x− 2

3 + (x+ 1)2
=

−1/3

1− t/3
−
( t

3
− 1
) 1

1 + t2/3
=

= −1

3

∞∑
n=0

( t
3

)n
−
( t

3
− 1
) ∞∑
n=0

(−t2
3

)n
=

= −
∞∑
n=0

1

3n+1
(x+ 1)n −

∞∑
n=0

(−1)n

3n+1
(x+ 1)2n+1 +

∞∑
n=0

(−1)n

3n
(x+ 1)2n =

[îñòàëîñü ïðèâåñòè ïîäîáíûå ñëàãàåìûå]

=
∞∑
n=0

(
(−1)n

3n
− 1

32n+1

)
(x+ 1)2n −

∞∑
n=0

(
(−1)n

3n+1
+

1

32n+2

)
(x+ 1)2n+1.

Ðÿä ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f(x) ïðè îäíîâðåìåííîì âûïîëíåíèè óñëîâèé |t/3| < 1 è
|t2/3| < 1, ò.å. ïðè |x+ 1| <

√
3.
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Íàõîæäåíèå ÿâíîãî âèäà ôóíêöèè, çàäàííîé ðÿäîì

Ïðèìåð 6.1. f(x) =
∞∑
n=1

n2xn.Ïîïðîáóåì ñâåñòè ê èçâåñòíîìó ðÿäó
∞∑
n=0

xn. Îò ìíîæè-

òåëåé n áóäåì èçáàâëÿòüñÿ èíòåãðèðîâàíèåì:

f(x)

x
=

∞∑
n=1

n2xn−1 =⇒ g(x) :=

∫ x

0

f(y)

y
dy =

∞∑
n=1

nxn;

g(x)

x
=

∞∑
n=1

nxn−1 =⇒
∫ x

0

g(y)

y
dy =

∞∑
n=1

xn =
1

1− x
− 1

ïðè |x| < 1. Ñëåäîâàòåëüíî, íà ýòîì èíòåðâàëå ïîëó÷èòñÿ

g(x) = x
( 1

1− x
− 1
)′

=
x

(1− x)2
; f(x) = x g′(x) =

x(1 + x)

(1− x)3
.

Ïðèìåð 6.2. f(x) =
∞∑
n=0

(−4)nx4n

(4n)!
. Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè = ∞. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

f ′′′′(x) + 4f(x) = 0. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå k4 + 4 = 0 èìååò êîðíè ±1 ± i,
ñëåäîâàòåëüíî, îáùèé âèä ðåøåíèÿ

y(x) = ex(A cosx+B sin x) + e−x(C cosx+D sin x).

Èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé f(0) = 1, f ′(0) = f ′′(0) = f ′′′(0) = 0 íàõîäèì A = C = 1/2,
B = D = 0. Îòâåò: f(x) = chx cosx, x ∈ R.

Ïðèìåð 6.3. f(x) =
∞∑
n=2

xn

n2 − 1
. Ðàçëîæèì äðîáü

1

n2 − 1
=

1

(n− 1)(n+ 1)
=

1

2

( 1

n− 1
− 1

n+ 1

)
.

Òîãäà

f(x) =
1

2

( ∞∑
n=2

xn

n− 1
−

∞∑
n=2

xn

n+ 1

)
=

1

2

(
F (x)−G(x)

)
,

ãäå

F (x) =
∞∑
k=1

xk+1

k
= x

∞∑
k=1

xk

k
= −x ln(1− x), |x| < 1;

G(x) =
∞∑
k=3

xk−1

k
=

1

x

( ∞∑
k=1

xk

k
− x− x2

2

)
= −1

x
ln(1− x)− 1− x

2
, |x| < 1.

Ïîëó÷àåì f(x) =
1− x2

2x
ln(1− x) +

1

2
+
x

4
ïðè |x| < 1.

Åù�å ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî âû÷èñëèòü f(1) = 3/4, f(−1) = 1/4.
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7 Ïðèìåíåíèå ñòåïåííûõ ðÿäîâ

Ïðèáëèæ�åííûå âû÷èñëåíèÿ
Åñëè äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè f(x) (ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèè, èëè íåáåðóùåãîñÿ èíòå-
ãðàëà, èëè ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ) èçâåñòíî ðàçëîæåíèå
â ñòåïåííîé ðÿä ñ öåíòðîì xo 6= x, ïðè÷�åì òî÷êà x ïîïàäàåò â èíòåðâàë ñõîäèìîñòè
(æåëàòåëüíî áëèæå ê öåíòðó), òî çíà÷åíèå f(x) ìîæíî ïðèáëèæàòü ÷àñòè÷íûìè
ñóììàìè ýòîãî ñòåïåííîãî ðÿäà.

Ïðèìåð 7.1. Âû÷èñëèòü 3
√

2 ñ ïîãðåøíîñòüþ < 0,0001. Âûïèøåì ðÿä Òåéëîðà äëÿ
ôóíêöèè x1/3 ñ öåíòðîì 1, ïðèìåíèâ ðàçëîæåíèå (12) ïðè a = 1/3 :

x1/3 =
∞∑
n=0

n∏
k=1

(
4
3
− k
)

n!
(x− 1)n ïðè |x− 1| < 1.

Íî x = 2 íå ïîïàäàåò â èíòåðâàë! Òîãäà ðàçëîæèì x1/3 â ðÿä Òåéëîðà ñ öåíòðîì â
ðàöèîíàëüíîì ÷èñëå 125/64 = (5/4)3, áëèçêîì ê 2:

x1/3 =
(125

64
+ y
)1/3

=
5

4

(
1 +

64y

125

)1/3

=
5

4

∞∑
n=0

n∏
k=1

(4
3
− k)

n!

(64y

125

)n
.

Ýòî ðàçëîæåíèå âåðíî ïðè
∣∣64y
125

∣∣ < 1. Ó íàñ x = 2 =⇒ y = 3/64 ðàñïîëîæåí áëèæå ê
öåíòðó, ÷åì ê êîíöó èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè, ïîýòîìó ðÿä ñîéä�åòñÿ áûñòðî:

21/3 =
5

4

∞∑
n=0

n∏
k=1

(4
3
− k)

n!

( 3

125

)n
=

5

4

(
1 +

1

3
· 3

125
−

1
3
· 2

3

2!

( 3

125

)2

+ . . .︸ ︷︷ ︸
ðÿä Ëåéáíèöà

)

Èìååì |r1| ≤
∣∣∣54 · 1

9

(
3

125

)2∣∣∣ < 0,0001. Îòâåò: 3
√

2 ≈ 5
4

(
1 + 1

125

)
= 1,2600.

Ïðèìåð 7.2. Âû÷èñëèòü ln 2 ñ ïîãðåøíîñòüþ < 0,0001. Ïîäñòàâèâ x = 1 â ðÿä
Ìàêëîðåíà (11), ìû ïîëó÷èì ñõîäÿùèéñÿ ðÿä Ëåéáíèöà

ln 2 =
∞∑
n=1

(−1)n−1

n
= 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
− . . .

Íî ÷òîáû ïîëó÷èòü ïîãðåøíîñòü |rN | ≤ |aN+1| < 0,0001, íàì ïðèä�åòñÿ âçÿòü N =
10000 : òî÷êà íà êîíöå èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè! ×òîáû âçÿòü òî÷êó áëèæå ê öåíòðó,
âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ln 2 = − ln(1/2) :

ln 2 = − ln
(
1− 1

2

)
= −

∞∑
n=1

(−1)n−1

n

(
−1

2

)n
=

∞∑
n=1

1

n 2n
.
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Ýòî çíàêîïîëîæèòåëüíûé ðÿä. Îöåíèì îñòàòîê ÷åðåç ñóììó ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè:

rN =
∞∑

n=N+1

1

n 2n
<

1

(N + 1) 2N+1

∞∑
k=0

(1

2

)n
=

1

(N + 1) 2N
< 0,0001

ïðè N = 10. Îòâåò: ln 2 ≈
10∑
n=1

1

n 2n
≈ 0,6931.

Ðåøåíèå ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
Ïóñòü äàíà çàäà÷à Êîøè{

Pk y
(k) + Pk−1 y

(k−1) + . . .+ P1 y
′ + P0 y = f(x)

y(xo) = yo, y′(xo) = y1, . . . , y
(k−1)(xo) = yk−1,

ãäå P0(x), P1(x), . . ., Pk(x) � ìíîãî÷ëåíû; ôóíêöèÿ f(x) àíàëèòè÷íà â îêðåñòíîñòè xo.
Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå y(x) â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà

y(x) =
∞∑
n=0

cn(x− xo)
n.

Ïåðâûå k êîýôôèöèåíòîâ íàõîäèì èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé: cn =
yn
n!

ïðè 0 ≤ n ≤ k−1.
Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ðÿä k ðàç, ïîäñòàâèì â ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ. Ïðåäñòàâèì â
âèäå ðÿäà è ïðàâóþ ÷àñòü

f(x) =
∞∑
n=0

bn(x− xo)
n.

Ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî ñóìì äâóõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ íà íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè xo.
Èç ýòîãî ñëåäóþò ðàâåíñòâà êîýôôèöèåíòîâ ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ (x− xo).

Ïðèìåð 7.3. Ðàçëîæèòü â ðÿä Ìàêëîðåíà ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè{
(1 + x2)y′ + 2xy =

1

1 + x2

y(0) = 0.

Ïðåäñòàâèì y(x) â âèäå ðÿäà
∞∑
n=1

cnx
n (c0 = 0 ïî íà÷àëüíîìó óñëîâèþ), òîãäà ëåâàÿ

÷àñòü óðàâíåíèÿ çàïèøåòñÿ â âèäå
∞∑
n=1

ncnx
n−1 +

∞∑
n=1

ncnx
n+1 + 2

∞∑
n=1

cnx
n+1 =

[÷òîáû ïðèâåñòè ïîäîáíûå ñëàãàåìûå, ïðèâåä�åì íîìåðà ñëàãàåìûõ â ñîîòâåòñòâèå ñî
ñòåïåíÿìè x : â ïåðâîé ñóììå ïîëîæèì m = n− 1, â äâóõ ïîñëåäíèõ m = n+ 1]

=
∞∑
m=0

(m+ 1)cm+1x
m +

∞∑
m=2

(m− 1)cm−1x
m +

∞∑
m=2

2cm−1x
m =
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= c1 + 2c2x+
∞∑
m=2

(m+ 1)(cm+1 + cm−1)x
m.

Â ïðàâîé ÷àñòè èìååì

1

1 + x2
=

∞∑
k=0

(−1)kx2k, ò.å. bn =

{
(−1)n/2, n ÷�åòíî

0 n íå÷�åòíî

Ñîïîñòàâèâ êîýôôèöèåíòû ïðè x0, x1, x2, . . ., ïîëó÷àåì áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó óðàâíå-
íèé:


c1 = 1
2c2 = 0

3(c3 + c1) = −1
4(c4 + c2) = 0
5(c5 + c3) = 1, è ò. ä.

=⇒
∀k = 0, 1, 2, . . .
c2k = 0;
c2k+1 = (−1)k

(
1 + 1

3
+ . . .+ 1

2k+1

)
.

Îòâåò: y(x) = x−
(
1 + 1

3

)
x3 +

(
1 + 1

3
+ 1

5

)
x5 − . . ., ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè |x| < 1.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå y(x) =
arctg x

1 + x2
çàäà�åòñÿ ýòèì ðÿäîì íå íà âñåé ñâîåé îáëàñòè

îïðåäåëåíèÿ.
Ðåøåíèå íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ðàçðåø�åííûõ îòíîñèòåëüíî
ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé y(k)(x), ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè y(x) èùóò òàê: ïî çàäàííûì
çíà÷åíèÿì y(xo),. . . y(k−1)(xo) íàõîäÿò y(k)(xo), çàòåì, ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ óðàâíå-
íèå, íàõîäÿò y(k+1)(xo), è ò. ä. Â ðåçóëüòàòå ïðåäñòàâëÿþò ðåøåíèå ÷åðåç ðÿä Òåéëîðà:

y(x) =
∞∑
n=0

y(n)(xo)

n!
(x− xo)

n. Ýòîò ìåòîä áîëåå øèðîêî ïðèìåíèì è ìåíåå òðóäî�åìîê,

íî íåîáõîäèìî ïîìíèòü î åãî íåäîñòàòêå: êàê ïðàâèëî, íå óäà�åòñÿ âûâåñòè ÿâíóþ
ôîðìóëó äëÿ êîýôôèöèåíòîâ cn è îïðåäåëèòü èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííîãî
ðÿäà.

Ïðèìåð 7.4. Ðåøèòü óðàâíåíèå êîëåáàíèé ìàÿòíèêà y′′ = − sin y ñ íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè y(0) = π/2, y′(0) = 0, âûïèñàâ ñëàãàåìûå äî øåñòîé ñòåïåíè x. Âû÷èñëÿ-
åì ïðîèçâîäíûå:

y′′ = − sin y y′′(0) = −1
y′′′ = − cos y · y′ y′′′(0) = 0

y(4) = sin y · (y′)2 − cos y · y′′ y(4)(0) = 0
y(5) = cos y (y′)3 + 3 sin y · y′y′′ − cos y · y′′′ y(5)(0) = 0

y(6) = − sin y (y′)4 + 6 cos y (y′)2y′′+
+3 sin y (y′′)2 + 4 sin y · y′y′′′ − cos y · y(4) y(6)(0) = 3

Îòâåò: y(x) =
π

2
− 1

2
x2 +

3

720
x6 + o(x6).
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8 Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà è ðÿäû Ôóðüå

Îïðåäåëåíèå 8.1. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî E íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì, åñëè íà
í�åì îïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ò.å. ôóíêöèÿ (·, ·) : E×E 7→ R, îáëàäàþ-
ùàÿ òàêèìè ñâîéñòâàìè:

1. Êîììóòàòèâíîñòü: ∀x, y ∈ E âûïîëíåíî (x, y) = (y, x);
2. Áèëèíåéíîñòü: ∀x, y, z ∈ E, a, b ∈ R èìååì (ax+ by, z) = a(x, z) + b(y, z);
3. Ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåë�åííîñòü: ∀x ∈ E èìååì (x, x) ≥ 0,
ïðè÷�åì (x, x) = 0 òîëüêî ïðè x = 0.

Íîðìà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå çàäà�åòñÿ ôîðìóëîé

‖x‖ =
√

(x, x). (13)

Ëåììà 8.1. Äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ x, y ∈ E âåðíî íåðàâåíñòâî |(x, y)| ≤ ‖x‖ · ‖y‖,
ïðè÷�åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà x è y ëèíåéíî çàâèñèìû
(êîëëèíåàðíû).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âåêòîðà âèäà x + ty, t ∈ R. Ïðè âñÿêîì t âûïîëíåíî
(x+ ty, x+ ty) = ‖x+ ty‖2 ≥ 0. B ñèëó áèëèíåéíîñòè,

(x+ ty, x+ ty) = t2‖y‖2 + 2t(x, y) + ‖x‖2.

Ýòî êâàäðàòíûé òð�åõ÷ëåí îò t, îí íå ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé =⇒ åãî
äèñêðèìèíàíò íåïîëîæèòåëåí:

D = 4(x, y)2 − 4‖y‖2‖x‖2 ≤ 0 =⇒ |(x, y)| ≤ ‖x‖ · ‖y‖;

íåðàâåíñòâî áóäåò ñòðîãèì â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà x è y íå êîëëèíåàðíû,
ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå âåêòîð x+ ty íå ìîæåò áûòü íóëåâûì.

Ïðîâåðèì, ÷òî (13) äåéñòâèòåëüíî äà�åò íîðìó.
1) ‖0‖ = 0, a ∀x 6= 0 èìååì ‖x‖ =

√
(x, x) > 0.

2) ∀c ∈ R ‖cx‖ =
√

(cx, cx) =
√
c2(x, x) = |c| · ‖x‖.

3) íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ ïðîâåðÿåòñÿ òàê:

(‖x‖+ ‖y‖)2 − ‖x+ y‖2 = (‖x‖2 + ‖y‖2 + 2‖x‖ · ‖y‖)− (‖x‖2 + ‖y‖2 + 2(x, y)) =

= 2(‖x‖ · ‖y‖ − (x, y)) ≥ 0.

½Òåîðåìà Ïèôàãîðà�. Åñëè (x, y) = 0, òî ‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2.
Ïðèìåðû åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ

1. Ïðîñòðàíñòâî Rn ñ îáû÷íûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (~x, ~y) =
n∑
i=1

xiyi.

Íîðìà, ñîîòâåòñòâåííî, ðàâíà ‖~x‖ =

√
n∑
i=1

x2
i .
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2. Ïðîñòðàíñòâî C[0; 1] íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå [0; 1] co ñêàëÿðíûì ïðîèç-

âåäåíèåì (f, g) =

∫ 1

0

f(t)g(t)dt. Çäåñü ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåë�åííîñòü íîðìû íåî÷å-
âèäíà: íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè f 6= 0, òî (f, f) > 0. Ýòî ñëåäóåò èç ñâîéñòâà èíòå-
ãðàëà: f 6= 0 =⇒ ∃to ∈ [0; 1] : f 2(to) > 0 è ïðè ýòîì ∀t f2(t) ≥ 0, è ïîñêîëüêó
f íåïðåðûâíà, ïîëó÷àåì

∫ 1

0
f 2(t)dt > 0. Íîðìà â C[0; 1] ðàâíà ‖f‖ =

√∫ 1

0
f 2(t)dt.

Ïðîñòðàíñòâî C[0; 1] áåñêîíå÷íîìåðíî, ò.å. â í�åì ìîæíî íàéòè ñêîëü óãîäíî ìíîãî
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ: íàïðèìåð, ïðè âñÿêîìN íàáîð ôóíêöèé 1, t, t2, . . . , tN
ëèíåéíî íåçàâèñèì.
3. Îïèøåì òî ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, ñ êîòîðûì íàì ïðåäñòîèò ðàáîòàòü.

Îïðåäåëåíèå 8.2. Ïðîñòðàíñòâî Eo[−π; π] ñîñòîèò èç ôóíêöèé f íà îòðåçêå [−π; π],
èìåþùèõ ëèøü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà, è òîëüêî I ðîäà, ïðè÷�åì

f(−π) = f(π) =
f(π − 0) + f(−π + 0)

2
,

à â êàæäîé òî÷êå ðàçðûâà a ∈ (−π; π) âûïîëíåíî

f(a) =
f(a− 0) + f(a+ 0)

2
.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Eo[−π; π] çàäà�åòñÿ ôîðìóëîé

(f, g) =

π∫
−π

f(t)g(t)dt.

Ïðîâåðèì ïîëîæèòåëüíóþ îïðåäåë�åííîñòü ýòîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Ïóñòü
f 6= 0, ò.å. ∃to ∈ [−π; π] : f(to) 6= 0. Åñëè f íåïðåðûâíà â to, òî äîêàçàòåëüñòâî òàêîå
æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå. Åñëè to � òî÷êà ðàçðûâà I ðîäà èëè to = ±π, òî
èìååì ëèáî f(to + 0) 6= 0, ëèáî f(to − 0) 6= 0. Ïóñòü, íàïðèìåð, f(to + 0) = 2ε > 0.
Òîãäà ∃δ > 0 : f(t) > ε ïðè âñåõ t ∈ (to; to + δ), è òîãäà (f, f) =

∫ π
−π f

2(t)dt > δε2.

Íîðìà â ïðîñòðàíñòâå Eo[−π; π] ðàâíà ‖f‖ =

√∫ π

−π
f 2(t)dt.

Îïðåäåëåíèå 8.3. Êîíå÷íîå èëè áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ e0, e1, e2, . . . íàçûâàåòñÿ
îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìîé (OHC), åñëè

‖ei‖ = 1 ∀ i; (ei, ej) = 0 ∀j 6= i.

Åñëè åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî E èìååò êîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü d, òî ëþáàÿ ÎÍÑ,
ñîñòîÿùàÿ èç d âåêòîðîâ, ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì. Â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñèòóà-
öèÿ ñëîæíåå.

Îïðåäåëåíèå 8.4. Ïóñòü e0, e1, e2, . . . � ÎÍÑ â áåñêîíå÷íîìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå E, ñîñòîÿùåì èç ôóíêöèé; ïóñòü f ∈ E. Êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå ôóíêöèè
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f(t) íàçûâàþòñÿ ÷èñëà ci = (f, ei). Ðÿä Ôóðüå äëÿ ôóíêöèè f(t) � ôóíêöèîíàëüíûé
ðÿä

S(t) =
∞∑
i=0

(f, ei)ei(t).

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà Ôóðüå.

Â ïðîñòðàíñòâå Eo[−π; π] ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ÎÍÑ

e0(t) =
1√
2π

; e2k(t) =
cos kt√

π
, e2k−1(t) =

sin kt√
π

, k ∈ N. (14)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ∀n ‖en‖ = 1. Ïðîâåðèì îðòîãîíàëüíîñòü:

(e0, e2k) =
1√
2π

π∫
−π

cos kt dt = 0; (e0, e2k−1) =
1√
2π

π∫
−π

sin kt dt = 0;

(e2k, e2l−1) =
1

π

π∫
−π

cos kt sin(lt)dt =
1

2π

π∫
−π

sin((l + k)t) + sin((l − k)t)dt = 0;

íàêîíåö, ïðè k 6= l ïîëó÷àåì

(e2k, e2l) =
1

π

π∫
−π

cos kt cos lt dt =
1

2π

π∫
−π

cos((l − k)t) + cos((l + k)t)dt = 0

è àíàëîãè÷íî (e2k−1, e2l−1) = 0.
Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå äëÿ ôóíêöèè f ∈ Eo[−π; π] âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

c0 =
1√
2π

∫ π

−π
f(t)dt; c2k =

1√
π

π∫
−π

f(t) cos kt dt; c2k−1 =
1√
π

π∫
−π

f(t) sin kt dt.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè f(t) ïî íàøåé ÎÍÑ âûãëÿäèò òàê:

S(x) =

π∫
−π
f(t)dt

2π
+

∞∑
k=1

( π∫
−π
f(t) cos kt dt

π
cos kx +

π∫
−π
f(t) sin kt dt

π
sin kx

)

=
a0

2
+

∞∑
k=1

(ak cos kx + bk sin kx ),

ãäå êîýôôèöèåíòû ak, bk (ýòî íå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå!) âû÷èñëÿþòñÿ òàê:

a0 =
1

π

π∫
−π

f(t)dt; ak =
1

π

π∫
−π

f(t) cos kt dt; bk =
1

π

π∫
−π

f(t) sin kt dt.
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Îïðåäåëåíèå 8.5. Ïóñòü L � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà
E. Îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé âåêòîðà y ∈ E íà L íàçûâàåòñÿ òàêîé âåêòîð
z ∈ L, ÷òî

y − z ⊥ L, ò.å. ∀x ∈ L (x, y − z) = 0.

Îáîçíà÷åíèå: z = PL y.

Ëåììà 8.2. Ïóñòü L � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà E.
Òîãäà âåêòîð z = PL y � ýòî åäèíñòâåííûé âåêòîð, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìèíè-
ìóì min

x∈L
‖x− y‖.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z = PL y, è ïóñòü x ∈ L, x 6= z. Òîãäà

(x− z, z − y) = 0 =⇒ ‖x− y‖2 = ‖x− z‖2 + ‖z − y‖2 > ‖z − y‖2.

Â ñëó÷àå êîíå÷íîìåðíîãî L ñóùåñòâîâàíèå îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè è ôîðìóëó
äëÿ å�å íàõîæäåíèÿ äà�åò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 8.1. Ïóñòü e0, e1, e2, . . . � ÎÍÑ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå E, è ïîäïðîñ-
òðàíñòâî L ⊂ E � ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà e0, . . . , en (îáîçíà÷åíèå: L = span {eo, . . . , en}).
Òîãäà äëÿ âñÿêîãî âåêòîðà y ∈ E îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ íà L ðàâíà

PL y =
n∑
i=0

(y, ei)ei.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì èñêàòü âåêòîð z = PLy. Ðàçëîæèì z ïî áàçèñó L: z =
n∑
i=0

ciei.

Äëÿ âåêòîðîâ ej ∈ L, j = 0, . . . , n, âûïîëíÿåòñÿ

0 = (ej, y − z) = (ej, y)−
n∑
i=0

ci(ej, ei) = (ej, y)− cj =⇒ cj = (y, ej).

Ýòî íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû ∀x ∈ L (x, y − z) = 0.

Ïîñêîëüêó y − PL y ⊥ PL y, âåðíà ôîðìóëà

‖y‖2 = ‖PL y‖2 + ‖y − PL y‖2 =
n∑
i=0

(y, ei)
2 + ‖y − PL y‖2,

ñëåäîâàòåëüíî, ðàññòîÿíèå îò âåêòîðà y äî L = span {eo, . . . , en} (ëèíåéíîé îáîëî÷êè
êîíå÷íîé ÎÍÑ) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

dist(y, L) = ‖y − PL y‖ =

√√√√‖y‖2 −
n∑
i=0

(y, ei)2.
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9 Ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäîâ Ôóðüå

Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèè yn ∈ E ñõîäÿòñÿ ê y â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì, åñëè îíè
ñõîäÿòñÿ ïî íîðìå: ‖yn − y‖ → 0 ïðè n→∞.

Âñþäó äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå Ln = span {eo, . . . , en}.

Òåîðåìà 9.1. (Íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ). Ïóñòü {ei}∞i=0 � OHC â åâêëèäîâîì ïðîñ-
òðàíñòâå E; ïóñòü âåêòîð y ∈ E. Òîãäà

∞∑
i=0

(y, ei)
2 ≤ ‖y‖2. (15)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóììû Qn =
n∑
i=0

(y, ei)
2 âîçðàñòàþò ïî n. Ïðè êàæäîì n ∈ N

êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ îò âåêòîðà y äî Ln ñîñòàâëÿåò

dist2(y, Ln) = ‖y‖2 −
n∑
i=0

(y, ei)
2 ≥ 0,

cëåäîâàòåëüíî, Qn ≤ ‖y‖2, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ∃ lim
n→∞

Qn ≤ ‖y‖2.

Îïðåäåëåíèå 9.1. ÎÍÑ {ei}∞i=0 â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå E íàçûâàåòñÿ ïîëíîé,
åñëè äëÿ âåêòîðà y ∈ E

èç ∀ i = 0, 1, 2, . . . (y, ei) = 0 ñëåäóåò y = 0,

ò.å. âåêòîð îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå.

Îïðåäåëåíèå 9.2. ÎÍÑ {ei}∞i=0 â åâêëèäîâîì E íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé, åñëè äëÿ
âñÿêîãî âåêòîðà y ∈ E

dist(y, Ln) → 0 ïðè n→∞,

ò.å. âåêòîð y ìîæíî ïðèáëèçèòü êîíå÷íûìè ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè âåêòîðîâ
èç ÎÍÑ ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ ïî íîðìå.

Òåîðåìà 9.2. Åñëè ÎÍÑ {ei}∞i=0 â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå E çàìêíóòà, òî îíà
ïîëíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y ∈ E � âåêòîð, äëÿ êîòîðîãî ∀ i = 0, 1, 2, . . . (y, ei) = 0. Ïðè
êàæäîì n ∈ N åãî íîðìó îöåíèì òàê:

‖y‖2 =
n∑
i=0

(y, ei)
2︸ ︷︷ ︸

=0

+ dist2(y, Ln) → 0 ïðè n→∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, ‖y‖ = 0, à çíà÷èò, y = 0.

Åñëè ÎÍÑ çàìêíóòà, òî äëÿ âñÿêîãî y ∈ E ðÿä Ôóðüå ñðåäíåêâàäðàòè÷íî ñõîäèòñÿ
ê ñàìîìó y:

‖y − SN‖ =

∥∥∥∥y − n∑
i=0

(y, ei)ei

∥∥∥∥ = dist(y, Ln) −→
N→∞

0.
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Òåîðåìà 9.3. (Ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ).Ïóñòü {ei}∞i=0 � çàìêíóòàÿ OHC â åâêëè-
äîâîì ïðîñòðàíñòâå E; ïóñòü âåêòîð y ∈ E. Òîãäà

‖y‖2 =
∞∑
i=0

(y, ei)
2. (16)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè ñõîäèòñÿ, ïîñêîëüêó ÷àñòè÷íûå ñóììû âîçðàñ-
òàþò è íå ïðåâûøàþò ‖y‖2. Ïðè ýòîì

‖y‖2 −
∞∑
i=0

(y, ei)
2 = ‖y‖2 − lim

n→∞

n∑
i=0

(y, ei)
2 = lim

n→∞
dist2(y, Ln) = 0.

Òåîðåìà 9.4. Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Eo[−π; π] ÎÍÑ (14) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå íàì ïîíàäîáèòñÿ
Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà5. Åñëè ôóíêöèÿ f(t) 2π-ïåðèîäè÷íà è íåïðåðûâíà, òî äëÿ
∀ε > 0 ñóùåñòâóåò òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí, ò.å. ôóíêöèÿ âèäà

P (t) = c+
N∑
k=1

(
ak cos kt+ bk sin kt

)
,

òàêîé, ÷òî |P (t) − f(t)| < ε ∀ t ∈ R. Äðóãèìè ñëîâàìè: íåïðåðûâíóþ 2π-ïåðèîäè-
÷íóþ ôóíêöèþ ìîæíî ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ ðàâíîìåðíî ïðèáëèçèòü òðèãîíîìåòðè-
÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì.

Ïóñòü òåïåðü f ∈ Eo[−π; π]. Ïîëîæèì M = sup |f |. Ïóñòü −π = a0 < a1 <
. . . < an−1 < an = π, ãäå a1, . . . , an−1 � òî÷êè ðàçðûâà f . Âûáåðåì δ > 0, ÷òîáû
δ <

1

2

n

min
i=1

(ai − ai−1), è ïîñòðîèì íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ g ïî ôîðìóëå

g(t) =


f(t) ïðè t = ai, i = 0, . . . , n

f(t) ïðè t ∈ [−π; π]\
n⋃
i=0

(ai − δ; ai + δ)

ëèíåéíà íà [ai − δ; ai], i = 1, . . . , n
ëèíåéíà íà [ai; ai + δ], i = 0, . . . , n− 1

5Äîêàçàòåëüñòâî îñòàâèì íà ïîñëåäíþþ ëåêöèþ
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Ïðîäîëæèì g äî 2π-ïåðèîäè÷íîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè. Òîãäà sup |g| ≤ M , íà
îòðåçêå [−π; π] g îòëè÷àåòñÿ îò f íà èíòåðâàëàõ ñóììàðíîé äëèíû 2nδ, ïîýòîìó
íîðìà èõ ðàçíîñòè îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç δ:

‖g − f‖2 ≤ 2nδ(sup |g − f |)2 ≤ 2nδ(2M)2 = 8nM2δ.

Åñëè íàì çàäàí ε > 0, ìû âîçüì�åì δ = ε2/32nM2, è òîãäà ‖g − f‖ ≤ ε/2.
Ïðèìåíèâ òåîðåìó Âåéåðøòðàññà, íàéä�åì òàêîé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

P , ÷òî sup |P − g| < ε

2
√

2π
. Òîãäà ‖P − g‖ < ε

2
. Îòñþäà ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà

‖P − f‖ ≤ ‖P − g‖ + ‖g − f‖ < ε. Ïîñêîëüêó ε > 0 ïðîèçâîëüíî, çàìêíóòîñòü ÎÍÑ
(14) äîêàçàíà.

Ïðèìåð 9.1. Íàéòè êîýôôèöèåíòû Ôóðüå, âûïèñàòü ðÿä Ôóðüå è ðàâåíñòâî Ïàð-
ñåâàëÿ äëÿ ôóíêöèè

f(t) =

{
t, −π < t < π
0, t = ±π.

Ôóíêöèÿ f íå÷�åòíà. Ïðè ÷�åòíûõ n ôóíêöèè en ÿâëÿþòñÿ ÷�åòíûìè, ïîýòîìó (f, en) =
0. Ïðè íå÷�åòíûõ n = 2k − 1 èìååì

(f, e2k−1) =
1√
π

π∫
−π

t sin kt dt =
−1

k
√
π

π∫
−π

t d cos kt =

=
−1

k
√
π

(
t cos kt − sin kt

k

)∣∣∣∣π
−π

=
−2π cos(kπ)

k
√
π

=
2
√
π(−1)k−1

k
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä Ôóðüå äëÿ ôóíêöèè f èìååò âèä

S(x) =
∞∑
k=1

2(−1)k−1

k
sin kx = 2 sinx− 2

2
sin 2x+

2

3
sin 3x− 2

4
sin 4x+ . . .

Â êàæäîé òî÷êå x ðÿä ñõîäèòñÿ ê f(x) ïî ïðèçíàêó Äèíè èëè Äèðèõëå (ñì. ñëåäóþ-
ùóþ ëåêöèþ). Ïðè 0 6= x 6= ±π ñõîäèìîñòü óñëîâíàÿ. È, êîíå÷íî æå, ðÿä ñõîäèòñÿ
íåðàâíîìåðíî: èíà÷å åãî ñóììà áûëà áû íåïðåðûâíîé.
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Âûïèøåì ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ äëÿ f :

‖f‖2 =
∞∑
i=0

(f, ei)
2 =

∞∑
k=1

(f, e2k−1)
2 =

∞∑
k=1

(
2
√
π(−1)k−1

k

)2

=
∞∑
k=1

4π

k2

Â òî æå âðåìÿ

‖f‖2 =

π∫
−π

t2dt =
t3

3

∣∣∣∣π
−π

=
2π3

3

Òàê íåîæèäàííî ìû ïîëó÷àåì
∞∑
k=1

1

k2
=

2π3

3
/ 4π =

π2

6
≈ 1,645.

Çàìåòèì, ÷òî ïîòî÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà Ôóðüå äëÿ ôóíêöèè f(t) äà�åò ïðè t = π/2

f
(π

2

)
=

∞∑
k=1

2(−1)k−1

k
sin

kπ

2
= 2
(
1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+

1

9
− 1

11
+ . . .︸ ︷︷ ︸

òîò æå ðÿä, ÷òî äëÿ arctg 1

)
=
π

2
,

Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü íå òîëüêî ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ ñõîäèìîñòü ÷àñòè÷íûõ
ñóìì Sn(x) ðÿäà Ôóðüå ê ôóíêöèè f ∈ Eo[−π; π]. Mû óæå çíàåì òðè ðàçëè÷íûõ
òèïà ñõîäèìîñòè:
(T) Ïîòî÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü: fn(x) −→

n→∞
f(x) ∀x ∈ [−π; π].

(P) Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü: fn ⇒ f , ò.å. lim
n→∞

sup
[−π;π]

|fn(x)− f(x)| = 0.

(H) Ñõîäèìîñòü ïî íîðìå (ñðåäíåêâàäàòè÷íàÿ): ‖fn − f‖ −→
n→∞

0.

Ñâÿçü ìåæäó ýòèìè òèïàìè ñõîäèìîñòè òàêîâà:

(T)
; (P)
; (H)

(P)
=⇒ (T)
=⇒ (H)

(H)
; (T)
; (P)

Äîêàçàòåëüñòâî. (P) =⇒ (T) � î÷åâèäíî. (T) ; (P) � êîíòðèïðèìåð: ôóíêöèè
2n+1
√

cos t íåðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ ê ðàçðûâíîé ôóíêöèè sign cos t.
(P) =⇒ (H) � ñëåäóåò èç îöåíêè ‖g − f‖2 ≤ 2π sup

[−π;π]

|g(x)− f(x)|2.

(T) ; (H) : ïðèâåä�åì êîíòðïðèìåð. Ïóñòü

f(x) ≡ 0; fn(x) =

{ √
n sin(nπx) ïðè |x| ≤ 1/n

0 ïðè |x| ≥ 1/n

Òîãäà fn(x) → 0 ∀ x ∈ [−π; π], îäíàêî ‖fn − 0‖ = ‖fn‖ = 1 9 0.
(H) ; (T) : ïðèâåä�åì äðóãîé êîíòðïðèìåð. Ïóñòü

f(x) ≡ 0; fn(x) =


1 åñëè ∃k ∈ Z : lnn < x− 2πk < ln(n+ 1)
0 åñëè @k ∈ Z : lnn ≤ x− 2πk ≤ ln(n+ 1)

1/2 â òî÷êàõ ðàçðûâà.
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Òîãäà fn(x) 6= 0 íà îäíîì�äâóõ ïðîìåæóòêàõ ñóììàðíîé äëèíû ln n+1
n

< 1/n =⇒
‖fn − 0‖ < 1/

√
n → 0. Îäíàêî, íè ïðè êàêîì x ∈ [−π; π] íå áóäåò fn(x) → 0, ïîñ-

êîëüêó ïðè âñÿêîì x çíà÷åíèå fn(x) = 1 áóäåò âñòðå÷àòüñÿ ïðè áåñêîíå÷íî ìíîãèõ n.
È òåì áîëåå (H) ; (P).
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10 Ïîòî÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäîâ Ôóðüå

è ñâîéñòâà êîýôôèöèåíòîâ

Â ïðåäûäóùåé ëåêöèè áûëî äîêàçàíî, ÷òî ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè
f(x) ñõîäÿòñÿ ê íåé â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì: ‖Sn − f‖ −→

n→∞
0. Íî áóäåò ëè ïîòî÷å÷íàÿ

ñõîäèìîñòü? È åñëè äà, òî áóäåò ëè îíà ðàâíîìåðíîé?
Ïðèçíàêè ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè

Ïðèçíàê Äèíè.Ïóñòü f ∈ Eo[−π; π], è ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè x íåñîáñòâåí-
íûé èíòåãðàë

π∫
0

∣∣∣∣f(x+ t) + f(x− t)− 2f(x)

t

∣∣∣∣ dt
ñõîäèòñÿ. Òîãäà Sn(x) → f(x) ïðè n→∞.

Ïðèçíàê Äèíè ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì: åãî âûïîëíåíèå â òî÷êå x íå çàâèñèò îò
ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè f âíå ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè x.
×àñòíûé ñëó÷àé6. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ Eo[−π; π] â íåêîòîðîé òî÷êå x èìååò
êîíå÷íûå ïðàâóþ è ëåâóþ ïðîèçâîäíûå, ïðè÷�åì åñëè x � òî÷êà ðàçðûâà I ðîäà, òî
îíè îïðåäåëÿþòñÿ òàê:

f ′(x+ 0) = lim
h→+0

f(x+ h)− f(x+ 0)

h
; f ′(x− 0) = lim

h→−0

f(x+ h)− f(x− 0)

h

Òîãäà Sn(x) → f(x) ïðè n→∞.
Ïðèçíàê Äèðèõëå.Ïóñòü f ∈ Eo[−π; π] êóñî÷íî ìîíîòîííà, ò.å. ñóùåñòâóþò
òî÷êè −π = a0 < a1 < a2 < . . . < an = π, òàêèå, ÷òî f ìîíîòîííà íà êàæäîì
èíòåðâàëå (ai−1; ai). Òîãäà äëÿ êàæäîãî x ∈ [−π; π] èìååì Sn(x) → f(x) ïðè n→∞.

Ïðèçíàêè Äèíè è Äèðèõëå � ñàìûå ÷àñòî ïðèìåíÿåìûå ïðèçíàêè ïîòî÷å÷íîé ñõî-
äèìîñòè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ Ôóðüå. Îáà îíè ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûìè, íî íå
ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè, êàê ïîêàçûâàþò ñëåäóþùèå äâà ïðèìåðà.

Ïðèìåð 10.1. Ôóíêöèÿ f(x) =
1

2− ln |x|
óäîâëåòâîðÿåò ïðèçíàêó Äèðèõëå, íî íå

óäîâëåòâîðÿåò ïðèçíàêó Äèíè â òî÷êå 0.
Ôóíêöèÿ g(x) = x2 cos(1/x) âî âñåõ òî÷êàõ äèôôåðåíöèðóåìà =⇒ óäîâëåòâîðÿåò

ïðèçíàêó Äèíè, íî íå óäîâëåòâîðÿåò ïðèçíàêó Äèðèõëå.

Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå îò ñâîéñòâ ôóíêöèè
Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) ðàçëîæåíà â ðÿä Ôóðüå, ïîòî÷å÷íî ñõîäÿùèéñÿ ê íåé:

f(x) =
a0

2
+

∞∑
k=1

(
ak cos kx + bk sin kx

)
,

6Áóäåò äîêàçàí íà ïîñëåäíåé ëåêöèè
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ãäå

ak =
1

π

π∫
−π

f(t) cos kt dt, k ∈ N ∪ {0}; bk =
1

π

π∫
−π

f(t) sin kt dt, k ∈ N.

Êîýôôèöèåíòû òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà ak, bk ñâÿçàíû ñ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå
ñîîòíîøåíèÿìè

a0 = c0

√
2

π
; ak =

c2k√
π

; bk =
c2k−1√
π
.

Ñ ó÷�åòîì ýòèõ ñîîòíîøåíèé ìîæíî ïåðåïèñàòü ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ â âèäå

‖f‖2 =
π

2
a2

0 + π

∞∑
k=1

(a2
k + b2k).

Ïîñêîëüêó ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ, ïîëó÷àåì ak → 0, bk → 0 ïðè k →∞.

×�åòíîñòü è íå÷�åòíîñòü. Íåïîëíûå ðÿäû Ôóðüå
Åñëè ôóíêöèÿ f ∈ Eo[−π; π] ÷�åòíà, òî bk = 0 ∀k ∈ N, è ïîëó÷èòñÿ ðÿä Ôóðüå èç

êîñèíóñîâ

f(x) =
a0

2
+

∞∑
k=1

ak cos kx .

Åñëè æå ôóíêöèÿ f ∈ Eo[−π; π] íå÷�åòíà, òî ak = 0 ∀k ∈ N ∪ {0}, è ïîëó÷èòñÿ ðÿä
Ôóðüå èç ñèíóñîâ. Åñëè ôóíêöèÿ çàäàíà òîëüêî íà ïîëóïåðèîäå, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü
å�å ÷�åòíîé èëè íå÷�åòíîé, ñîîòâåòñòâåííî ðàçëîæèòü ïî êîñèíóñàì èëè ïî ñèíóñàì:

Òåîðåìà 10.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íà îòðåçêå [0;π] èìååò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî
òî÷åê ðàçðûâà è òîëüêî I ðîäà, è ïóñòü â êàæäîé òî÷êå ðàçðûâà a ∈ (0; π) âûïîëíåíî

f(a) =
f(a− 0) + f(a+ 0)

2
.

Ïóñòü f êóñî÷íî-ìîíîòîííà.
a) Åñëè f íåïðåðûâíà â 0 è π, òî îíà ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä èç êîñèíóñîâ

f(x) =
a0

2
+

∞∑
k=1

ak cos kx , ãäå ak =
2

π

π∫
0

f(t) cos kt dt, k ∈ N ∪ {0}.

b) Åñëè f(0) = f(π) = 0, òî îíà ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä èç ñèíóñîâ

f(x) =
∞∑
k=1

bk sin kx , ãäå bk =
2

π

π∫
0

f(t) sin kt dt, k ∈ N.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå à) ïðîäîëæèì ôóíêöèþ f íà îòðåçîê [−π; π], ñäåëàâ å�å
÷�åòíîé: f(−x) = f(x) ∀x ∈ (0; π]. Â ñëó÷àå á) ïðîäîëæèì f íà îòðåçîê [−π; π],
ñäåëàâ å�å íå÷�åòíîé: f(−x) = −f(x) ∀x ∈ (0; π]. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ìû ïîëó÷èì ôóí-
êöèþ f ∈ Eo[−π; π], óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì ïðèçíàêà Äèðèõëå ïîòî÷å÷íîé ñõî-
äèìîñòè. Äëÿ ÷�åòíîé ôóíêöèè ïîëó÷èì bk = 0, à èíòåãðàëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ak
ñâåäóòñÿ ê èíòåãðàëàì îò 0 äî π. Äëÿ íå÷�åòíîé ôóíêöèè � íàîáîðîò.

Ïðèìåð 10.2. Ïóñòü íà (0; π) äàíà ôóíêöèÿ f(t) = t2 − 5. Åñëè ðàçëîæèòü å�å ïî
êîñèíóñàì (äîîïðåäåëèâ â òî÷êàõ 0 è π ïî íåïðåðûâíîñòè), òî ïîëó÷èòñÿ ðÿä, ñóììó
êîòîðîãî ìû îáîçíà÷èì C(t). Åñëè æå ðàçëîæèòü f(t) ïî ñèíóñàì (äîîïðåäåëèâ f(0) =
f(π) = 0), òî ïîëó÷èòñÿ ðÿä, ñóììó êîòîðîãî ìû îáîçíà÷èì S(t). Ãðàôèêè ýòèõ
ôóíêöèé âûãëÿäÿò òàê:

Ïîðÿäîê ìàëîñòè êîýôôèöèåíòîâ

Îïðåäåëåíèå 10.1. Ôóíêöèÿ f(x) ñ ïåðèîäîì 2π íàçûâàåòñÿ m ðàç êóñî÷íî-íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé, åñëè
1) îíà èìååò íåïðåðûâíóþ (m− 1)-þ ïðîèçâîäíóþ;
2) ñóùåñòâóþò òî÷êè −π = a0 < a1 < . . . < an = π, òàêèå, ÷òî f (m−1) íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëàõ (ai−1; ai), i = 1, 2, . . . , n;
3) ñóùåñòâóþò îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå (f (m−1))′(ai ± 0).

Çàìåòèì, ÷òî ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà (x̃ ìåæäó ai è x) ñóùåñòâóåò

(f (m−1))′(ai ± 0) = lim
x→ai±0

f (m−1)(x)− f (m−1)(ai)

x− ai
= lim

x→ai±0
f (m)(x̃) = lim

x→ai±0
f (m)(x).

Ëåììà 10.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ Eo[−π; π] êóñî÷íî-íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà
íà [−π; π]. Òîãäà ðÿä Ôóðüå äëÿ f ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, à êîýôôèöèåíòû òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêîãî ðÿäà αk, βk äëÿ f ′ ñâÿçàíû ñ êîýôôèöèåíòàìè ak, bk äëÿ ñàìîé f
òàêèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

α0 = 0; αk = k bk; βk = −k ak.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìåííî òàêèå ñîîòíîøåíèÿ äîëæíû ïîëó÷èòüñÿ ïðè ïî÷ëåííîì
äèôôåðåíöèðîâàíèè ðÿäà. Íî ïðèìåíèòü òåîðåìó 4.3 ìû íå ìîæåì: ðÿä Ôóðüå äëÿ
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f ′ ìîæåò ñõîäèòüñÿ íåðàâíîìåðíî. Âû÷èñëèì αk è βk íåïîñðåäñòâåííî:
α0 = 1

π
(f(π)− f(−π)) = 0 ïî ôîðìóëå Íüþòîíà�Ëåéáíèöà;

αk =
1

π

π∫
−π

cos kt f ′(t)dt =
1

π

n∑
i=1

ai∫
ai−1

cos kt df(t) = ïî ÷àñòÿì

=
1

π

n∑
i=1

(cos(kai)f(ai)− cos(kai−1)f(ai−1))︸ ︷︷ ︸
=0

+
1

π

n∑
i=1

ai∫
ai−1

f(t)k sin kt dt

︸ ︷︷ ︸
k bk

;

àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì βk = −k ak. Ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà Ôóðüå äëÿ f äîêàæåì
ïî êðèòåðèþ Âåéåðøòðàññà, ïîñòðîèâ ñõîäÿùóþñÿ ìàæîðàíòó

∞∑
k=1

(|ak|+ |bk|) =
∞∑
k=1

|βk|+ |αk|
k

:

ïî íåðàâåíñòâàì |AB| ≤ A2 +B2

2
è (|A|+ |B|)2 ≤ 2(A2 +B2) ïîëó÷àåì

N∑
k=M+1

|βk|+ |αk|
k

≤
N∑

k=M+1

(β2
k + α2

k) +
N∑

k=M+1

1

k2
−→

N>M→∞
0,

ïîñêîëüêó ðÿäû
∞∑
k=1

(β2
k + α2

k) è
∞∑
k=1

k−2 ñõîäÿòñÿ.

Ñëåäñòâèå 10.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ Eo[−π; π] êóñî÷íî-íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà
m ðàç. Òîãäà êîýôôèöèåíòû òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà äëÿ f ÿâëÿþòñÿ ìàëûìè
âèäà o(1/km) ïðè k →∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç αk, βk êîýôôèöèåíòû òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà
äëÿ f (m). Êàê ìû çíàåì, αk → 0, βk → 0 ïðè k →∞. Åñëè m ÷�åòíî, òî |ak| = |αk|/km,
|bk| = |βk|/km; ïðè íå÷�åòíîì m, ñîîòâåòñòâåííî, |ak| = |βk|/km, |bk| = |αk|/km.

Ïðèìåð 10.3. Ðàçëîæèòü f(t) = t2 â òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä íà [−π; π].
Ïîòî÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü åñòü. Ôóíêöèÿ ÷�åòíàÿ =⇒ ïîëó÷èòñÿ ðÿä èç êîñèíóñîâ

t2 =
a0

2
+

∞∑
k=1

ak cos kt.

Ôóíêöèÿ êóñî÷íî äèôôåðåíöèðóåìà. Å�å ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà f ′(t) = 2t =

=
∞∑
k=1

4(−1)k−1

k
sin kx (ñì. ïðèìåð 9.1). Ñëåäîâàòåëüíî, ak =

4(−1)k−1

−k2
.

Tîëüêî êîýôôèöèåíò a0 íàäî âû÷èñëèòü îòäåëüíî

a0 =
2

π

π∫
0

t2 dt =
2

π

t3

3

∣∣∣π
0

=
2π2

3
.
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Ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå íà [−π; π] : t2 =
π2

3
+

∞∑
k=1

4(−1)k

k2
cos kx . Ñîñòàâèì ðàâåíñòâî

Ïàðñåâàëÿ.

‖f‖2 = 2

∫ π

0

t4dt = 2
t5

5

∣∣∣π
0

=
2π5

5
=
π

2
a2

0 + π

∞∑
k=1

a2
k =

=
π

2

(2π2

3

)2

+ π
∞∑
k=1

(4(−1)k

k2

)2

=
2π5

9
+ 16π

∞∑
k=1

1

k4
.

Îòñþäà
∞∑
k=1

1

k4
=

1

16π

(2

5
− 2

9

)
π5 =

π4

90
≈ 1,0823.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû c ïåðèîäîì 2L

Ïóñòü L > 0. Eñëè f ∈ E0[−L;L], òî å�å ìîæíî ðàçëîæèòü â òðèãîíîìåòðè÷åñêèé
ðÿä

a0

2
+

∞∑
k=1

(
ak cos

kπx

L
+ bk sin

kπx

L

)
,

ñâåäÿ å�å ê 2π-ïåðèîäè÷íîé ôóíêöèè çàìåíîé t =
πx

L
. Êîýôôèöèåíòû áóäóò òàêèìè:

ak =
1

L

L∫
−L

f(x) cos
kπx

L
dx, k ∈ N ∪ {0}; bk =

1

L

L∫
−L

f(x) sin
kπx

L
dx, k ∈ N.
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11 Ñâ�åðòêà ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé

(äîïîëíèòåëüíàÿ ëåêöèÿ)

Îïðåäåëåíèå 11.1. Ïóñòü f è g � êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå 2π-ïåðèîäè÷íûå ôóíêöèè.
Èõ ñâ�åðòêîé íàçûâàåòñÿ 2π-ïåðèîäè÷íàÿ ôóíêöèÿ

f ∗ g(x) =

π∫
−π

f(t)g(x− t)dt.

Ñâ�åðòêà êîììóòàòèâíà: ñäåëàâ çàìåíó u = x− t, ìû ïîëó÷èì

g ∗ f(x) =

∫ π

−π
f(x− t)g(t)dt =

∫ x−π

x+π

f(u)g(x− u)(−du) =

=

∫ x+π

x−π
f(u)g(x− u)du =

∫ π

−π
f(u)g(x− u)du = f ∗ g(x)

â ñèëó 2π-ïåðèîäè÷íîñòè.

Ëåììà 11.1. Åñëè g � òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n, òî f ∗ g �
òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g(x) = C +
n∑
k=1

(
Ak cos kx+Bk sin kx

)
. Òîãäà

f ∗ g(x) =

π∫
−π

f(t)

(
C +

n∑
k=1

(
Ak(cos kx cos kt+ sin kx sin kt)+

+Bk(sin kx cos kt− cos kx sin kt)
))
dt =

= Cπa0 +
n∑
k=1

(
π(Akak −Bkbk) cos kx+ π(Akbk +Bkak) cos kx

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Âåéåðøòðàññà. Ïóñòü f � íåïðåðûâíàÿ 2π-ïåðèîäè÷-
íàÿ ôóíêöèÿ, M = max |f |. Îïðåäåëèì ôóíêöèè

ψn(x) =

( π∫
−π

(1 + cos t)ndt

)−1

(1 + cos x)n.
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Ôóíêöèÿ ψn ÿâëÿåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè n, âåäü cos kx
ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè k îò cosx=⇒ cosn x âûðàæàåòñÿ ëèíåéíî ÷åðåç cosx, . . . , cosnx.
Ïî ïîñòðîåíèþ ψn ≥ 0 è

∫ π
−π ψn(t)dt = 1. Êðîìå òîãî, ∀δ ∈ (0; π) ïîëó÷àåòñÿ

γn :=

−δ∫
−π

ψn(t)dt =

π∫
δ

ψn(t)dt <

π max
δ≤|x|≤π

ψn(x)

δ min
|x|≤δ/2

ψn(x)
=
π

δ

( 1 + cos δ

1 + cos(δ/2)

)n
−→
n→∞

0.

Áóäåì ïðèáëèæàòü f òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè fn = f ∗ψn. Çàäàäèì ε > 0
è â ñèëó ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè f âûáåðåì δ ∈ (0; 1) òàê, ÷òî |f(x)− f(y)| ≤ ε
ïðè |x− y| ≤ δ.

|fn(x)− f(x)| =
∣∣∣∣
π∫

−π

ψn(t)f(x− t)dt−
π∫

−π

ψn(t)f(x)dt

∣∣∣∣ ≤
≤

π∫
−π

ψn(t)
∣∣∣f(x− t)− f(x)

∣∣∣dt ≤ δ∫
−δ

ψn(t)
∣∣∣f(x− t)− f(x)

∣∣∣dt+
+ 2M

( −δ∫
−π

ψn(t)dt+

π∫
δ

ψn(t)dt

)
≤ 2δε+ 2M 2γn < 3ε

ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n. Òàêèì îáðàçîì, max |fn − f | → 0 ïðè n → ∞, ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Ïðåäñòàâèì ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà Ôóðüå ÷åðåç ñâ�åðòêó.

S2n =
a0

2
+

n∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) =

=
1

2π

π∫
−π

f(t)dt+
1

π

n∑
k=1

π∫
−π

f(t)(cos kt cos kx+ sin kt sin kx)dt =

=

π∫
−π

f(t)Dn(x− t)dt = f ∗Dn(x),
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ãäå ÿäðîì Äèðèõëå íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

Dn(u) =
1

2π

(
1 + 2

n∑
k=1

cos ku
)

=
1

2π

n∑
k=−n

cos ku =

=
1

2π sin
u

2

n∑
k=−n

cos ku sin
u

2
=

1

4π sin
u

2

n∑
k=−n

(
sin
(
k +

1

2

)
u− sin

(
k − 1

2

)
u
)

=

=
1

4π sin
u

2

(
sin
(
n+

1

2

)
u− sin

(
−n− 1

2

)
u
)

=
sin
(
n+

1

2

)
u

2π sin
u

2

.

Ôóíêöèÿ Dn ÷�åòíàÿ. Ïîñêîëüêó 1 ∗Dn ≡ 1, ïîëó÷àåì∫ π

−π
Dn(t)dt = 1 =⇒

∫ 0

−π
Dn(t)dt =

∫ π

0

Dn(t)dt =
1

2
.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðèçíàêà Äèíè â òî÷êå, ãäå ñóùåñòâóþò îäíîñòîðîíèå ïðîèçâîäíûå
f ′(a± 0) = lim

t→±0

f(a+ t)− f(a± 0)

t
.

S2n(a)− f(a) =

π∫
−π

f(a− t)Dn(t)dt−
( π∫

0

f(a− 0)Dn(t)dt+

0∫
−π

f(a+ 0)Dn(t)dt

)
=

=

π∫
0

(
f(a− t)− f(a− 0)

)
Dn(t)dt+

0∫
−π

(
f(a+ t)− f(a+ 0)

)
Dn(t)dt =

=

π∫
−π

F (a− t) sin
((
n+

1

2

)
t
)
dt,

ãäå F (a − t) =
f(a− t)− f(a− 0 sign t)

2π sin
t

2

� êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Íåòðóäíî

ïðîâåðèòü, ÷òî ñèñòåìà ôóíêöèé
{
gn(t) =

1√
π

sin
((
n+

1

2

)
t
)}∞

n=1
ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìè-

ðîâàííîé. Èç íåðàâåíñòâà Áåññåëÿ
∞∑
n=1

(F, gn)
2 ≤ ‖F‖2 < +∞ =⇒ S2n(a)− f(a) =

√
π (F, gn) −→

n→∞
0. �
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1 Êðàòíûå èíòåãðàëû

Ïðåæäå ÷åì äàòü îïðåäåëåíèå n-êðàòíîãî èíòåãðàëà, ò.å. èíòåãðàëà ïî ïîäìíîæåñò-
âó ïðîñòðàíñòâà Rn, íàì íóæíî îáîáùèòü ïîíÿòèÿ êâàäðèðóåìîñòè è êóáèðóåìîñòè,
îïðåäåëèâ n-ìåðíûå îáú�åìû. Äëÿ n-ìåðíîãî êèðïè÷à, ò.å. ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàë-
ëåëåïèïåäà Π = [a1; b1]× . . .× [an; bn], îáú�åì V (Π) = (b1 − a1) . . . (bn − an). Íåòðóäíî
ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè îäèí êèðïè÷ ñîñòàâëåí èç íåñêîëüêèõ (îíè ìîãóò èìåòü îáùèå
òî÷êè íà ãðàíÿõ, íî íå äîëæíû èìåòü îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê), òî èõ îáú�åìû
ñêëàäûâàþòñÿ (àääèòèâíîñòü). Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî ìîæíî ñîñòà-
âèòü èç êîíå÷íîãî ÷èñëà êèðïè÷åé ðàçíûìè ñïîñîáàìè, òî åãî îáú�åì = ñóììà îáú�åìîâ
ýòèõ êèðïè÷åé ïîëó÷èòñÿ îäèíàêîâûì. Òàêèå ìíîæåñòâà íàçîâ�åì êèðïè÷íûìè.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïóñòü ìíîæåñòâî B ⊂ Rn. Åãî âíóòðåííèé è âíåøíèé n-
ìåðíûé îáú�åì îïðåäåëÿþòñÿ òàê (çäåñü K,M � êèðïè÷íûå ìíîæåñòâà) :

V∗(B) = sup{V (K) : K ⊂ B}; V ∗(B) = inf{V (M) : M ⊃ B}.

Åñëè V∗(B) = V ∗(B), òî ãîâîðÿò, ÷òî B èçìåðèìî (ïî Æîðäàíó), è îïðåäåë�åí
åãî n-ìåðíûé îáú�åì V (B) = V∗(B) = V ∗(B).

Åñëè ìíîæåñòâî èçìåðèìî ïî Æîðäàíó, òî îíî îãðàíè÷åíî. Åñëè K è M � äâà
êèðïè÷íûõ ìíîæåñòâà, K ⊂ B ⊂ M è V (K) > V (B) − ε/2, V (M) < V (B) + ε/2,
òî ãðàíèöà ìíîæåñòâà B ñîäåðæèòñÿ âî ìíîæåñòâå [M\K], êîòîðîå òàêæå ÿâëÿåòñÿ
êèðïè÷íûì è èìååò îáú�åì < ε. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìíîæåñòâî B ⊂ Rn èçìåðèìî
ïî Æîðäàíó, òî åãî ãðàíèöà ∂B òoæå èçìåðèìà è V (∂B) = 0.

Äîêàæåì àääèòèâíîñòü n-ìåðíîãî îáú�åìà. Ïóñòü A, B ⊂ Rn � äâà èçìåðèìûõ
ìíîæåñòâà, A ∩B = ∅. Çàäàâ ε > 0, íàéä�åì òàêèå êèðïè÷íûå A∗, A∗, B∗, B∗, ÷òî

A∗ ⊂ A ⊂ A∗, V (A∗) > V (A)− ε, V (A∗) < V (A) + ε,

B∗ ⊂ B ⊂ B∗, V (B∗) > V (B)− ε, V (B∗) < V (B) + ε.

Ñ ó÷�åòîì òîãî, ÷òî A∗ ∩B∗ = ∅, ìû ïîëó÷àåì:

V∗(A ∪B) ≥ V (A∗ ∪B∗) = V (A∗) + V (B∗) > V (A) + V (B)− 2ε,

V ∗(A ∪B) ≤ V (A∗ ∪B∗) ≤ V (A∗) + V (B∗) < V (A) + V (B) + 2ε,

è ïîñêîëüêó ε ìîæíî âçÿòü ñêîëü óãîäíî ìàëûì, îòñþäà ñëåäóåò
V∗(A ∪B) = V ∗(A ∪B) = V (A) + V (B) =⇒ V (A ∪B) = V (A) + V (B).
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Îïðåäåëåíèå 1.2. Ïóñòü B ⊂ Rn � èçìåðèìîå ìíîæåñòâî. Ðàçáèåíèåì B íàçû-
âàåòñÿ êîíå÷íûé íàáîð èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ {Bi}mi=1, òàêèõ, ÷òî

m⋃
i=1

Bi = B, è
ðàçíûå ìíîæåñòâà Bi íå èìåþò îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê. Äèàìåòðîì ðàçáèåíèÿ
íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

diam{Bi}mi=1 =
m

max
i=1

diam Bi, ãäå diam Bi = sup{| ~XY | : X, Y ∈ Bi}.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ïóñòü {Bi}mi=1 � ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà B ⊂ Rn, è ïóñòü âûáðàíû
òî÷êè Xi ∈ Bi. Èíòåãðàëüíîé ñóììîé ôóíêöèè f : B 7→ R ïî ðàçáèåíèþ {Bi}

ñ âûáîðîì òî÷åê {Xi} íàçûâàåòñÿ ñóììà S
{Xi}
{Bi} (f) =

m∑
i=1

V (Bi)f(Xi). Àíàëîãè÷íî

îïðåäåëÿþòñÿ âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ñóììû Äàðáó:

S∗{Bi}(f) =
m∑
i=1

V (Bi) sup
Bi

f ; ∗S{Bi}(f) =
m∑
i=1

V (Bi) inf
Bi

f.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ïóñòü B ⊂ Rn � èçìåðèìîå ìíîæåñòâî. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóí-
êöèÿ f : B 7→ R èíòåãðèðóåìà (ïî Ðèìàíó) íà ìíîæåñòâå B, åñëè ñóùåñòâóåò
÷èñëî I ∈ R, òàêîå, ÷òî

∀ε > 0 ∃δ > 0 : åñëè diam{Bi} < δ, òî
∣∣∣S{Xi}

{Bi} (f)− I
∣∣∣ < ε.

Ýòî ÷èñëî I íàçûâàåòñÿ n-êðàòíûì èíòåãðàëîì îò ôóíêöèè f ïî ìíîæåñòâó
B è îáîçíà÷àåòñÿ

I =

∫
· · ·
∫

B

f(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn.

Ïðèìåð 1.1. Ðàññìîòðèì êóá Q = [0; 1]× [0; 1]× [0; 1] è ôóíêöèþ f(x, y) = x+y+2z.
Âîçüì�åì ðàçáèåíèå {Qi}5

i=1, ãäå Q1 � ïðèçìà (âíèçó), Q2, . . . , Q5 � êóáû ñî ñòîðîíîé
1/2. diam{Qi} = diamQ1 =

√
12 + 12 + 0,52 = 1,5.

Âû÷èñëèì ñóììû Äàðáó:
S∗{Qi} = 3 · 1

2
+ 3 · 1

8
+ 2
(
3,5 · 1

8

)
+ 4 · 1

8
= 3,25; òî÷íîå çíà÷åíèå èíòåãðàëà

∗S{Qi} = 0 · 1
2

+ 1 · 1
8

+ 2
(
1,5 · 1

8

)
+ 2 · 1

8
= 0,75;

∫∫∫
Q

x+ y + 2z dxdydz = 2.
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Îïðåäåëåíèå 1.5. Ðàçáèåíèå {Cj}Mj=1 ìíîæåñòâà B ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ èçìåëü÷å-
íèåì ðàçáèåíèÿ {Bi}mi=1, åñëè ∀j ∈ {1, . . . ,M} ∃i ∈ {1, . . . ,m} : Cj ⊂ Bi.

Ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ äîêàçûâàþòñÿ òàê æå, êàê â îäíîìåðíîì ñëó÷àå.

Ëåììà 1.1. Åñëè ðàçáèåíèå {Cj}Mj=1 � èçìåëü÷åíèå ðàçáèåíèÿ {Bi}mi=1, òî
S∗{Cj}(f) ≤ S∗{Bi}(f), ∗S{Cj}(f) ≥ ∗S{Bi}(f).

Ñëåäñòâèå 1.1. Åñëè {Bi} è {Ck} � äâà ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà B ⊂ Rn, òî
∗S{Bi}(f) ≤ S∗{Ck}(f).

Îïðåäåëåíèå 1.6. Ïóñòü ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà íà B ⊂ Rn. Âåðõíèì è íèæíèì
èíòåãðàëàìè Äàðáó f ïî B íàçûâàþòñÿ âåëè÷èíû

I
B

∗(f) = inf S∗{Bi}(f), I∗
B

(f) = sup ∗S{Bi}(f),

ãäå èíôèìóì è ñóïðåìóì áåðóòñÿ ïî âñåì âîçìîæíûì ðàçáèåíèÿì B.

Èç ñäåäñòâèÿ 1.1 ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî I
B

∗(f) ≥ I∗
B

(f).

Òåîðåìà 1.1. (Êðèòåðèé Äàðáó). Ïóñòü ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà íà èçìåðèìîì ìíîæåñ-
òâå B ⊂ Rn. Òîãäà f èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà B â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
åñëè I

B

∗(f)= I∗
B

(f), è â ýòîì ñëó÷àå
∫
· · ·
∫

B

f(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn = I
B

∗(f) = I∗
B

(f).

Ñâîéñòâà êðàòíûõ èíòåãðàëîâ

0. Êîíñòàíòà èíòåãðèðóåìà, è
∫
···
∫

B

c dx1 . . . dxn = c V (B).

1. Ëèíåéíîñòü. Åñëè f(x1, . . . , xn) è g(x1, . . . , xn) èíòåãðèðóåìû íà ìíîæåñòâå B ⊂
Rn; c, k ∈ R, òî ôóíêöèÿ cf + kg èíòåãðèðóåìà, ïðè÷�åì∫

· · ·
∫

B

cf + kg dx1 . . . dxn = c

∫
· · ·
∫

B

f dx1 . . . dxn + k

∫
· · ·
∫

B

g dx1 . . . dxn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ {Bi} è ëþáûõ âûáðàííûõ òî÷åê Xi ∈ Bi

ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå S{Xi}
{Bi} (cf + kg) = cS

{Xi}
{Bi} (f) + kS

{Xi}
{Bi} (g).

Îñòà�åòñÿ ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè diam{Bi} → 0.

2. Ñóæåíèå. Åñëè f(x1, . . . , xn) èíòåãðèðóåìa íà ìíîæåñòâå B ⊂ Rn, è åñëè C ⊂ B
� èçìåðèìîå ìíîæåñòâî, òî f èíòåãðèðóåìà íà C.

Äîêàçàòåëüñòâî. ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 : åñëè diam{Bi} < δ, òî S∗{Bi}(f) − ∗S{Bi}(f) < ε.
Âûáåðåì ðàçáèåíèå {Bi}mi=1 ñ äèàìåòðîì < δ, òàêîå, ÷òî B1∪ . . .∪Bk = C, Bk+1∪ . . .∪
Bm = B\C. Òîãäà S∗{Bi}k

i=1
(f)− ∗S{Bi}k

i=1
(f) < ε. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε ïî êðèòåðèþ

Äàðáó f èíòåãðèðóåìà íà C.
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3. Àääèòèâíîñòü. Åñëè f(x1, . . . , xn) èíòåãðèðóåìa íà èçìåðèìûõ ìíîæåñòâàõ B,
D ∈ Rn, íå èìåþùèõ îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê, òî îíà èíòåãðèðóåìà è íà ìíîæåñòâå
B ∪D, ïðè÷�åì∫

· · ·
∫

B∪D

f dx1 . . . dxn =

∫
· · ·
∫

B

f dx1 . . . dxn +

∫
· · ·
∫

D

f dx1 . . . dxn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü
∫
···
∫

B

f dx1 . . . dxn = I,
∫
···
∫

D

f dx1 . . . dxn = J . Äîêàæåì
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε, ÷òî

I∗
B∪D

(f) < I + J + ε, I∗
B∪D

(f) > I + J − ε

(è òîãäà ïî êðèòåðèþ Äàðáó âñ�å áóäåò äîêàçàíî). Äëÿ ýòîãî âûáåðåì ðàçáèåíèå
{Bi}mi=1 ìíîæåñòâà B è ðàçáèåíèå {Bi}Mi=m+1 ìíîæåñòâà D, òàêèå, ÷òî

S∗{Bi}m
i=1

(f)<I +
ε

2
, ∗S{Bi}m

i=1
(f)>I − ε

2
, S∗{Bi}M

m+1
(f)<J +

ε

2
, ∗S{Bi}M

m+1
(f)>J − ε

2
.

Ïîñòðîèì ðàçáèåíèå {Bi}Mi=1 ìíîæåñòâà B ∪D. Òîãäà ïîëó÷àòñÿ îöåíêè
I∗
B∪D

(f) ≤ S∗{Bi}M
i=1

(f) < I + J + ε, I∗
B∪D

(f) ≥ ∗S{Bi}M
i=1

(f) > I + J − ε.

Èç ñâîéñòâ àääèòèâíîñòè è ñóæåíèÿ âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 1.2. (ëåììà î ½äîáàâëåíèè ïóñòîòû�). Ïóñòü C ⊂ K � èçìåðèìûå ìíîæå-
ñòâà â Rn, è ïóñòü f : C 7→ R. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

f1(X) =

{
f(X) ïðè X ∈ C

0 ïðè X ∈ K\C.

Òîãäà èíòåãðèðóåìîñòü f ïî C ðàâíîñèëüíà èíòåãðèðóåìîñòè f1 ïî K, è åñëè îíè
èíòåãðèðóåìû, òî èõ èíòåãðàëû ñîâïàäàþò.

4. Ìîíîòîííîñòü. Ïóñòü f è g èíòåãðèðóåìû íà ìíîæåñòâå B ⊂ Rn; g ≥ f íà B.
Òîãäà ∫

· · ·
∫

B

g dx1 . . . dxn ≥
∫
· · ·
∫

B

f dx1 . . . dxn. (17)

Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ è ëþáûõ âûáðàííûõ òî÷åê âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî S{Xi}

{Bi} (g) ≥ S
{Xi}
{Bi} (f).

5. Îöåíêà ìîäóëÿ. Åñëè f èíòåãðèðóåìa íà ìíîæåñòâå B ⊂ Rn, òî |f | òàêæå èíòå-
ãðèðóåìa, ïðè÷�åì

∣∣∣∣∫ · · ·
∫

B

f dx1 . . . dxn

∣∣∣∣ ≤ ∫ · · ·
∫

B

|f | dx1 . . . dxn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíòåãðèðóåìîñòü |f | äîêàçûâàåòñÿ ïî êðèòåðèþ Äàðáó, ïîñêîëüêó
èç íåðàâåíñòâà

∣∣|y|−|z|∣∣ ≤ |y−z| âûòåêàåò S∗{Bi}(|f |)− ∗S{Bi}(|f |)≤ S∗{Bi}(f)− ∗S{Bi}(f).
Ïî ñâîéñòâó ìîíîòîííîñòè èç íåðàâåíñòâ |f | ≥ f ≥ −|f | ïîëó÷àåì∫

· · ·
∫

B

|f | dx1 . . . dxn ≥
∫
· · ·
∫

B

f dx1 . . . dxn ≥ −
∫
· · ·
∫

B

|f | dx1 . . . dxn.
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6. Òåîðåìà î ñðåäíåì. Åñëè f(x1, . . . , xn) èíòåãðèðóåìa íà B ⊂ Rn, òî ñóùåñòâóåò
÷èñëî µ ∈ [inf

B
f ; sup

B
f ], íàçûâàåìîå ñðåäíèì çíà÷åíèåì f íà ìíîæåñòâå B, òàêîå, ÷òî

∫
· · ·
∫

B

f dx1 . . . dxn = µ · V (B).

Åñëè ïðè ýòîì f íåïðåðûâíà è B ñâÿçíî, òî íàéä�åòñÿ òî÷êà X ∈ B : µ = f(X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ñâîéñòâî (17) ê íåðàâåíñòâàì inf
B
f ≤ f ≤ sup

B
f . Ðåçóëüòàò

ðàçäåëèì íà îáú�åì ìíîæåñòâà B. Íà ñâÿçíîì æå ìíîæåñòâå íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ
ïðèíèìàåò âñå ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ.

Òåîðåìà 1.2. À) Åñëè ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) èíòåãðèðóåìà íà ìíîæåñòâå B ⊂ Rn,
òî îíà îãðàíè÷åíà íà í�åì.

Á) Åñëè ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) îãðàíè÷åíà è íåïðåðûâíà íà B, òî îíà èíòåãðè-
ðóåìà íà í�åì.

Äîêàçàòåëüñòâî. À) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íàB, íî íå îãðàíè-
÷åíà íà í�åì. Äëÿ ε = 1 íàéä�åì òàêîå δ > 0, ÷òî èíòåãðàëüíûå ñóììû ïî ðàçáèåíèÿì
ñ diam < δ îòëè÷àþòñÿ îò èíòåãðàëà ìåíåå, ÷åì íà 1. Âîçüì�åì îäíî òàêîå ðàçáèå-
íèå {Bi}. Ôóíêöèÿ f íåîãðàíè÷åíà õîòÿ áû íà îäíîì Bk. Åñëè çàôèêñèðîâàòü òî÷êè
Xi ∈ Bi ïðè âñåõ i 6= k, à òî÷êó Xk ∈ Bk âàðüèðîâàòü, òî ìû ïîëó÷èì íåîãðàíè÷åííîå
ìíîæåñòâî çíà÷åíèé èíòåãðàëüíûõ ñóìì � ïðîòèâîðå÷èå.

Á) Ïóñòü ñíà÷àëà B � êîìïàêò. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà B, îíà
ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà í�åì, ò.å.

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 : åñëè X, Y ∈ B, | ~XY | < δ, òî |f(X)− f(Y )| < ε.

Âçÿâ äëÿ ìíîæåñòâà B ðàçáèåíèå {Bi} ñ äèàìåòðîì ìåíüøå δ, ïîëó÷èì I∗
B

(f)−I∗
B

(f) ≤
S∗{Bi}(f)− ∗S{Bi}(f) < εV (B). Ïî êðèòåðèþ Äàðáó f èíòåãðèðóåìà íà B.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå èçìåðèìîå B. Ñóùåñòâóåò êèðïè÷íûé êîìïàêò
K ⊂ B, òàêîé, ÷òî V (B\K) <

ε

3 sup
B
|f |
. Ïîñòðîèì ðàçáèåíèå {Bi}ki=1 êîìïàêòà K,

òàêîå, ÷òî

S∗{Bi}k
i=1

(f)− ∗S{Bi}k
i=1

(f) <
ε

3
.

Äîïîëíèì åãî äî ðàçáèåíèÿ {Bi}mi=1 ìíîæåñòâà B. Òîãäà

I∗
B

(f)− I∗
B

(f) ≤ S∗{Bi}m
i=1

(f)−∗ S{Bi}m
i=1

(f) ≤

≤ S∗{Bi}k
i=1

(f) +
ε

3 sup
B
|f |

sup
B
|f | −

(
∗S{Bi}k

i=1
(f)− ε

3 sup
B
|f |

sup
B
|f |
)
< ε.

Â ñèëó ïðèçâîëüíîñòè ε, êðèòåðèé Äàðáó äà�åò íóæíûé ðåçóëüòàò.
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2 Ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ êðàòíûõ èíòåãðàëîâ

Òåîðåìà 2.1. (o câåä�eíèè êðàòíîãî èíòåãðàëà ê ïîâòîðíîìó). Ïóñòü f �
îãðàíè÷åííàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà èçìåðèìîì ìíîæåñòâå B ⊂ Rn. Ïóñòü

Bz = {(x1, . . . , xn−1) ∈ Rn−1 : (x1, . . . , xn−1, z) ∈ B},

ò.å. Bz � ñå÷åíèå B (n − 1)-ìåðíîé ïëîñêîñòüþ {xn = z}. Îáîçíà÷èì h = inf
B
xn,

H = sup
B
xn, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè âñåõ z ∈ [h;H] ìíîæåñòâà Bz èçìåðèìû.

Òîãäà âåðíà ôîðìóëà:

∫
· · ·
∫

B

f(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn︸ ︷︷ ︸
J

=

H∫
h

∫
· · ·
∫

Bz

f(x1, . . . , xn−1, z)dx1 . . . dxn−1

︸ ︷︷ ︸
I(z)

dz. (18)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïðåðûâíîñòü f êàê òàêîâàÿ íàì íå íóæíà. Íàì âàæíî òîëüêî
òî, ÷òî f èíòåãðèðóåìà ïî B è ïî êàæäîìó Bz. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ I(z)
èíòåãðèðóåìà ïî îòðåçêó [h;H] è å�å èíòåãðàë ñîâïàäàåò ñ J .

Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî B = [−R;R]n � n-ìåðíûé êóá. Òîãäà Bz = [−R;R]n−1

� îäèíàêîâûå (n − 1)-ìåðíûå êóáû. Âîçüì�åì ε > 0 è íàéä�åì òàêóþ δ > 0, ÷òî äëÿ
ðàçáèåíèé B ñ äèàìåòðîì< δ èíòåãðàëüíûå ñóììû çàêëþ÷åíû ìåæäó J − ε è J + ε.
Ïóñòü N ∈ N òàêîâî, ÷òî 2R

√
n/N < δ. Èìåííî òàêèì áóäåò äèàìåòð ðàçáèåíèÿ B

íà Nn ðàâíûõ êóáèêîâ

Bi1...in = [ai1−1; ai1 ]× . . .× [ain−1; ain ], ãäå ai = −R +
2R i

N
, 0 ≤ i ≤ N.

Îöåíèì ñóììû Äàðáó ôóíêöèè I(z) ïî ðàçáèåíèþ [−R;R] òî÷êàìè a0, a1, . . . , aN :

S∗{ai}(I(z)) =
N∑
i=1

2R

N
sup

ai−1≤z≤ai

∫
· · ·
∫

Bz

f(x1, . . . , xn−1, z)dx1 . . . dxn−1

︸ ︷︷ ︸
I(z)

≤
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[îöåíèì I(z) ÷åðåç âåðõíþþ ñóììó Äàðáó ïî ðàçáèåíèþ Bz]

≤
N∑
i=1

2R

N
sup

ai−1≤z≤ai

( N∑
i1=1

. . .
N∑

in−1=1

(2R

N

)n−1

sup
Bi1,...,in∩{xn=z}

f

)
≤

≤
N∑
i1=1

. . .

N∑
in=1

(2R

N

)n
sup

Bi1,...,in

f = S∗{Bi1,...,in}(f) ≤ J + ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, R
−R I

∗(I(z)) ≤ J+ε. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî R
−R I∗(I(z)) ≥ J−ε.

Ïîñêîëüêó ε ïðîèçâîëüíî ìàë, ìû ïîëó÷àåì R
−R I

∗(I(z)) = R
−R I∗(I(z)) = J , ÷òî è

òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå èçìåðèìîå ìíîæåñòâî B. Îíî îãðàíè÷åíî =⇒

ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì êóáå K = [−R;R]n. Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäñòâèåì 1.2, ïîëîæèâ
f1 = f íà B, f1 = 0 íà K\B :∫

· · ·
∫

B

f dx1 . . . dxn =

∫
· · ·
∫

K

f1 dx1 . . . dxn =

=

R∫
−R

dz

∫
· · ·
∫

Kz

f1(.., z)dx1 . . . dxn−1 =

H∫
h

dz

∫
· · ·
∫

Bz

f(.., z)dx1 . . . dxn−1,

ïîñêîëüêó ïðè z < h è z > H ñå÷åíèå Bz = ∅.

Ïîñìîòðèì, ÷òî äàñò íàì ýòà òåîðåìà â äâóìåðíîì ñëó÷àå. Ïóñòü

D = {(x, y) : h ≤ x ≤ H, u(x) ≤ y ≤ v(x)}, (19)

ãäå ôóíêöèè u è v íåïðåðûâíû íà [h;H] è u(x) ≤ v(x). Òîãäà Dx = [u(x); v(x)], è
ôîðìóëà (18) ïðèìåò âèä

∫∫
D

f(x, y)dxdy =

H∫
h

dx

v(x)∫
u(x)

f(x, y)dy.

Â òð�åõìåðíîì ñëó÷àå òåîðåìó ïðèä�åòñÿ ïðèìåíèòü äâàæäû. Ïóñòü

B = {(x, y, z) : (x, y) ∈ D, ϕ(x, y) ≤ z ≤ ψ(x, y)}, (20)

ãäå ôèãóðà D èìååò âèä (19), ôóíêöèè ϕ è ψ íåïðåðûâíû íà D è ϕ ≤ ψ. Òîãäà
ñå÷åíèå Bx = {(y, z) : u(x) ≤ y ≤ v(x), ϕ(x, y) ≤ z ≤ ψ(x, y)}. Ïîëó÷àåì:

∫∫∫
B

f(x, y, z)dxdydz =

H∫
h

dx

∫∫
Bx

f(x, y, z)dydz =

H∫
h

dx

v(x)∫
u(x)

dy

ψ(x,y)∫
ϕ(x,y)

f(x, y, z)dz.

Åñëè äâóìåðíîå ìíîæåñòâî èìååò áîëåå ñëîæíûé âèä, ÷åì (19), èëè òð�åõìåðíîå òåëî
ñëîæíåå, ÷åì (20), òî åãî íóæíî ðàçáèòü íà íåñêîëüêî ÷àñòåé âèäà (19) (ñîîòâ. (20))
è âîñïîëüçîâàòüñÿ àääèòèâíîñòüþ êðàòíîãî èíòåãðàëà.
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Ïðèìåð 2.1. Ïóñòü f(x, y) = x2y2, D = {1 < x2 + y2 < 4, x > 0, y > 0} � ÷åòâåðòü
ïëîñêîãî êîëüöà. ×òîáû ñâåñòè äâîéíîé èíòåãðàë ê ïîâòîðíîìó, íóæíî ðàçáèòü D
íà äâå ÷àñòè: D1 =

{
0 < x < 1√

1− x2 < y <
√

4− x2

}
, D2 =

{
1 ≤ x < 2

0 < y <
√

4− x2

}
.

Âû÷èñëÿòü èíòåãðàë ïðèøëîñü áû òàê:∫∫
D

x2y2dxdy =

1∫
0

dx

√
4−x2∫

√
1−x2

x2y2dy +

2∫
1

dx

√
4−x2∫
0

x2y2dy =

=

1∫
0

(
x2y3

3

∣∣∣∣y=
√

4−x2

y=
√

1−x2

)
dx+

2∫
1

(
x2y3

3

∣∣∣∣y=
√

4−x2

y=0

)
dx =

=

1∫
0

x2

3

(
(4− x2)3/2 − (1− x2)3/2

)
dx+

1∫
0

x2

3
(4− x2)3/2dx = . . .

Íî ìû åãî âû÷èñëèì äðóãèì ñïîñîáîì ÷óòü ïîçæå.

Çàìåíà ïåðåìåííûõ â êðàòíûõ èíòåãðàëàõ
Òåîðåìà 2.2. (áåç äîêàçàòåëüñòâà). Ïóñòü èçìåðèìîå U ⊂ Rn � îáëàñòü (ò.å.
ñâÿçíîå îòêðûòîå). Ïóñòü îòîáðàæåíèå Y = (y1, . . . , yn) : U 7→ Rn èíúåêòèâíî
è äèôôåðåíöèðóåìî, ïðè÷�eì âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂yi/∂uj îãðàíè÷åíû è íåïðå-
ðûâíû íà U . Òîãäà ìíîæåñòâî W = Y (U) (îáðàç U ïîä äåéñòâèåì Y ) èçìåðèìî, è
äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f , îãðàíè÷åííîé è íåïðåðûâíîé íà W , âåðíà ôîðìóëà çàìåíû
ïåðåìåííûõ: ∫

· · ·
∫

W

f(y1, . . . , yn)dy1 . . . dyn = (21)

=

∫
· · ·
∫

U

f
(
y1(u1, .., un), . . . , yn(u1, .., un)

)∣∣∣det JY (u1, .., un)
∣∣∣du1 . . . dun,

ãäå JY � ìàòðèöà ßêîáè îòîáðàæåíèÿ Y :

JY (u1, . . . , un) =

 ∂y1/∂u1 . . . ∂y1/∂un
. . . . . . . . .

∂yn/∂u1 . . . ∂yn/∂un

 .
Ñëåäñòâèå 2.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.2. Ïîäñòàâàèâ ôóíêöèþ f ≡
1, ìû ïîëó÷èì, ÷òî n-ìåðíûé îáú�eì ìíîæåñòâà W = Y (U) ðàâåí

V (W ) =

∫
· · ·
∫

U

∣∣det JY (u1, . . . , un)
∣∣du1 . . . dun.

51



Ýòà ôîðìóëà ïðîÿñíÿåò ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ÿêîáèàíà (îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû
ßêîáè): êîýôôèöèåíò óâåëè÷åíèÿ îáú�åìà ïðè îòîáðàæåíèè Y .

Â äâóìåðíîì ñëó÷àå ñàìàÿ ÷àñòî óïîòðåáëÿåìàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ � ïîëÿðíûå
êîîðäèíàòû (îáîçíà÷èì y1 = x, y2 = y; u1 = ρ, u2 = ϕ):

Y (ρ, ϕ) =

[
x
y

]
=

[
ρ cosϕ
ρ sinϕ

]
; Y :

{
(ρ, ϕ) :

ρ > 0
−π < ϕ ≤ π

}
7→ R2\{O}.

Âû÷èñëèì ÿêîáèàí:

det JY (ρ, ϕ) =

∣∣∣∣ ∂x/∂ρ ∂x/∂ϕ
∂y/∂ρ ∂y/∂ϕ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ cosϕ −ρ sinϕ
sinϕ ρ cosϕ

∣∣∣∣ = ρ.

Ïðèìåð 2.1 (ïðîäîëæåíèå). Ïðîîáðàç îáëàñòè D åñòü ïðÿìîóãîëüíèê U = {(ρ, ϕ) :
1 < ρ < 2, 0 < ϕ < π/2}. Ôóíêöèÿ f(x(ρ, ϕ), y(ρ, ϕ)) ïðèìåò âèä (ρ cosϕ)2(ρ sinϕ)2 =
ρ4 sin2 2ϕ

4
. Ïî ôîðìóëå (21) ïîëó÷àåì

∫∫
D

x2y2dxdy =

π/2∫
0

dϕ

2∫
1

ρ4 sin2 2ϕ

4
ρ dρ =

π/2∫
0

(
sin2 2ϕ

4

ρ6

6

∣∣∣∣ρ=2

ρ=1

)
dϕ =

=
21

8

π/2∫
0

sin2 2ϕdϕ =
21

16

π/2∫
0

1− cos 4ϕdϕ =
21π

32
.

Òåïåðü ðàññìîòðèì çàìåíû ïåðåìåííûõ â òð�åõìåðíîì ñëó÷àå.
Öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû. u1 = ρ � ðàññòîÿíèå îò îñè Oz, u2 = ϕ � àçèìóò,
u3 = h � âûñîòà.

Y (ρ, ϕ, h) =

 x
y
z

 =

 ρ cosϕ
ρ sinϕ
h

 ; Y :


ρ > 0

−π < ϕ ≤ π
h ∈ R

 7→ R3\Oz;

ÿêîáèàí ðàâåí

det JY (ρ, ϕ, h) =

∣∣∣∣∣∣
∂x/∂ρ ∂x/∂ϕ ∂x/∂h
∂y/∂ρ ∂y/∂ϕ ∂y/∂h
∂z/∂ρ ∂z/∂ϕ ∂z/∂h

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
cosϕ −ρ sinϕ 0
sinϕ ρ cosϕ 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = ρ.

Ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû. u1 = r � ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò, u2 = ϕ �
äîëãîòà, u3 = ψ � øèðîòà.

Y (r, ϕ, ψ) =

 x
y
z

 =

 r cosψ cosϕ
r cosψ sinϕ
r sinψ

 ; Y :


r > 0

−π < ϕ ≤ π
|ψ| < π/2

 7→ R3\Oz;

ÿêîáèàí ðàâåí

det JY (r, ϕ, ψ) =

∣∣∣∣∣∣
cosψ cosϕ −r cosψ sinϕ −r sinψ cosϕ
cosψ sinϕ r cosψ cosϕ −r sinψ sinϕ

sinψ 0 r cosψ

∣∣∣∣∣∣ = r2 cosψ.
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Ïðèìåð 2.2. Ïðîèíòåãðèðóåì ôóíêöèþ f(x, y, z) = x2
√
x2 + y2 + z2 ïî øàðîâîìó

ñåêòîðó Ω =
{
x2 + y2 + z2 < 1, z >

√
x2 + y2

3

}
=
{
r < 1, sinψ >

cosψ√
3

}
(èíòåðâàë

0 < z < 1 îñè Oz ïðèä�åòñÿ èçúÿòü, âåäü òàì íàðóøàåòñÿ èíúåêòèâíîñòü Y � íåëüçÿ
îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü äîëãîòó, íî ýòî íåâàæíî: åãî îáú�åì ðàâåí 0).

Ω

∫∫∫
Ω

x2
√
x2 + y2 + z2 dxdydz =

=

π∫
−π

dϕ

π/2∫
π/6

dψ

1∫
0

r3 cos2 ϕ cos2 ψ r2 cosψ dr =

=
1

6

π∫
−π

dϕ

π/2∫
π/6

cos2 ϕ cos3 ψdψ =
1

6

π∫
−π

cos2 ϕ · 5

24
dϕ =

π

6
· 5

24
.
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3 Ïðèëîæåíèÿ äâîéíûõ è òðîéíûõ èíòåãðàëîâ

ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÐÈËÎÆÅÍÈß
Äâîéíîé èíòåãðàë îò 1 ïî ïëîñêîé ôèãóðå äàñò ïëîùàäü ôèãóðû. Åñëè ñâåñòè äâîéíîé
èíòåãðàë ê ïîâòîðíîìó, òî ïîëó÷àòñÿ ôîðìóëû ïëîùàäåé â äåêàðòîâûõ è ïîëÿðíûõ
êîîðäèíàòàõ, èçó÷åííûå â ïðîøëîì ñåìåñòðå.

Äâîéíûå èíòåãðàëû ïðèìåíÿþòñÿ òàêæå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäåé ïîâåðõíîñòåé,
îá ýòîì ðå÷ü ïîéä�åò íà ëåêöèè 5.

Îáú�åì òð�åõìåðíîãî òåëà âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç òðîéíîé èíòåãðàë îò 1, è çäåñü óæå
íàøè âîçìîæíîñòè ðàñøèðÿòñÿ.
1. Ïóñòü òåëî çàäàíî â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ:

B = {(x; y; z) : (x; y) ∈ D, g(x, y) ≤ z ≤ h(x, y)} ,

ãäå D ⊂ R2 � êâàäðèðóåìûé êîìïàêò (ïðîåêöèÿ B); ôóíêöèè g è h íåïðåðûâíû íà
D, h ≥ g íà D. Òîãäà òåëî B êóáèðóåìî, è åãî îáú�åì ðàâåí

V (B) =

∫∫
D

(
h(x, y)− g(x, y)

)
dxdy.

2. Ïóñòü òåëî çàäàíî â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ:

C = {α ≤ ϕ ≤ β; r(ϕ) ≤ ρ ≤ R(ϕ); u(ρ, ϕ) ≤ h ≤ v(ρ, ϕ)} ,

ãäå 0 < β − α ≤ 2π; 0 ≤ r ≤ R, ôóíêöèè r è R íåïðåðûâíû íà [α; β]; ôóíêöèè u ≤ v
íåïðåðûâíû íà {α ≤ ϕ ≤ β; r(ϕ) ≤ ρ ≤ R(ϕ)} . Òîãäà òåëî C êóáèðóåìî, è åãî îáú�åì
ðàâåí

V (C) =

β∫
α

dϕ

R(ϕ)∫
r(ϕ)

(
v(ρ, ϕ)− u(ρ, ϕ)

)
ρ dρ.

3. Ïóñòü òåëî çàäàíî â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ:

Ω = {α ≤ ϕ ≤ β; s(ϕ) ≤ ψ ≤ n(ϕ); r ≤ R(ϕ, ψ)} ,

ãäå 0 < β − α ≤ 2π; −π/2 ≤ s ≤ n ≤ π/2, ôóíêöèè s è n íåïðåðûâíû íà [α; β]; ôóí-
êöèÿ R ≥ 0 íåïðåðûâía íà {α ≤ ϕ ≤ β; s(ϕ) ≤ ψ ≤ n(ϕ)} . Òîãäà òåëî Ω êóáèðóåìî,
è åãî îáú�åì ðàâåí

V (Ω) =

β∫
α

dϕ

n(ϕ)∫
s(ϕ)

dψ

R(ϕ,ψ)∫
0

ρ2 cosψ dρ =

β∫
α

dϕ

n(ϕ)∫
s(ϕ)

R3(ϕ, ψ)

3
cosψ dψ.
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ÔÈÇÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÐÈËÎÆÅÍÈß
Êðàòíûé èíòåãðàë ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ïîëíîå çíà÷åíèå àääèòèâíîé ñêàëÿðíîé

ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû7, åñëè èçâåñòíà ïëîòíîñòü å�å ðàñïðåäåëåíèÿ (ïîâåðõíîñòíàÿ
èëè îáú�åìíàÿ), è ýòà ïëîòíîñòü çàâèñèò áîëåå ÷åì îò îäíîé êîîðäèíàòû.

ÅñëèΠ � ïëîñêàÿ ïëàñòèíà, è âåëè÷èíàM èìååò ïîâåðõíîñòíóþ ïëîòíîñòü ðàñïðå-
äåëåíèÿ σ(x, y), òî ïîëíîå çíà÷åíèå M è ñðåäíåå çíà÷åíèå σ âû÷èñëÿþòñÿ òàê:

M(Π) =

∫∫
Π

σ(x, y)dxdy; σ =
M(Π)

S(Π)
. (22)

Åñëè B � òð�åõìåðíîå òåëî, è âåëè÷èíà M èìååò ïðîñòðàíñòâåííóþ ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ γ(x, y, z), òî ïîëíîå çíà÷åíèå M è ñðåäíåå çíà÷åíèå γ âû÷èñëÿþòñÿ
òàê:

M(B) =

∫∫∫
B

γ(x, y, z)dx; γ =
M(B)

V (B)
. (23)

Ïðèìåð 3.1. Íàéòè ñðåäíþþ ïëîòíîñòü γ øàðà, åñëè ïëîòíîñòü ëèíåéíî èçìåíÿ-
åòñÿ îò öåíòðà ê ïîâåðõíîñòè îò âåëè÷èíû γo äî γ1.
Ïóñòü R � ðàäèóñ øàðà, O(0; 0; 0) � åãî öåíòð. Òîãäà

M =

∫∫∫
{x2+y2+z2≤R2}

(
γo +

γ1 − γo
R

√
x2 + y2 + z2

)
dxdydz.

Ïåðåéä�åì ê ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì:

M =

R∫
0

dr

π∫
−π

dϕ

π/2∫
−π/2

(
γo +

γ1 − γo
R

r

)
r2 cosψ dψ =

=

R∫
0

dr

π∫
−π

(
γor

2 +
γ1 − γo
R

r3

)
2dϕ =

R∫
0

4π

(
γor

2 +
γ1 − γo
R

r3

)
dr =

= 4π

(
γo
3
r3 +

γ1 − γo
4R

r4

)∣∣∣∣r=R
r=0

=
4π

3

(
γo +

3

4
(γ1 − γo)

)
R3 = V

γo + 3γ1

4
.

Îòâåò: γ =
γo + 3γ1

4
.

7Òàêèìè âåëè÷èíàìè ÿâëÿþòñÿ: ìàññà; çàðÿä; ýíåðãèÿ (ïîòåíöèàëüíàÿ, êèíåòè÷åñêàÿ, òåïëîâàÿ);
ñòàòè÷åñêèé ìîìåíò; ìîìåíò èíåðöèè; îäíà èç êîìïîíåíò ñèëû, äåéñòâóþùåé íà òåëî (äàâëåíèå,
ïðèòÿæåíèå) èëè âûçûâàåìîé ýòèì òåëîì; ìîìåíò òàêîé ñèëû.
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Ìîìåíòû è öåíòð ìàññ
Åñëè èçâåñòíà ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññû % (ïîâåðõíîñòíàÿ èëè îáú�åìíàÿ),

òî ñòàòè÷åñêèå ìîìåíòû è ìîìåíòû èíåðöèè èìåþò ñîîòâåòñòâóþùèå ïëîòíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ:

äëÿ Mx ïëîòíîñòü x %
äëÿ My ïëîòíîñòü y %
äëÿ Mz ïëîòíîñòü z %

äëÿ JOx ïëîòíîñòü (y2 + z2)%
äëÿ JOy ïëîòíîñòü (x2 + z2)%
äëÿ JOz ïëîòíîñòü (x2 + y2)%

Ìîìåíòû âû÷èñëÿþòñÿ ÷åðåç èíòåãðàëû ïî ôîðìóëàì (22) èëè (23). Öåíòð ìàññ
èìååò êîîðäèíàòû xc = Mx/M , yc = My/M , zc = Mz/M .

Ïðèìåð 3.2. Íàéòè öåíòð ìàññ êâàäðàòíîé ïëàñòèíû [0; 1]× [0; 1] ñ ïëîòíîñòüþ
σ(x, y) = ex+y. Ìàññà ïëàñòèíû ðàâíà

M =

1∫
0

dx

1∫
0

ex+ydy =

1∫
0

(ex+1 − ex)dx = (e− 1)2.

Ñòàòè÷åñêèé ìîìåíò ïî x :

Mx =

1∫
0

dx

1∫
0

x ex+ydy =

1∫
0

x(ex+1 − ex)dx = (e− 1)

1∫
0

xdex =

= (e− 1)(xex − ex)
∣∣∣1
0

= e− 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, xc =
Mx

M
=

1

e− 1
. Äëÿ yc ïîëó÷èòñÿ òî æå ñàìîå.

Ïðèìåð 3.3. Íàéòè ìîìåíò èíåðöèè øàðà èç ïðèìåðà 3.1 îòíîñèòåëüíî îñè Oz.
Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ìîìåíòà èíåðöèè ðàâíà γ(x, y, z) (x2 + y2), ñëåäîâàòåëüíî,
îí âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç èíòåãðàë

JOz =

∫∫∫
{x2+y2+z2≤R2}

(
γo +

γ1 − γo
R

√
x2 + y2 + z2

)
(x2 + y2)dxdydz.

Ïåðåéä�åì ê ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì:
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JOz =

R∫
0

dr

π∫
−π

dϕ

π/2∫
−π/2

(
γo +

γ1 − γo
R

r

)
r2 cos2 ψ︸ ︷︷ ︸
x2+y2

r2 cosψ dψ =

=

R∫
0

dr

π∫
−π

dϕ

(
γor

4 +
γ1 − γo
R

r5

) π/2∫
−π/2

(1− sin2 ψ)d sinψ =

=

R∫
0

dr

π∫
−π

(
γor

4 +
γ1 − γo
R

r5

) (
s− s3

3

)∣∣∣∣1
−1

dϕ =

=

R∫
0

dr

π∫
−π

(
γor

4 +
γ1 − γo
R

r5

)
4

3
dϕ =

R∫
0

8π

3

(
γor

4 +
γ1 − γo
R

r5

)
dr =

=
8π

3

(
γo
5
r5 +

γ1 − γo
6R

r6

)∣∣∣∣r=R
r=0

=
4π

3

(γo
15

+
γ1

3

)
R5.

Äîêàæåì îäíó èçâåñòíóþ òåîðåìó èç ìåõàíèêè.

Òåîðåìà Øòåéíåðà. Ïóñòü ` è `o � äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå â R3, ðàññòîÿíèå
ìåæäó íèìè ðàâíî δ, è öåíòð ìàññ òåëà B ëåæèò íà `o. Òîãäà äëÿ òåëà B âåðíà
ôîðìóëà J` = J`o +M(B) δ2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîìåñòèì íà÷àëî êîîðäèíàò â öåíòð ìàññ B, ïóñòü Oz = `o, è
ïóñòü ïðÿìàÿ ` ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (δ; 0; 0). Òîãäà

J` =

∫∫∫
B

γ(x, y, z)((x− δ)2 + y2)dxdydz =

=

∫∫∫
B

γ (x2 + y2)dxdydz

︸ ︷︷ ︸
J`o

− 2δ

∫∫∫
B

γ x dxdydz

︸ ︷︷ ︸
=0

+ δ2

∫∫∫
B

γ dxdydz

︸ ︷︷ ︸
M(B)

.
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4 Êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû

Îïðåäåëåíèå 4.1. Êðèâàÿ â ïðîñòðàíñòâå R3 � ìíîæåñòâî âèäà

` = {X(t) = (x(t); y(t); z(t)) : t ∈ [α; β]}, (24)

ãäå x(t), y(t), z(t) � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íà [α; β].
Êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé, åñëè ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå ẋ = x′(t), ẏ = y′(t),
ż = z′(t), íå îáðàùàþùèåñÿ â 0 îäíîâðåìåííî (ïðè t = α èìåþòñÿ â âèäó ïðàâûå
ïðîèçâîäíûå, ïðè t = β � ëåâûå).
Êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå tj :
α=t0<t1<. . .<tN=β, ÷òî ñîñòàâëÿþùèå å�å êðèâûå {X(t) : t ∈ [tj−1; tj]} ãëàäêèå.

Îïðåäåëåíèå 4.2. Äëèíà êðèâîé L(`) = ñóïðåìóì äëèí âïèñàííûõ â íå�å ëîìàíûõ
X0X1 . . . Xn, Xi = X(ti), ò.å.

L(`) = sup

{ n∑
k=1

|
−→

Xi−1Xi| : α = t0 < t1 < . . . < tn = β, n ∈ N
}
.

Êàê èçâåñòíî, äëèíà êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé (24) ðàâíà

L(`) =

β∫
α

√
ẋ2 + ẏ2 + ż2 dt.

Áóäåì íàçûâàòü ðàçáèåíèåì êðèâîé (24) íàáîð òî÷åê

{Pi = (x(ti), y(ti), z(ti)) : α = t0 < t1 < . . . < tm = β};

îáîçíà÷èì êóñî÷êè êðèâîé `i = {(x(t), y(t), z(t)) : t ∈ [ti−1; ti]}. Äèàìåòð ðàçáèåíèÿ
ðàâåí diam{Pi} =

m
max
i=1

L(`i).

Îïðåäåëåíèå 4.3. Ôóíêöèÿ f(x, y, z) èíòåãðèðóåìà ïî êðèâîé ` âèäà (24), åñëè
` ⊂ D(f) è ñóùåñòâóåò ÷èñëî J ∈ R : ∀ε > 0 ∃δ > 0 : åñëè diam{Pi} < δ, òî ïðè
ëþáîì âûáîðå òî÷åê Xi ∈ `i èìååì

S
{Xi}
{Pi} (f) =

m∑
i=1

L(`i)f(Xi) ∈ (J − ε; J + ε).

Òàêîå ÷èñëî J íàçûâàåòñÿ êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì I ðîäà ôóíêöèè f ïî
êðèâîé ` è îáîçíà÷àåòñÿ

J =

∫
`

f(x, y, z)ds.

Çäåñü ds � åäèíûé ñèìâîë. Îäíàêî, s èìååò è ñàìîñòîÿòåëüíûé ñìûñë. Ïàðàìåòð
s, çàäàííûé íà êðèâîé ` = {X(s) = (x(s); y(s); z(s)) : s ∈ [α; β]}, íàçûâàåòñÿ
íàòóðàëüíûì, åñëè ∀ t1, t2 ∈ [α; β], t1 < t2, âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

L{X(s) : t1 ≤ s ≤ t2} = t2 − t1.
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Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü ` � êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ âèäà (24), ` ⊂ D(f) ⊂ R3; f(x, y, z)
íåïðåðûâíàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà f èíòåãðèðóåìà ïî `, è å�å êðèâîëèíåéíûé
èíòåãðàë I ðîäà ðàâåí∫

`

f(x, y, z)ds =

β∫
α

f(x(t), y(t), z(t))
√
ẋ2 + ẏ2 + ż2 dt. (25)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (25) ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ êóñî÷-
íî íåïðåðûâíà. Ñäåëàåì â èíòåãðàëå çàìåíó ïåðåìåííîé, ââåäÿ íàòóðàëüíûé ïàðà-
ìåòð s = L({X(τ) : α ≤ τ ≤ t}) =

∫ t

α

√
ẋ2 + ẏ2 + ż2 du. Òîãäà èíòåãðàë ïðèìåò âèä

∫ L(`)

0

f
(
x(s(t)), y(s(t)), z(s(t))

)
ds. (26)

Äëÿ (26) âñå èíòåãðàëüíûå ñóììû è äèàìåòðû ðàçáèåíèé áóäóò òàêèìè æå, êàê äëÿ
ëåâîé ÷àñòè (25).

Ñâîéñòâà êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëa I ðîäà

1. Ëèíåéíîñòü: ∫
`

(cf + kg)ds = c

∫
`

f ds+ k

∫
`

g ds.

2. Àääèòèâíîñòü: åñëè êîíåö êðèâîé `1 ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì `2, òî∫
`1∪`2

f ds =

∫
`1

f ds+

∫
`2

f ds.

3. Îöåíêà: L(`) inf
`
f ≤

∫
`

f ds ≤ L(`) sup
`
f .

4. Íåçàâèñèìîñòü îò îðèåíòàöèè êðèâîé: åñëè
` = {X(t) : t ∈ [α; β]} = {Y (t) : t ∈ [a; b]}, ïðè÷�åì X(α) = Y (b), X(β) = Y (a),
òî çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà ïîëó÷àòñÿ îäèíàêîâûìè.

Ïðèìåð 4.1. Ïðîèíòåãðèðóåì ôóíêöèþ f(x, y) = x ïî ÷åòâåðòè îêðóæíîñòè
` = {x2 + y2 = 1; x ≥ 0; y ≥ 0}, ïàðàìåòðèçîâàâ êðèâóþ äâóìÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè.
1) ` = {x = t, y =

√
1− t2, z = 0; 0 ≤ t ≤ 1}. Ïîëó÷àåì:∫

`

x ds =

1∫
0

t

√
12 +

(
−t√
1− t2

)2

dt =

1∫
0

t
1√

1− t2
dt = −

√
1− t2

∣∣∣1
0

= 1.

2) ` = {x = cos s, y = sin s, z = 0; 0 ≤ s ≤ π/2}. Ïàðàìåòð s � íàòóðàëüíûé. Òîãäà∫
`

x ds =

∫ π/2

0

cos s ds = − sin s

∣∣∣∣π/2
0

= 1.
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Î÷åâèäíî, åñëè s è u � äâà íàòóðàëüíûõ ïàðàìåòðà íà `, òî ëèáî u = s+const, ëèáî
u = const− s. Â ïåðâîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî s è u çàäàþò îäèíàêîâóþ îðèåíòàöèþ,
âî âòîðîì ñëó÷àå � ïðîòèâîïîëîæíûå îðèåíòàöèè. Åñëè íà êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé
çàäàíà îðèåíòàöèÿ, òî â êàæäîé å�å òî÷êå (êðîìå íåñêîëüêèõ òî÷åê èçëîìà) çàäàí
åäèíè÷íûé êàñàòåëüíûé âåêòîð ~τ(X(s)) =

d

ds
X(s). Ïðè cìåíå îðèåíòàöèè êðèâîé âñå

âåêòîðà ~τ(X) óìíîæàþòñÿ íà (−1). Åñëè íà êðèâîé çàäàí ïàðàìåòð t, âîçðàñòàþùèé
â òîì æå íàïðàâëåíèè, ÷òî è s, òî âåêòîð ~τ ðàâåí

~τ(X(t)) =
1√

ẋ2 + ẏ2 + ż2

 ẋ
ẏ
ż

 . (27)

Îïðåäåëåíèå 4.4. Ïóñòü ` ⊂ R3 � êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ, íà êîòîðîé âûáðàíà
îðèåíòàöèÿ, çàäàâàåìàÿ íàòóðàëüíûì ïàðàìåòðîì s. Ïóñòü ~V (x, y, z) = P (x, y, z)~i+

Q(x, y, z)~j + R(x, y, z)~k � âåêòîðíîå ïîëå, ` ⊂ D(~V ). Òîãäà êðèâîëèíåéíûì èíòå-
ãðàëîì II ðîäà âåêòîðíîãî ïîëÿ ~V ïî êðèâîé ` íàçûâàåòñÿ èíòåãðàë∫

`

P (x, y, z)dx+Q(x, y, z)dy +R(x, y, z)dz =

∫
`

(~V (X), ~τ(X))ds.

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà II ðîäà � ýòî ðàáîòà ñèëû ~V , äåéñò-
âóþùåé íà òî÷êó, äâèæóùóþñÿ ïî êðèâîé ` â íàïðàâëåíèè âîçðàñòàíèÿ s.

Âûâåäåì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà II ðîäà îò íåïðå-
ðûâíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ïî êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé ñ ïðîèçâîëüíûì ïàðàìåòðîì
t, òàêèì, ÷òî dt/ds > 0. Äëÿ ýòîãî â ôîðìóëó (25) ïîäñòàâèì âûðàæåíèå (27) äëÿ
âåêòîðà ~τ :

∫
`

(~V , ~τ)ds =

β∫
α

(ẋ; ẏ; ż)√
ẋ2 + ẏ2 + ż2

 P
Q
R

√ẋ2 + ẏ2 + ż2 dt =

β∫
α

Pẋ+Qẏ +Rż dt.

Ýòà ôîðìóëà ìîòèâèðóåò òðàäèöèîííîå îáîçíà÷åíèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà II
ðîäà.
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Ñâîéñòâà êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëa II ðîäà

1. Ëèíåéíîñòü:
∫
`

(c~V + k ~W,~τ)ds = c

∫
`

(~V , ~τ)ds+ k

∫
`

( ~W,~τ)ds.

2. Àääèòèâíîñòü: åñëè êîíåö êðèâîé `1 ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì `2 è îðèåíòàöèÿ êðèâûõ
`1 è `2 ñîâïàäàåò ñ îðèåíòàöèåé êðèâîé ` = `1 ∪ `2, òî∫

`

(~V , ~τ)ds =

∫
`1

(~V , ~τ)ds+

∫
`2

(~V , ~τ)ds.

3. Îöåíêà:
∣∣∣∣∫
`

(~V , ~τ)ds

∣∣∣∣ ≤ L(`) sup
`
|~V |.

4. Åñëè ïîìåíÿòü îðèåíòàöèþ êðèâîé, òî êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë II ðîäà ïîìåíÿåò
çíàê.

Ïðèìåð 4.2. Ïðîèíòåãðèðóåì âåêòîðíîå ïîëå ~V (x, y) = y~i + 2x~j ïî êðèâîé ` =
{x2 + y2 = 1; x ≥ 0; y ≥ 0}, îïÿòü äâóìÿ ñïîñîáàìè.
1) ` = {x = t, y =

√
1− t2, z = 0; 0 ≤ t ≤ 1}. Ñîîòâåòñòâåííî, dx = dt, dy =

−tdt/
√

1− t2. Ïîëó÷àåì:∫
`

ydx+ 2xdy =

1∫
0

√
1− t2 + 2t

−t√
1− t2

dt =
3t
√

1− t2 − arcsin t

2

∣∣∣∣1
0

= −π
4
.

2) ` = {x = cos s, y = sin s, z = 0; 0 ≤ s ≤ π/2}; dx = − sin s ds, dy = cos s ds.
Îðèåíòàöèÿ äðóãàÿ.

∫
`

ydx+ 2xdy =

π/2∫
0

(sin s(− sin s) + 2 cos s cos s)ds =

π/2∫
0

1 + 3 cos 2s

2
ds =

π

4
.

Òåîðåìà 4.2. (Ôîðìóëà Íüþòîíà�Ëåéáíèöà äëÿ êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà) :

Ïóñòü Ω ⊂ R3 � îáëàñòü; Φ � ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ íà Ω; âåêòîðíîå ïîëå ~V = ∇Φ
íåïðåðûâíî. Ïóñòü êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ ` ⊂ Ω, íà íåé çàäàíà îðèåíòàöèÿ, ïðè
êîòîðîé òî÷êà A � íà÷àëî `, òî÷êà B � e�e êîíåö. Òîãäà∫

`

P (x, y, z)dx+Q(x, y, z)dy +R(x, y, z)dz︸ ︷︷ ︸
dΦ

= Φ(B)− Φ(A). (28)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëÿåì:
β∫
α

∂Φ

∂x
(X(t))ẋ+

∂Φ

∂y
(X(t))ẏ +

∂Φ

∂z
(X(t))ż dt =

β∫
α

d

dt
Φ(X(t)) dt = Φ(X(t))

∣∣∣t=β
t=α

=

= Φ(B)− Φ(A).
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5 Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè

Âñïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî Σ ⊂ R3 íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé ãëàäêîé äâóìåðíîé ïîâåð-
õíîñòüþ, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ñâÿçíîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U ⊂ R2 ïîä
äåéñòâèåì èíúåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ ~r : U 7→ R3, ò.å.

Σ = ~r(U) =
{(
x(u, v); y(u, v); z(u, v)

)
: (u, v) ∈ U

}
, (29)

ïðè÷�eì îòîáðàæåíèå ~r =

 x(u, v)
y(u, v)
z(u, v)

 èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, è åãî

ìàòðèöà ßêîáè

J~r(u, v) =

 ∂x/∂u ∂x/∂v
∂y/∂u ∂y/∂v
∂z/∂u ∂z/∂v

 =

(
∂~r

∂u

∂~r

∂v

)
èìååò âñþäó ðàíã 2 (ò.å. ∂~r/∂u è ∂~r/∂v ëèíåéíî íåçàâèñèìû â êàæäîé òî÷êå (u, v) ∈
U).

Ñâÿçíîå ìíîæåñòâî Σ ⊂ R3 íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ, åñëè ∀A ∈ Σ ∃ε >
0 : ìíîæåñòâî Σ ∩ Uε(A) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ.

Âàæíåéøèì ÷àñòíûì ñëó÷àåì ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ ãðàôèê ôóíêöèè
z = h(x, y), èìåþùåé íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, ò.å. ìíîæåñòâî âèäà

Γh =
{
(x, y, z) : (x, y) ∈ U, z = h(x, y)

}
. (30)

Ëþáàÿ ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü ëîêàëüíî ïðåäñòàâèìà â âèäå ãðàôèêà x = f(y, z), èëè
y = g(x, z), èëè z = h(x, y).

Êàê îïðåäåëèòü ïëîùàäü ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè? Åñëè äåéñòâîâàòü ïî àíàëîãèè
ñ êðèâîé, ò.å. âçÿòü ñóïðåìóì ïëîùàäåé ìíîãîãðàííûõ ïîâåðõíîñòåé, âïèñàííûõ â
ãëàêóþ ïîâåðõíîñòü, òî äàæå äëÿ îãðàíè÷åííîãî öèëèíäðà ïîëó÷èòñÿ ∞ (ïàðàäîêñ
½ñàïîã Øâàðöà�). Ïîýòîìó îïðåäåëèì ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè íå ãåîìåòðè÷åñêè, à àíà-
ëèòè÷åñêè.

Îïðåäåëåíèå 5.1. Ïóñòü Σ � ïðîñòàÿ ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü âèäà (29), ïðè÷�åì
ìíîæåñòâî U êâàäðèðóåìî, à ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂x/∂u, . . . , ∂z/∂v íåïðåðûâíû
è îãðàíè÷åíû (â ýòîì ñëó÷àå ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðîñòàÿ ïîâåðõíîñòü Σ
êâàäðèðóåìà). Òîãäà ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè Σ ðàâíà

S(Σ) =

∫∫
U

√
det
(
JT~r J~r

)
dudv =

∫∫
U

√∣∣∣∣ ~ru · ~ru ~ru · ~rv
~rv · ~ru ~rv · ~rv

∣∣∣∣ dudv. (31)

Ìàòðèöà JT~r ·J~r = G(u, v) (ìàòðèöa Ãðàìà) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé è ïîëîæèòåëüíî
îïðåëåë�åííîé. Âûÿñíèì ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë êîðíÿ èç å�å îïðåäåëèòåëÿ.
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√
detG(u, v) =

√∣∣∣∣ ~ru · ~ru ~ru · ~rv
~rv · ~ru ~rv · ~rv

∣∣∣∣ =
√
|~ru|2 · |~rv|2 − (~ru · ~rv)2 =

=

√
|~ru|2 · |~rv|2 −

(
|~ru| · |~rv| · cos(~̂ru;~rv)

)2

= |~ru| · |~rv| · sin(~̂ru;~rv) = |~ru × ~rv| .

Åñëè âçÿòü íà U êâàäðàò {uo ≤ u ≤ uo+δ; vo ≤ v ≤ vo+δ} ñ ìàëûì δ (åãî ïëîùàäü
δ2), òî åãî îáðàç íà Σ áóäåò áëèçîê ê ïàðàëëåëîãðàììó, íàòÿíóòîìó íà âåêòîðà δ ~ru è
δ ~rv, ïëîùàäü êîòîðîãî δ2 |~ru × ~rv|. Òàêèì îáðàçîì,

√
detG(u, v) � ýòî êîýôôèöèåíò

óâåëè÷åíèÿ ïëîùàäè ïðè îòîáðàæåíèè ~r : U 7→ Σ.
×òîáû ìîæíî áûëî ïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëåíèåì 5.1, íåîáõîäèìî äîêàçàòü åãî êîð-

ðåêòíîñòü, ò.å. íåçàâèñèìîñòü S(Σ) îò ñïîñîáà çàäàíèÿ êâàäðèðóåìîé ãëàäêîé ïîâåð-
õíîñòè Σ ÷åðåç ïàðàìåòðû (u, v). Ïóñòü

Σ =
{
~r(u, v) : (u, v) ∈ U

}
=
{
~R(s, t) : (s, t) ∈ W

}
.

Òîãäà u è v äèôôåðåíöèðóåìû ïî s è t; îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùóþ ìàòðèöó ßêîáè
÷åðåç T (s, t). Òîãäà ïî òåîðåìå î äèôôåðåíöèðîâàíèè ñëîæíîé âåêòîðíîçíà÷íîé ôóí-
êöèè èìååì J~R(s, t) = J~r(u, v)T (s, t).

S(Σ) =

∫∫
U

√
det(JT~r (u, v) · J~r(u, v)) dudv =

[ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ; òåïåðü u = u(s, t), v = v(s, t)]

=

∫∫
W

√
det(JT~r (u, v) · J~r(u, v)) · |detT (s, t)| dsdt =

=

∫∫
W

√
det (T T (s, t) · JT~r (u, v) · J~r(u, v) · T (s, t)) dsdt =

=

∫∫
W

√
det(JT~R(s, t) · J~R(s, t)) dsdt,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Åñëè êâàäðèðóåìóþ ãëàäêóþ ïîâåðõíîñòü ðàçðåçàòü íà íåñêîëüêî ÷àñòåé ïî êóñî÷-

íî-ãëàäêèì êðèâûì, òî å�å ïëîùàäü ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé å�å ÷àñòåé (ýòî ñëåäóåò
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èç àääèòèâíîñòè äâîéíîãî èíòåãðàëà). Áëàãîäàðÿ ýòîìó ñâîéñòâó ìîæíî êîððåêò-
íî îïðåäåëèòü ïëîùàäü îãðàíè÷åííîé êóñî÷íî-ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè êàê ñóììó ïëî-
ùàäåé å�å ãëàäêèõ ÷àñòåé.

Ïîñìîòðèì, êàê áóäåò âûãëÿäåòü ôîðìóëà ïëîùàäè äëÿ ãðàôèêà (30):
x(u, v) = u
y(u, v) = v
z(u, v) = h(u, v)

=⇒ J~r(u, v) =

 1 0
0 1

∂h/∂u ∂h/∂v

 ;

det(G(u, v)) =

∣∣∣∣ 1 + (∂h/∂u)2 ∂h/∂u ∂h/∂v

∂h/∂v ∂h/∂u 1 + (∂h/∂v)2

∣∣∣∣ = 1 +
(∂h
∂u

)2

+
(∂h
∂v

)2

.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåîáîçíà÷èâ u = x, v = y, ìû ïîëó÷àåì ôîðìóëó

S(Γh) =

∫∫
U

√
1 +

(∂h
∂x

)2

+
(∂h
∂y

)2

dxdy. (32)

Ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â ýòîé ôîðìóëå èìååò òàêîé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë: ýòî
ñåêàíñ óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ïëîñêîñòè Oxy, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,
óãëà ìåæäó íîðìàëüþ è îñüþ Oz. Äåéñòâèòåëüíî,

N(x,y,h(x,y))Γh ‖ ~N =

 −∂h/∂x
−∂h/∂y

1

 =⇒ cos( ~̂N,~k) =
1√

1 +
(
∂h/∂x

)2
+
(
∂h/∂y

)2 .
Ïðèìåð 5.1. Íàéòè ïëîùàäü ÷àñòè ïîëóñôåðû Σ = {z =

√
4− x2 − y2}, âûðåçàåìîé

öèëèíäðîì {(x− 1)2 + y2 = 1}.

1) Ïðåäñòàâèì Σ êàê ãðàôèê:

z =
√

4− x2 − y2; (x; y) ∈ D = {(x− 1)2 + y2 < 1}.
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Òîãäà ñåêàíñ óãëà íàêëîíà ðàâåí√
1 +

( x√
4− x2 − y2

)2

+
( y√

4− x2 − y2

)2

=
2√

4− x2 − y2
.

Âû÷èñëèì ïëîùàäü ïî ôîðìóëå (32), ïåðåéäÿ ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì:

S(Σ) =

∫∫
D

2dxdy√
4− x2 − y2

=

π/2∫
−π/2

dϕ

2 cosϕ∫
0

2ρdρ√
4− ρ2

=

=

π/2∫
−π/2

(
−2
√

4− ρ2
)∣∣∣2 cosϕ

0
dϕ =

π/2∫
−π/2

4(1− | sinϕ|)dϕ = 4π − 8.

2) Ïàðàìåòðèçóåì Σ øèðîòîé ψ è äîëãîòîé ϕ :

x = 2 cosψ cosϕ; y = 2 cosψ sinϕ; z = 2 sinψ; (ϕ;ψ) ∈ W.

Ïîäñòàâèâ òàêèå x, y, z â óðàâíåíèå öèëèíäðà, ïîëó÷àåì

W = {|ϕ| < ψ < π/2}.

Äèôôåðåíöèðóåì x, y, z ïî ψ è ϕ :

~rψ = 2

 − sinψ cosϕ
− sinψ sinϕ

cosψ

 ; ~rϕ = 2

 − cosψ sinϕ
cosψ cosϕ

0

 .
Òåïåðü íåòðóäíî âû÷èñëèòü detG(ϕ, ψ) =

∣∣∣∣ 4 0
0 4 cos2 ψ

∣∣∣∣ = 16 cos2 ψ. Èòàê,

S(Σ) =

π/2∫
0

dψ

ψ∫
−ψ

4 cosψdϕ =

π/2∫
0

8ψ cosψdψ = 8(ψ sinψ + cosψ)

∣∣∣∣π/2
0

= 4π − 8.
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6 Ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû

Ïóñòü Σ � êâàäðèðóåìàÿ ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü. Å�å ðàçáèåíèåì íàçûâàåòñÿ òàêîé
êîíå÷íûé íàáîð êâàäðèðóåìûõ ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé {σi}mi=1, ÷òî σi ∩ σj = ∅ è
m⋃
i=1

[σi] = [Σ], ò.å. Σ ñîñòàâëåíà èç σi-ûõ, ñêëååííûõ ïî ãðàíèöàì. Äèàìåòð ðàçáèå-

íèÿ ðàâåí diam{σi} =
m

max
i=1

diam σi.

Îïðåäåëåíèå 6.1. Ïóñòü ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ f(x, y, z) îïðåäåëåíà íà êâàäðèðóåìîé
ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè Σ. Ïóñòü {σi}mi=1 � ðàçáèåíèå Σ; âûáðàíû òî÷êè Xi ∈ [σi].
Èíòåãðàëüíîé ñóììîé íàçûâàåòñÿ ñóììà

S
{Xi}
{σi} (f) =

m∑
i=1

S(σi)f(Xi).

Âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ñóììû Äàðáó ïî ðàçáèåíèþ {σi}mi=1 :

S∗{σi}(f) =
m∑
i=1

S(σi) sup
[σi]

f ; ∗S{σi}(f) =
m∑
i=1

S(σi) inf
[σi]

f.

Îïðåäåëåíèå 6.2. Ôóíêöèÿ f(x, y, z) èíòåãðèðóåìà ïî êâàäðèðóåìîé ãëàäêîé ïîâåð-
õíîñòè Σ, åñëè Σ ⊂ D(f) è ñóùåñòâóåò ÷èñëî J ∈ R : ∀ε > 0 ∃δ > 0 : åñëè
diam{σi} < δ, òî ïðè ëþáîì âûáîðå òî÷åê Xi ∈ σi èìååì∣∣∣S{Xi}

{σi} (f)− J
∣∣∣ < ε. (33)

×èñëî J íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòíûì èíòåãðàëîì I ðîäà ôóíêöèè f ïî ïîâåð-
õíîñòè Σ è îáîçíà÷àåòñÿ

J =

∫∫
Σ

f(x, y, z)dS.

Äëÿ ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà I ðîäà ñïðàâåäëèâ êðèòåðèé Äàðáó: ôóíêöèÿ f(x, y, z)
èíòåãðèðóåìà íà Σ, åñëè è òîëüêî åñëè ñîâïàäàþò âåðõíèé è íèæíèé èíòåãðàëû
Äàðáó

I
Σ

∗(f) = inf S∗{σi}(f) è I∗
Σ

(f) = sup ∗S{σi}(f);

â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàë J ñîâïàäàåò ñ íèìè îáîèìè.

Òåîðåìà 6.1. Ïóñòü Σ = ~r(U) = {(x(u, v); y(u, v); z(u, v)) : (u, v) ∈ U} � êâàäðè-
ðóåìàÿ ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü. Ïóñòü f(x, y, z) � íåïðåðûâíàÿ îãðàíè÷åííàÿ ñêàëÿðíàÿ
ôóíêöèÿ, îïðåäåë�åííàÿ íà Σ. Òîãäà f èíòåãðèðóåìà ïî Σ, è å�å ïîâåðõíîñòíûé èíòå-
ãðàë I ðîäà ðàâåí∫∫

Σ

f(x, y, z)dS =

∫∫
U

f
(
x(u, v), y(u, v), z(u, v)

)√
detG(u, v) dudv. (34)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èíòåãðèðóåìîñòü f ïî Σ äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê äëÿ êðàòíîãî
èíòåãðàëà (òåîðåìà 1.2). Îáîçíà÷èì ýòîò èíòåãðàë ÷åðåç J .

Ïîñêîëüêó U ⊂ R2 � êâàäðèðóåìàÿ îáëàñòü, ýëåìåíòû ìàòðèöû G(u, v) íåïðå-
ðûâíû è îãðàíè÷åíû, òî èíòåãðàë I â ïðàâîé ÷àñòè (34) òîæå ñóùåñòâóåò, à çíà÷èò,
ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì äèàìåòðå ðàçáèåíèÿ U íà ìíîæåñòâà Ui áóäåò âûïîëíåíî

I − ε < ∗S{Ui}(f ◦ ~r ·
√

detG) ≤ S∗{Ui}(f ◦ ~r ·
√

detG) < I + ε. (35)

Ïóñòü σi � îáðàç Ui (êðîìå ãðàíè÷íûõ òî÷åê) ïðè îòîáðàæåíèè ~r. Òîãäà {σi} � ðàçáèå-
íèå Σ. Ïîñêîëüêó diam{σi} ≤ sup (|∂~r/∂u|+ |∂~r/∂v|) diam{Ui}, ìû ìîæåì, âçÿâ äîñ-
òàòî÷íî ìàëûé äèàìåòð ðàçáèåíèÿ {Ui}, ïîëó÷èòü ñòîëü ìàëûé äèàìåòð {σi}, ÷òîáû
ïðè ëþáîì âûáîðå òî÷åê Xi ∈ σi áûëî âûïîëíåíî (33). Ïîñêîëüêó

S(σi) =

∫∫
Ui

√
detG(u, v) dudv,

ïî òåîðåìå î ñðåäíåì íàéä�åòñÿ (ui, vi) ∈ σi : S(σi) = S(Ui)
√

detG(ui, vi). Âîçüì�åì
Xi = ~r(ui, vi). Òîãäà èíòåãðàëüíàÿ ñóììà

S = S
{Xi}
{σi} (f) =

m∑
i=1

S(Ui)
√

detG(ui, vi)f(Xi) = S
{(ui,vi)}
{Ui} (f ◦ ~r

√
detG)

çàêëþ÷åíà ìåæäó ñóììàìè Äàðáó (35) è ïîòîìó |S − I| < ε. Â ñèëó (33), |S − J | < ε,
ñëåäîâàòåëüíî, |I − J | < 2ε. Ïîñêîëüêó ε > 0 ïðîèçâîëüíî, ìû ïîëó÷àåì I = J .

Ñâîéñòâà ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëa I ðîäà

1. Ëèíåéíîñòü:
∫∫
Σ

cf + kg dS = c

∫∫
Σ

f dS + k

∫∫
Σ

g dS.

2. Àääèòèâíîñòü: åñëè [Σ] = [Σ1]∪[Σ2], Σ1∩Σ2 = ∅, òî
∫∫
Σ

f dS =

∫∫
Σ1

f dS +

∫
Σ2

f dS.

3. Îöåíêà: S(Σ) inf
Σ
f ≤

∫∫
Σ

f dS ≤ S(Σ) sup
Σ
f .

Ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë II ðîäà
Îïðåäåëåíèå 6.3. Íà ïîâåðõíîñòè çàäàíà îðèåíòàöèÿ, åñëè íà íåé çàäàíî íåïðå-
ðûâíîå ïîëå åäèíè÷íûõ íîðìàëåé, ò.å. íåïðåðûâíàÿ âåêòîðíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ ~n :
Σ 7→ R3, òàêàÿ, ÷òî ∀X ∈ Σ âåêòîð ~n(X) íàïðàâëåí ïî íîðìàëè è |~n(X)| = 1.

Åñëè íà ïîâåðõíîñòè ìîæíî çàäàòü îðèåíòàöèþ, îíà íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðóåìîé
èëè äâóñòîðîííåé; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåîðèåíòèðóåìîé èëè îäíîñòîðîííåé. Ïîñ-
êîëüêó âåêòîðà ~ru è ~rv îáðàçóþò áàçèñ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè TXΣ, òî åäèíè÷íàÿ
íîðìàëü â òî÷êå X = ~r(u, v) èìååò âèä

~n(X) =
±1

|~ru × ~rv|
· ~ru × ~rv,
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ïðè÷�åì çíàê + èëè − ñîõðàíÿåòñÿ íà âñåé ïîâåðõíîñòè, çàäàâàåìîé îòîáðàæåíèåì
~r(u, v) (�+� åñëè âåêòîðà ~ru, ~rv è ~n îáðàçóþò ïðàâóþ òðîéêó, �−� åñëè ëåâóþ). Òàêèì
îáðàçîì, ïðîñòàÿ ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü îðèåíòèðóåìà. Ïðîñòåéøèé ïðèìåð íåîðèåí-
òèðóåìîé ïîâåðõíîñòè � ëèñò Ì�åáèóñà.

Îïðåäåëåíèå 6.4. Ïóñòü âåêòîðíîå ïîëå ~V (x, y, z) =

 P (x, y, z)
Q(x, y, z)
R(x, y, z)

 îïðåäåëåíî íà

êâàäðèðóåìîé ãëàäêîé îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè Σ. Ïîâåðõíîñòíûì èíòåãðà-
ëîì II ðîäà ~V ïî ïîâåðõíîñòè Σ, èëè ïîòîêîì ~V ÷åðåç Σ, íàçûâàåòñÿ èíòåãðàë∫∫

Σ

P dydz +Q dzdx+R dxdy =

∫∫
Σ

(
~V , ~n

)
dS.

Èç òåîðåìû 6.1 ñëåäóåò, ÷òî íåïðåðûâíîå îãðàíè÷åííîå âåêòîðíîå ïîëå èíòåãðè-
ðóåìî ïî êâàäðèðóåìîé îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè. Âûâåäåì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ èíòåãðàëà II ðîäà ïî ïðîñòîé ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî âåêòîðà
~ru, ~rv è ~n îáðàçóþò ïðàâóþ òðîéêó:∫∫

Σ

(~V , ~n)dS =

∫∫
Σ

~V · ~ru × ~rv
|~ru × ~rv|

dS =

∫∫
U

1

|~ru × ~rv|

〈
~V , ~ru, ~rv

〉
|~ru × ~rv| dudv =

=

∫∫
U

〈
~V , ~ru, ~rv

〉
dudv =

∫∫
U

∣∣∣∣∣∣
P xu xv
Q yu yv
R zu zv

∣∣∣∣∣∣ dudv, (36)

ãäå P = P
(
x(u, v), y(u, v), z(u, v)

)
è ò. ä.

Ñâîéñòâà ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëa II ðîäà

1. Ëèíåéíîñòü:
∫∫
Σ

(
(c~V + k ~W ), ~n

)
dS = c

∫∫
Σ

(
~V , ~n

)
dS + k

∫∫
Σ

(
~W,~n

)
dS.

2. Àääèòèâíîñòü: åñëè [Σ] = [Σ1] ∪ [Σ2], Σ1 ∩ Σ2 = ∅, ïðè÷�åì îðèåíòàöèè Σ1 è Σ2

ñîâïàäàþò ñ îðèåíòàöèåé Σ, òî
∫∫
Σ

(
~V , ~n

)
dS =

∫∫
Σ1

(
~V , ~n

)
dS +

∫∫
Σ2

(
~V , ~n

)
dS.

3. Îöåíêà:
∣∣∣∣∫∫

Σ

(
~V , ~n

)
dS

∣∣∣∣ ≤ S(Σ) sup
Σ
|~V |.

4. Åñëè ïîìåíÿòü îðèåíòàöèþ ïîâåðõíîñòè, òî ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë II ðîäà ïîìåíÿ-
åò çíàê.
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Ïðèìåð 6.1. Íàéòè ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ ~V = (x, x + y, z)T ÷åðåç ïîâåðõíîñòü

øàðîâîãî ñåêòîðà Ω =

{
x2 + y2 + z2 < 1, z >

√
x2 + y2

3

}
, íîðìàëü íàïðàâëåíà

íàðóæó.

Ïîâåðõíîñòü òåëà ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé:

∂Ω = [Σ1] ∪ [Σ2],
Σ1 =

{
x2 + y2 + z2 = 1, z >

√
x2 + y2

3

}
Σ2 =

{
x2 + y2 + z2 < 1, z =

√
x2 + y2

3

}
Ïàðàìåòðèçóåì îáå ïîâåðõíîñòè:

Σ1 =

{ x = cosu cos v
y = cosu sin v
z = sinu

:
π/6 < u < π/2

|v| < π

}
; Σ2 =

{ x = u cos v
y = u sin v

z = u/
√

3
:

0 < u <
√

3/2
|v| < π

}

Äëÿ îáåèõ ïîâåðõíîñòåé òðîéêà ~ru, ~rv, ~n ëåâàÿ. Ïî ôîðìóëå (36) ïîëó÷àåì

∫∫
Σ1

~V · ~n dS = −
π/2∫
π/6

du

π∫
−π

∣∣∣∣∣∣
cosu cos v − sinu cos v − cosu sin v

cosu(cos v + sin v) − sinu sin v cosu cos v
sinu cosu 0

∣∣∣∣∣∣ dv =

=

π/2∫
π/6

du

π∫
−π

cos3 u sin v cos v + cosu dv =

π/2∫
π/6

2π cosu du = π;

∫∫
Σ2

~V · ~n dS = −

√
3/2∫

0

du

π∫
−π

∣∣∣∣∣∣
u cos v cos v −u sin v

u(cos v + sin v) sin v u cos v

u/
√

3 1/
√

3 0

∣∣∣∣∣∣ dv =

=

π/2∫
π/6

du

π∫
−π

u2 sin v cos v√
3

dv =

π/2∫
π/6

0 du = 0.

îòâåò: ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ ðàâåí π.
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7 Öèðêóëÿöèÿ è ôîðìóëà Ãðèíà

Îïðåäåëåíèå 7.1. Êðèâàÿ ` =
{
X(t) = (x(t); y(t); z(t)) : t ∈ [α; β]

}
íàçûâàåòñÿ

çàìêíóòîé, åñëè X(α) = X(β). Îíà íàçûâàåòñÿ íåñàìîïåðåñåêàþùåéñÿ, åñëè íåò
äðóãîé ïàðû çíà÷åíèé ïàðàìåòðà s, t ∈ [α; β] : s < t, X(s) = X(t).

Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë II ðîäà ïî çàìêíóòîé êðèâîé íàçûâàåòñÿ öèðêóëÿöèåé,
è â åãî îáîçíà÷åíèè ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ çíàê

∮
âìåñòî

∫
. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë

öèðêóëÿöèè � ðàáîòà ñèëû ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó. Öèðêóëÿöèÿ íå çàâèñèò îò òîãî,
êàêóþ òî÷êó ñ÷èòàòü íà÷àëîì è êîíöîì êðèâîé: ïóñòü A èB � äâå òî÷êè íà çàìêíóòîé
êðèâîé `, íà êîòîðîé çàäàíà îðèåíòàöèÿ; îáîçíà÷èì ÷åðåç `1 å�å ó÷àñòîê, âåäóùèé èç
A â B, à ÷åðåç `2 � âåäóùèé èç B â A. Òîãäà â ñèëó àääèòèâíîñòè êðèâîëèíåéíîãî
èíòåãðàëà II ðîäà ìû ïîëó÷èì

îò A äî A
∮
`

=

∫
`1

+

∫
`2

, îò B äî B
∮
`

=

∫
`2

+

∫
`1

.

Òåîðåìà 7.1. Ïóñòü Ω � îáëàñòü (ò.å. ñâÿçíîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî) â Rd; ~V :
Ω 7→ Rd � íåïðåðûâíîå âåêòîðíîå ïîëå. Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:
(1) ~V ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì, ò.å. ∃ Φ : Ω 7→ R : ~V = ∇Φ íà Ω.
(2) Öèðêóëÿöèÿ ~V ïî ëþáîé çàìêíóòîé íåñàìîïåðåñåêàþùåéñÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé êðè-
âîé ` ⊂ Ω ðàâíà 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1)=⇒(2) ïî ôîðìóëå Íüþòîíà�Ëåéáíèöà äëÿ êðèâîëèíåéíîãî èíòå-
ãðàëà, ïîñêîëüêó êîíåö ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì.
(2)=⇒(1): Ðàññìîòðèì äëÿ ïðîñòîòû ñëó÷àé d = 2, ïóñòü ~V = P~i+Q~j. Çàôèêñèðóåì
òî÷êó A ∈ Ω, ïîëîæèì Φ(A) = 0; äëÿ äðóãèõ X ∈ Ω ïóñòü Φ(X) =

∫
AX

Pdx+Qdy, ãäå

AX ⊂ Ω � ãëàäêàÿ êðèâàÿ ñ íà÷àëîì A è êîíöîì X. Òàêîå îïðåäåëåíèå êîððåêòíî:
åñëè `1 è `2 � äâå êðèâûå ñ íà÷àëîì A è êîíöîì X, òî âîçüì�åì êðèâóþ `3 ⊂ Ω ñ
íà÷àëîì X è êîíöîì A, íå èìåþùóþ ñ `1 è `2 äðóãèõ îáùèõ òî÷åê, òîãäà∮

`1∪`3

Pdx+Qdy = 0 =⇒
∫
`1

= −
∫
`3

;

∮
`2∪`3

Pdx+Qdy = 0 =⇒
∫
`2

= −
∫
`3

.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ∀X ∈ Ω ôóíêöèÿ Φ

äèôôåðåíöèðóåìà, è ∇Φ(X) = ~V (X).
Âû÷èñëèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå Φ â òî÷êå
X = (x, y). Ïóñòü Xt = (x+ t, y). Òîãäà
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Φ(Xt)− Φ(X)

t
=

1

t

( ∫
AXXt

Pdx+Qdy −
∫
AX

Pdx+Qdy

)
=

=
1

t

∫
XXt

Pdx+ Qdy︸︷︷︸
äàcò 0

=
1

t

x+t∫
x

P (u, y)du = P (Xθ)

ïî òåîðåìå î ñðåäíåì, ãäå |θ| ≤ |t|. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè t → 0 òàêæå θ → 0, è
ìû ïîëó÷àåì â ïðåäåëå ∂Φ/∂x(X) = P (X). Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì ∂Φ/∂y(X) = Q(X).
Ïîñêîëüêó ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè Φ íåïðåðûâíû íà Ω, ïîëó÷àåì å�å äèôôå-
ðåíöèðóåìîñòü â êàæäîé òî÷êå X ∈ Ω, ïðè ýòîì ∇Φ = ~V .

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (ôîðìóëà Ãðèíà) óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó äâîéíûì
èíòåãðàëîì ïî ïëîñêîé îáëàñòè è öèðêóëÿöèåé ïî å�å ãðàíèöå.

Òåîðåìà 7.2. Ïóñòü U ⊂ R2 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñî ñâÿçíîé êóñî÷íî-ãëàäêîé
ãðàíèöåé `; íà ` çàäàíà îðèåíòàöèÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè8. Ïóñòü ~V (x, y) =[
P (x, y)
Q(x, y)

]
� âåêòîðíîå ïîëå, íåïðåðûâíîå íà [U ] è èìåþùåå íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå

ïðîèçâîäíûå â U . Òîãäà âåðíà ôîðìóëà∮
`

P (x, y)dx+Q(x, y)dy =

∫∫
U

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy. (37)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëèíåéíîñòè âñåõ ðàçíîâèäíîñòåé èíòåãðàëîâ, íàì äîñòàòî÷-
íî äîêàçàòü ñëåäóþùèå äâå ôîðìóëû:

äëÿ ïîëÿ P (x, y)~i

∮
`

P (x, y)dx = −
∫∫
U

∂P

∂y
dxdy; (38)

äëÿ ïîëÿ Q(x, y)~j

∮
`

Q(x, y)dy =

∫∫
U

∂Q

∂x
dxdy. (39)

Äîêàæåì ôîðìóëó (38). Ñíà÷àëà ïóñòü îáëàñòü U èìååò âèä

U = {(x; y) : a < x < b; g(x) < y < h(x)}, (40)

ãäå g(x) è h(x) � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè ñ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûìè ïðîèçâîäíûìè,
h(x) > g(x) ïðè a < x < b. Âû÷èñëèì ïðàâóþ ÷àñòü (38):

−
∫∫
U

∂P

∂y
dxdy = −

b∫
a

dx

h(x)∫
g(x)

∂P

∂y
dy = −

b∫
a

P
(
x, h(x)

)
− P

(
x, g(x)

)
dx.

8ò.å. ïðè äâèæåíèè ïî ∂U â çàäàííîì íàïðàâëåíèè îáëàñòü U îñòà�åòñÿ ñëåâà.
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×òîáû âû÷èñëèòü ëåâóþ ÷àñòü (38), çàìåòèì, ÷òî ` = ∂U � çàìêíóòàÿ êóñî÷íî-ãëàä-
êàÿ êðèâàÿ, ñîñòàâëåííàÿ èç ñëåäóþùèõ ÷åòûð�åõ êðèâûõ:

`a = {(a; y) : g(a) ≤ y ≤ h(a)} îðèåíòèðîâàíà ñâåðõó âíèç;
`g = {(x; y) : a ≤ x ≤ b; y = g(x)} îðèåíòèðîâàíà ñëåâà íàïðàâî;

`b = {(b; y) : g(b) ≤ y ≤ h(b)} îðèåíòèðîâàíà ñíèçó ââåðõ;
`h = {(x; y) : a ≤ x ≤ b; y = h(x)} îðèåíòèðîâàíà ñïðàâà íàëåâî.

Èíòåãðàëû
∫
`a

P (x, y)dx è
∫
`b

P (x, y)dx ðàâíû 0, ïîñêîëüêó êàñàòåëüíûé âåêòîð ê

âåðòèêàëüíîìó îòðåçêó îðòîãîíàëåí âåêòîðó P (x, y)~i. Íà êðèâîé `g â êà÷åñòâå ïàðà-
ìåòðà ìîæíî âçÿòü x, òîãäà

∫
`g

P (x, y)dx =

b∫
a

P (x, g(x))dx.

Íà êðèâîé `h â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà òàêæå ìîæíî âçÿòü x, íî îðèåíòàöèÿ ïîëó÷èòñÿ
îáðàòíîé (ñëåâà íàïðàâî), ïîýòîìó

∫
`h

P (x, y)dx = −
b∫

a

P (x, h(x))dx.

Ñëîæèâ èíòåãðàëû II ðîäà ïî ÷åòûð�åì êðèâûì, ïîëó÷àåì

∮
`

P (x, y)dx =

b∫
a

P
(
x, g(x)

)
− P

(
x, h(x)

)
dx,

è ôîðìóëà (38) äëÿ îáëàñòè U âèäà (40) äîêàçàíà.
Ïðàêòè÷åñêè ëþáóþ îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü ñî ñâÿçíîé êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé

ìîæíî ðàçáèòü âåðòèêàëüíûìè îòðåçêàìè íà êîíå÷íîå ìíîæåñòâî îáëàñòåé Ui âèäà
(40). Ïðè ýòîì äâîéíûå èíòåãðàëû ñëîæàòñÿ ïî àääèòèâíîñòè. Äëÿ êðèâîëèíåéíûõ
èíòåãðàëîâ àääèòèâíîñòü òîæå ñðàáîòàåò: íåâåðòèêàëüíûå ó÷àñòêè ãðàíèöû U ñîñòîÿò
èç íåâåðòèêàëüíûõ ó÷àñòêîâ ãðàíèö Ui-ûõ, è îðèåíòàöèè ñîãëàñîâàíû; èíòåãðàëû ïî
âåðòèêàëüíûì îòðåçêàì ðàâíû 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî (39) àíàëîãè÷íî, îòëè÷èå â òîì, ÷òî ðàçáèâàåì U ãîðèçîíòàëüíûìè
îòðåçêàìè íà îáëàñòè âèäà

{
(x; y) : a < y < b; g(y) < x < h(y)

}
.

Ñëåäñòâèå 7.1. Ïóñòü îáëàñòü Ω ⊂ R2 îäíîñâÿçíà, ò.å. íå èìååò äûð;

~V (x, y) =

[
P
Q

]
: Ω 7→ R2

âåêòîðíîå ïîëå ñ íåïðåðûâíûìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, ïðè÷�åì ∂P/∂y = ∂Q/∂x

∀(x, y) ∈ Ω. Òîãäà ~V ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 7.1 íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî öèðêóëÿöèÿ ~V
ïî ëþáîé çàìêíóòîé íåñàìîïåðåñåêàþùåéñÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé ` ⊂ Ω ðàâíà
0. Åñëè ` ⊂ Ω, òî îãðàíè÷èâàåìàÿ åþ îáëàñòü U òàêæå ñîäåðæèòñÿ â Ω, ïîñêîëüêó
îáëàñòü Ω îäíîñâÿçíà. Ïðèìåíèì ôîðìóëó Ãðèíà:∮

`

P (x, y)dx+Q(x, y)dy =

∫∫
U

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy =

∫∫
U

0 dxdy = 0.

Çàìå÷àíèå 7.1. Èç äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû Ãðèíà (ïåðåõîä îò îáëàñòè ïðîñòîãî
âèäà ê ïðîèçâîëüíîé) âèäíî, ÷òî òåîðåìà 7.2 îñòàíåòñÿ ñïðàâåäëèâîé äàæå äëÿ íåîä-
íîñâÿçíîé îáëàñòè. Òîãäà â ëåâîé ÷àñòè ôîðìóëû (37) áóäåò ñòîÿòü ñóììà íåñêîëüêèõ
öèðêóëÿöèé: âíåøíþþ ãðàíèöó ñëåäóåò îáõîäèòü ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, à ãðàíèöó
êàæäîé äûðû � ïî ÷àñîâîé ñòðåëêe (â îáîèõ ñëó÷àÿõ îáëàñòü îñòà�åòñÿ ñëåâà).
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8 Äèâåðãåíöèÿ. Òåîðåìà Îñòðîãðàäñêîãî�Ãàóññà

Îïðåäåëåíèå 8.1. Ïóñòü ~V (x, y, z) =

 P
Q
R

 � âåêòîðíîå ïîëå; A = (x, y, z) �

âíóòðåííÿÿ òî÷êà åãî îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Åñëè P , Q è R äèôôåðåíöèðóåìû â
A, òî äèâåðãåíöèåé ïîëÿ ~V â òî÷êå A íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

div~V (A) =
∂P

∂x
(A) +

∂Q

∂y
(A) +

∂R

∂z
(A).

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äèâåðãåíöèè ñòàíåò ÿñåí ïîçæå.

Òåîðåìà 8.1. (Îñòðîãðàäñêèé�Ãàóññ). Ïóñòü Ω ⊂ R3 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü,
òàêàÿ, ÷òî ∂Ω � ñâÿçíàÿ êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êâàäðèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü; ïóñòü íà
êàæäîé ãëàäêîé ÷àñòè ïîâåðõíîñòè ∂Ω çàäàíî íåïðåðûâíîå ïîëå åäèíè÷íûõ íîð-

ìàëåé ~n, íàïðàâëåííûõ íàðóæó Ω. Òîãäà äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ ~V (x, y, z) =

 P
Q
R

,
íåïðåpûâíîãî íà [Ω], èìåþùåãî íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå â Ω, âåðíà ôîðìóëà9

©
∫∫
∂Ω

(~V , ~n)dS =

∫∫∫
Ω

div~V (x, y, z)dxdydz. (41)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëèíåéíîñòè âñåõ ðàçíîâèäíîñòåé èíòåãðàëîâ, íàì äîñòàòî÷-
íî äîêàçàòü ñëåäóþùèå òðè ôîðìóëû:

©
∫∫
∂Ω

(P~i, ~n)dS =

∫∫∫
Ω

∂P

∂x
dxdydz; ©

∫∫
∂Ω

(Q~j, ~n)dS =

∫∫∫
Ω

∂Q

∂y
dxdydz;

©
∫∫
∂Ω

(R~k, ~n)dS =

∫∫∫
Ω

∂R

∂z
dxdydz. (42)

Äîêàæåì (42); äâå äðóãèå ôîðìóëû äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáëàñòü Ω èìååò âèä

Ω =
{
(x; y; z) : (x; y) ∈ D, g(x, y) < z < h(x, y)

}
, (43)

ãäå D ⊂ R2 � êâàäðèðóåìàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü; ôóíêöèè g è h íåïðåðûâíû íà
[D], èìåþò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íà D, è h > g íà D. Ãðàíèöà òàêîé

9òàêîé çíàê èñïîëüçóåòñÿ âìåñòî ∫∫ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà II ðîäà òîëüêî â
òîì ñëó÷àå, êîãäà èíòåãðàë áåð�åòñÿ ïî âñåé ïîâåðõíîñòè òåëà, ïðè÷�åì íîðìàëè íàïðàâëåíû íàðóæó.
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îáëàñòè èìååò âèä ∂Ω = Σg ∪ Σh ∪ Σo, ãäå

Σg =

{
(x; y; g(x, y)) :

(x; y) ∈ D

}
, ~n =

1√
1 + (∂g/∂x)2 + (∂g/∂y)2

 ∂g/∂x
∂g/∂y
−1


Σh =

{
(x; y;h(x, y)) :

(x; y) ∈ D

}
, ~n =

1√
1 + (∂h/∂x)2 + (∂h/∂y)2

 −∂h/∂x
−∂h/∂y

1


Σ0 =

{
(x; y; z) : (x; y) ∈ ∂D;
g(x, y) ≤ z ≤ h(x, y)

}
, ~n íàïðàâëåíû ãîðèçîíòàëüíî.

Âû÷èñëèì èíòåãðàëû II ðîäà ïî ýòèì òð�åì ïîâåðõíîñòÿì (ïîòîêè âåêòîðíîãî ïîëÿ
~V ÷åðåç íèõ íàðóæó Ω):∫∫

Σh

(R~k, ~n)dS =

∫∫
Σh

R(x, y, z) dS√
1 + (∂h/∂x)2 + (∂h/∂y)2

=

∫∫
D

R
(
x, y, h(x, y)

)
dxdy;

∫∫
Σg

(R~k, ~n)dS =

∫∫
Σg

−R(x, y, z) dS√
1 + (∂g/∂x)2 + (∂g/∂y)2

= −
∫∫
D

R
(
x, y, g(x, y)

)
dxdy;

èíòåãðàë ïî Σ0 ðàâåí 0. Ñëîæèâ òðè èíòåãðàëà, ïîëó÷àåì

©
∫∫
∂Ω

(R~k, ~n)dS =

∫∫
D

R
(
x, y, h(x, y)

)
−R

(
x, y, g(x, y)

)
dxdy.

Â òî æå âðåìÿ

∫∫∫
Ω

∂R

∂z
dxdydz =

∫∫
D

dxdy

h(x,y)∫
g(x,y)

∂R

∂z
dz =

∫∫
D

R
(
x, y, h(x, y)

)
−R

(
x, y, g(x, y)

)
dxdy,

è ôîðìóëà (42) äëÿ îáëàñòè âèäà (43) äîêàçàíà.
Ïðàêòè÷åñêè ëþáóþ îáëàñòü, óäîëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì ýòîé òåîðåìû, ìîæíî

ðàçáèòü âåðòèêàëüíûìè öèëèíäðè÷åñêèìè ïîâåðõíîñòÿìè íà êîíå÷íîå ìíîæåñòâî
îáëàñòåé Ωi âèäà (43). Ïðè ýòîì òðîéíûå èíòåãðàëû ñëîæàòñÿ ïî àääèòèâíîñòè. Äëÿ
ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ àääèòèâíîñòü òîæå ñðàáîòàåò: íåâåðòèêàëüíûå ÷àñòè ∂Ω
ñîñòîÿò èç íåâåðòèêàëüíûõ ÷àñòåé ãðàíèö Ωi-ûõ, è îðèåíòàöèè ñîãëàñîâàíû; èíòå-
ãðàëû ïî âåðòèêàëüíûì ïîâåðõíîñòÿì ðàâíû 0.
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Ñëåäñòâèå 8.1. Ïóñòü U ⊂ R3 � îáëàñòü; âåêòîðíîå ïîëå ~V : U 7→ R3 èìååò â
òî÷êå A ∈ U íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå. Òîãäà

div~V (A) = lim
diamΩ→0

( 1

V (Ω)
©
∫∫
∂Ω

(~V , ~n)dS
)
,

ãäå A ∈ Ω ⊂ U , îáëàñòü Ω èìååò êóñî÷íî-ãëàäêóþ ãðàíèöó.
Òàêèì îáðàçîì, äèâåðãåíöèÿ � ýòî ïëîòíîñòü èñòî÷íèêîâ âåêòîðíîãî ïîëÿ (îò-

íîøåíèå ïîòîêà èç òåëà Ω ê åãî îáú�åìó). Òî÷êè, â êîòîðûõ div~V > 0, íàçûâàþòñÿ
èñòî÷íèêàìè âåêòîðíîãî ïîëÿ; òî÷êè, â êîòîðûõ div~V < 0, íàçûâàþòñÿ ñòîêàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì òåîðåìó Îñòðîãðàäñêîãî�Ãàóññà, çàòåì òåîðåìó î ñðåäíåì:

©
∫∫
∂Ω

(~V , ~n)dS =

∫∫∫
Ω

div~V dxdydz = V (Ω) div~V (B), B ∈ Ω.

Ïðè diam Ω → 0 èìååì B → A =⇒ div~V (B) → div~V (A).

Ñâîéñòâà äèâåðãåíöèè

1. Äèâåðãåíöèÿ íå çàâèñèò îò âûáîðà äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ýòî âûòåêàåò
èç ñëåäñòâèÿ 8.1.
2. Ëèíåéíîñòü: div(c ~V + k ~W ) = c div~V + k div ~W .
3. Åñëè ϕ(x, y, z) äèôôåðåíöèðóåìà, òî div(ϕ ~V ) = ϕ div~V +(∇ϕ, ~V ). Äåéñòâèòåëüíî,

div(ϕ ~V ) =
∂ϕP

∂x
+
∂ϕQ

∂y
+
∂ϕR

∂z
=
∂ϕ

∂x
P +

∂ϕ

∂y
Q+

∂ϕ

∂z
R + ϕ

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

)
.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ôîðìóëû Îñòðîãðàäñêîãî�Ãàóññà.
Ïðèìåð 8.1. Íàéòè ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ ~V = x~i+ y~j + z~k íàðóæó ÷åðåç ïîâåð-
õíîñòü ïîëóøàðà Ω = {x2+y2+z2 < 1; z > 0}. Ñíà÷àëà âû÷èñëèì ïîòîê íåïîñðåäñò-
âåííî. Ïîâåðõíîñòü ∂Ω ñîñòîèò èç äâóõ ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé � êðóãà è ïîëóñôåðû:

Σ0 = {x2 + y2 ≤ 1; z = 0}; âåêòîð íîðìàëè ~n0 = −~k;

Σ1 = {x2 + y2 < 1; z =
√

1− x2 − y2}; âåêòîð
íîðìàëè ~n1 =

 x
y√

1− x2 − y2


Ïîòîê ~V ÷åðåç Σ0 ðàâåí 0, ïîñêîëüêó ~n0 ⊥ ~V ïðè z = 0. Ïîýòîìó

©
∫∫

Σ

(~V , ~n)dS =

∫∫
Σ1

(~V , ~n1)dS =

∫∫
Σ1

1 dS = S(Σ1) = 2π.

Ïî ôîðìóëå Îñòðîãðàäñêîãî�Ãàóññà ïîòîê áóäåò âû÷èñëÿòüñÿ òàê:

©
∫∫

Σ

(~V , ~n)dS =

∫∫∫
Ω

div~V (x, y, z)dxdydz =

∫∫∫
Ω

3 dxdydz = 3V (Ω) = 3 · 2π

3
= 2π.
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9 Ðîòîð è òåîðåìà Ñòîêñà

Îïðåäåëåíèå 9.1. Ïóñòü ~V (x, y, z) =

 P
Q
R

 � âåêòîðíîå ïîëå; A = (x, y, z) �

âíóòðåííÿÿ òî÷êà åãî îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Åñëè P , Q è R äèôôåðåíöèðóåìû â
A, òî ðîòîðîì ïîëÿ ~V â òî÷êå A íàçûâàåòñÿ âåêòîð

~rot~V (A) =

 Ry −Qz

Pz −Rx

Qx − Py

 =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k

∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z
P Q R

∣∣∣∣∣∣
Ýòîò ñòðàííûé ½îïðåäåëèòåëü� ïðèäóìàí ëèøü äëÿ óäîáñòâà çàïîìèíàíèÿ ôîðìóëû

ðîòîðà. Ïðè âû÷èñëåíèè ýòîãî îïðåäåëèòåëÿ ýëåìåíòû ïåðåìíîæàþòñÿ ñâåðõó âíèç.

Ïðèìåð 9.1. Ðàññìîòðèì ïîëå ñêîðîñòåé òâ�åðäîãî òåëà, âðàùàþùåãîñÿ âîêðóã Oz
ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω :

~V (x, y, z) =

 −ωy
ωx
0

 .
Åãî ðîòîð ðàâåí

~rot~V (x, y, z) =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k

∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z
−ωy ωx 0

∣∣∣∣∣∣ =

 0
0
2ω

 ,
ò.å. ðîòîð ïàðàëëåëåí îñè âðàùåíèÿ, åãî íîðìà ðàâíà 2ω, è îí íàïðàâëåí ïî ïðàâèëó
âèíòà.

Îïðåäåëåíèå 9.2. Ïóñòü U ⊂ R2 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, ∂U � çàìêíóòàÿ êóñî÷-
íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ, îðèåíòèðîâàííàÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ïóñòü îòîáðàæåíèå

~r(u, v) =

 x(u, v)
y(u, v)
z(u, v)

 : [U ] 7→ R3

èíúåêòèâíî è èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íà [U ], ïðè÷�åì ìàòðèöà
ßêîáè J~r(u, v) èìååò ðàíã 2 äëÿ âñåõ (u; v) ∈ U . Òîãäà êðèâàÿ ` = ~r(∂U) íàçûâàåòñÿ
êîíòóðîì ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè Σ = ~r(U).

Ïóñòü íà ïîâåðõíîñòè Σ çàäàíà òàêàÿ îðèåíòàöèÿ, ÷òî âåêòîðà ∂~r/∂u, ∂~r/∂v è
~n(X) îáðàçóþò â êàæäîé òî÷êå X ∈ Σ ïðàâóþ òðîéêó; íà êðèâîé ` çàäàíà îðèåíòà-
öèÿ, ïîëó÷åííàÿ èç îðèåíòàöèè ∂U ïðè îòîáðàæåíèè ~r. Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî îðèåíòà-
öèè Σ è ` ñîãëàñîâàíû.

Ïðàâèëî ñîãëàñîâàíèÿ îðèåíòàöèé ïîâåðõíîñòè è å�å êîíòóðà íàçûâàþò ½ïðàâèëîì
âèíòà�: åñëè âîòêíóòü âèíò â òî÷êó X ∈ Σ è êðóòèòü åãî â íàïðàâëåíèè îáõîäà `, òî
îí áóäåò ââèí÷èâàòüñÿ â íàïðàâëåíèè ~n(X).

77



Òåîðåìà 9.1. (Ñòîêñ). Ïóñòü Σ � ïðîñòàÿ ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü ñ êóñî÷íî-ãëàäêèì

êîíòóðîì `, èõ îðèåíòàöèè ñîãëàñîâàíû. Òîãäà äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ ~V =

 P
Q
R

,
íåïðåðûâíîãî íà Σ∪` è èìåþùåãî â êàæäîé òî÷êå Σ íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå,
âåðíà ôîðìóëà ∮

`

Pdx+Qdy +Rdz =

∫∫
Σ

( ~rot~V , ~n)dS.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëèíåéíîñòè âñåõ ðàçíîâèäíîñòåé èíòåãðàëîâ, íàì äîñòàòî÷-
íî äîêàçàòü ñëåäóþùèå òðè ôîðìóëû:∮

`

P (x, y, z)dx =

∫∫
Σ

((∂P
∂z
~j − ∂P

∂y
~k
)
, ~n

)
dS; (44)

∮
`

Q(x, y, z)dy =

∫∫
Σ

((∂Q
∂x

~k − ∂Q

∂z
~i
)
, ~n

)
dS;

∮
`

R(x, y, z)dz =

∫∫
Σ

((∂R
∂y
~i− ∂R

∂x
~j
)
, ~n

)
dS.

Äîêàæåì ôîðìóëó (44); äâå äðóãèå ïîëó÷àþòñÿ àíàëîãè÷íî. Ïóñòü Σ = ~r(U), ` =
~r(∂U), è ïóñòü ãðàíèöà U ïàðàìåòðèçîâàíà ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè: ∂U = {(u(t); v(t)) :
0 ≤ t ≤ T}. Òîãäà

` =
{(
x(u(t), v(t)); y(u(t), v(t)); z(u(t), v(t))

)
: 0 ≤ t ≤ T

}
.

Âû÷èñëèì ëåâóþ ÷àñòü (44):

∮
`

P (x, y, z)dx =

T∫
0

P

(
∂x

∂u
u̇+

∂x

∂v
v̇

)
dt =

∮
∂U

P
∂x

∂u
du+ P

∂x

∂v
dv =

ïî ôîðìóëå Ãðèíà

=

∫∫
U

(
∂

∂u

(
P
∂x

∂v

)
− ∂

∂v

(
P
∂x

∂u

))
dudv =
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[ïðåäïîëîæèì, ÷òî x äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåì ïî u è v; åãî âòîðûå
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ñîêðàòÿòñÿ]

=

∫∫
U

(
∂(P ◦ ~r)
∂u

∂x

∂v
− ∂(P ◦ ~r)

∂v

∂x

∂u

)
dudv =

=

∫∫
U

(
∂P

∂y

∂y

∂u

∂x

∂v
+
∂P

∂z

∂z

∂u

∂x

∂v
− ∂P

∂y

∂y

∂v

∂x

∂u
− ∂P

∂z

∂z

∂v

∂x

∂u

)
dudv

(ñëàãàåìûå ñ ∂P/∂x ñîêðàòèëèñü).
Òåïåðü âû÷èñëèì ïðàâóþ ÷àñòü (44) ïî ôîðìóëå (36):

∫∫
Σ

((∂P
∂z
~j − ∂P

∂y
~k
)
, ~n

)
dS =

∫∫
U

∣∣∣∣∣∣
0 ∂P/∂z −∂P/∂y

∂x/∂u ∂y/∂u ∂z/∂u
∂x/∂v ∂y/∂v ∂z/∂v

∣∣∣∣∣∣ dudv =
òî æå
ñàìîå.

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà Ñòîêñà äîêàçàíà äëÿ ïîâåðõíîñòè êëàññà C2, ò.å. äëÿ ñëó÷àÿ,
êîãäà x, y è z èìåþò íåïðåðûâíûå âòîðûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî u è v. Íî åñëè îíè
èìåþò ëèøü íåïðåðûâíûå ïåðâûå ïðîèçâîäíûå (êàê îãîâîðåíî â óñëîâèè òåîðåìû),
ò.å. ïîâåðõíîñòü êëàññà C1, òî e�e ìîæíî ïðèáëèçèòü ïîâåðõíîñòüþ êëàññà C2 òàê, ÷òî
ïðàâàÿ è ëåâàÿ ÷àñòè ôîðìóëû Ñòîêñà áóäóò ïðèáëèæåíû ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ.

Ñëåäñòâèå 9.1. (Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ðîòîðà). Ïóñòü U ⊂ R3 � îáëàñòü; âåêòîð-
íîå ïîëå ~V : U 7→ R3 èìååò â òî÷êå A ∈ U íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå. Òîãäà
~rot~V (A) � òàêîé âåêòîð, ÷òî äëÿ ëþáîãî åäèíè÷íîãî âåêòîðà ~n

( ~rot~V (A), ~n) = lim
diamΣ→0

( 1

S(Σ)

∮
`

Pdx+Qdy +Rdz
)
,

ãäå A ∈ Σ ⊂ U , ïëîñêàÿ ïîâåðõíîñòü Σ èìååò íîðìàëü ~n è êóñî÷íî-ãëàäêèé êîíòóð
` ñîãëàñîâàííîé ñ íåþ îðèåíòàöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì òåîðåìó Ñòîêñà, à çàòåì òåîðåìó î ñðåäíåì:∮
`

Pdx+Qdy +Rdz =

∫∫
Σ

( ~rot~V , ~n) dS = S(Σ) ( ~rot~V (B), ~n), B ∈ Σ.

Ïðè diamΣ → 0 èìååì B → A =⇒ ~rot~V (B) → ~rot~V (A).

Ñâîéñòâà ðîòîðà

1. Ðîòîð íå çàâèñèò îò âûáîðà äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ýòî âûòåêàåò èç
ñëåäñòâèÿ (9.1).
2. Ëèíåéíîñòü: ~rot(c ~V + k ~W ) = c ~rot~V + k ~rot ~W .
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3. Åñëè ϕ(x, y, z) äèôôåðåíöèðóåìà, òî ~rot(ϕ ~V ) = ϕ ~rot~V +∇ϕ× ~V . Äåéñòâèòåëüíî,

~rot(ϕ ~V ) =

 ∂(ϕR)/∂y − ∂(ϕQ)/∂z
∂(ϕP )/∂z − ∂(ϕR)/∂x
∂(ϕQ)/∂x− ∂(ϕP )/∂y

 = ϕ ~rot~V +

 ∂ϕ/∂y R− ∂ϕ/∂z Q
∂ϕ/∂z P − ∂ϕ/∂xR
∂ϕ/∂xQ− ∂ϕ/∂y P

 .
Âàæíûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû Ñòîêñà ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà î äîñòàòî÷íîì óñëîâèè

ïîòåíöèàëüíîñòè âåêòîðíîãî ïîëÿ â òð�åõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Âåêòîðíîå ïîëå, èìåþ-
ùåå íóëåâîé ðîòîð â íåêîòîðîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà, íàçûâàåòñÿ áåçâèõðåâûì â
ýòîé îáëàñòè.

Òåîðåìà 9.2. Ïóñòü îáëàñòü Ω ⊂ R3 îäíîñâÿçíà (â ïðîñòðàíñòâå ýòî îçíà÷àåò,
÷òî íà ëþáóþ çàìêíóòóþ êóñî÷íî-ãëàäêóþ êðèâóþ ` ⊂ Ω, íå çàâÿçàííóþ óçëîì,

ìîæíî íàòÿíóòü ãëàäêóþ ïîâåðõíîñòü Σ ⊂ Ω). Ïóñòü ~V (x, y, z) =

 P
Q
R

 : Ω 7→ R3

� âåêòîðíîå ïîëå ñ íåïðåðûâíûìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, è ~rot~V = 0 íà Ω. Òîãäà
~V ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì íà Ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 7.1 íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî öèðêóëÿöèÿ ~V
ïî ëþáîé çàìêíóòîé íåñàìîïåðåñåêàþùåéñÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé ` ⊂ Ω ðàâíà 0.
Åñëè ` ⊂ Ω íå çàâÿçàíà óçëîì, òî íàòÿíåì íà íå�å ïîâåðõíîñòü Σ ⊂ Ω. Ïðèìåíèì
ôîðìóëó Ñòîêñà:∮

`

P dx+Q dy +R dz =

∫∫
Σ

( ~rot~V , ~n) dS =

∫∫
Σ

(~0, ~n) dS = 0.

Åñëè çàìêíóòàÿ êðèâàÿ ` � óçåë, òî ìîæíî ðàçáèòü å�å íà äâå êðèâûå `1 (ñ íà÷àëîì
A è êîíöîì B) è `2 (ñ íà÷àëîì B è êîíöîì A), çàòåì äîáàâèòü òðåòüþ êðèâóþ `3 ñ
íà÷àëîì A è êîíöîì B, òàêóþ, ÷òî êðèâûå `1∪ `3 è `2∪ `3 íå èìåþò ñàìîïåðåñå÷åíèé
è íå çàâÿçàíû óçëîì. Òîãäà öèðêóëÿöèè ïî íèì∮

`1∪`3

=

∫
`1

−
∫
`3

= 0;

∮
`2∪`3

=

∫
`2

+

∫
`3

= 0 =⇒
∮
`

=

∫
`1

+

∫
`2

= 0.

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå � ÷òî ïîòåíöèàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå ñ íåïðåðûâíûìè ÷àñò-
íûìè ïðîèçâîäíûìè ÿâëÿåòñÿ áåçâèõðåâûì ( ~rot∇Φ ≡ 0) ñïðàâåäëèâî â ëþáîé îáëàñòè
ïðîñòðàíñòâà è áûëî äîêàçàíî â ïðîøëîì ñåìåñòðå.
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10 Òåîðèÿ ïîëÿ (èòîãîâàÿ ëåêöèÿ)

Ïóñòü Ω ⊂ R3 � îáëàñòü. Ñèìâîëîì Ck(Ω) áóäåì îáîçíà÷àòü êëàññ ñêàëÿðíûõ ôóí-
êöèé f : Ω 7→ R, èìåþùèõ íà Ω íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äî k-ãî ïîðÿäêà;
ñèìâîëîì V Ck(Ω) � êëàññ âåêòîðíûõ ïîëåé ~V : Ω 7→ R3, èìåþùèõ íà Ω íåïðåðûâíûå
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äî k-ãî ïîðÿäêà. Îïåðàöèè ãðàäèåíòà, äèâåðãåíöèè è ðîòîðà
äåéñòâóþò íà ýòèõ êëàññàõ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∇ : Ck(Ω) 7→ V Ck−1(Ω) ïðè êàæäîì k ∈ N;

div : V Ck(Ω) 7→ Ck−1(Ω) ïðè êàæäîì k ∈ N;

~rot : V Ck(Ω) 7→ V Ck−1(Ω) ïðè êàæäîì k ∈ N.

Ðàññìîòðèì îñîáûå ðàçíîâèäíîñòè âåêòîðíûõ ïîëåé èç êëàññà V C1(Ω).
1. Âåêòîðíîå ïîëå ~V ñîëåíîèäàëüíîå, åñëè div~V = 0 íà Ω. Òàêîå ïîëå íå èìååò
èñòî÷íèêîâ è ñòîêîâ; åãî ïîòîê ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ëþáîãî òåëà B ⊂ Ω ðàâåí 0.
Ïðèìåðû èç ôèçèêè: ìàãíèòíîå ïîëå; ïîëå ñêîðîñòåé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Ðîòîð
ëþáîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ èç êëàññà V C2(Ω) ÿâëÿåòñÿ ñîëåíîèäàëüíûì:

div ~rot~V =
∂

∂x

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
+

∂

∂y

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
+

∂

∂z

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
= 0,

ïîñêîëüêó ∂2R/∂x∂y = ∂2R/∂y∂x, ∂2Q/∂x∂z = ∂2Q/∂z∂x, ∂2P/∂z∂y = ∂2P/∂y∂z.
2. Âåêòîðíîå ïîëå ~V áåçâèõðåâîå, åñëè ~rot~V = ~0 íà Ω. Îíî èìååò íóëåâóþ öèðêóëÿ-
öèþ ïî âñÿêîé çàìêíóòîé êðèâîé, íà êîòîðóþ ìîæíî íàòÿíóòü ïîâåðõíîñòü Σ ⊂ Ω.
3. Âåêòîðíîå ïîëå ~V ïîòåíöèàëüíîå, åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ Φ ∈ C2(Ω), òàêàÿ,
÷òî ~V = ∇Φ íà Ω. Îíî èìååò íóëåâóþ öèðêóëÿöèþ ïî âñÿêîé çàìêíóòîé êðèâîé
` ⊂ Ω. Âñÿêîå ïîòåíöèàëüíîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ áåçâèõðåâûì. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå
âåðíî ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñëè îáëàñòü Ω îäíîñâÿçíà. Ïðèìåðû ïîòåíöèàëüíûõ
ïîëåé èç ôèçèêè: ãðàâèòàöèîííîå; ýëåêòðè÷åñêîå (ïðè îòñóòñòâèè ýëåêòðîäâèæóùåé
ñèëû). Äèâåðãåíöèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ïðîïîðöèîíàëüíà ïëîòíîñòè ìàññ (ìàññû
� ñòîêè ïîëÿ, èñòî÷íèêîâ íåò); äèâåðãåíöèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïðîïîðöèîíàëüíà
ïëîòíîñòè çàðÿäà (⊕ � èñòî÷íèêè, 	 � ñòîêè).
4. Âåêòîðíîå ïîëå ~V ãàðìîíè÷åñêîå, åñëè îíî ïîòåíöèàëüíî è ñîëåíîèäàëüíî, ò.å.
ïîòåíöèàë òàêîãî ïîëÿ Φ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà

div∇Φ =
∂2Φ

∂x2
+
∂2Φ

∂y2
+
∂2Φ

∂z2
≡ ∆Φ = 0;

òàêàÿ ôóíêöèÿ Φ òoæå íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé. Ôèçè÷åñêèå ïðèìåðû: ãðàâèòà-
öèîííîå è ýëåêòðè÷åñêîå ïîëÿ â âàêóóìå.
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Âåêòîðíûå ëèíèè è âåêòîðíûå òðóáêè

Îïðåäåëåíèå 10.1. 1) Òî÷êà X ∈ Ω ñòàöèîíàðía, åñëè ~V (X) = ~0.
2) Ãëàäêàÿ êðèâàÿ ` íàçûâàåòñÿ âåêòîðíîé ëèíèåé äëÿ ~V ∈ V C(Ω) (íåïðåðûâíîãî
âåêòîðíîãî ïîëÿ â Ω), åñëè â êàæäîé òî÷êå X ∈ ` èìååì ~V (X) ‖ TX`.
3) Ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü Σ íàçûâàåòñÿ âåêòîðíîé òðóáêîé äëÿ ïîëÿ ~V ∈ V C(Ω),
åñëè â êàæäîé òî÷êå X ∈ Σ èìååì ~V (X) ‖ TXΣ.

Âåêòîðíàÿ ëèíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôàçîâîé êðèâîé äëÿ àâòîíîìíîé ñèñòåìû äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx/dt = P (x, y, z)
dy/dt = Q(x, y, z)
dz/dt = R(x, y, z),

èëè dx

P (x, y, z)
=

dy

Q(x, y, z)
=

dz

R(x, y, z)
. (45)

Èç òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ñëåäóåò, ÷òî
â ñëó÷àå ~V ∈ V C1(Ω) ÷åðåç êàæäóþ íåñòàöèîíàðíóþ òî÷êó ïðîõîäèò ðîâíî îäíà
âåêòîðíàÿ ëèíèÿ.

Åñëè íåïðåðûâíîå âåêòîðíîå ïîëå ïîòåíöèàëüíî (ò.å. ~V = ∇Φ äëÿ íåêîòîðîé ôóí-
êöèè Φ ∈ C1(Ω)), òî â îêðåñòíîñòè íåñòàöèîíàðíîé òî÷êè Xo ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ
ïîòåíöèàëà E = {X ∈ Ω : Φ(X) = Φ(Xo)} ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé, è âåêòîð ∇Φ(Xo)
ïåðïåíäèêóëÿðåí êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè TXoE , ñëåäîâàòåëüíî, è âåêòîðíàÿ ëèíèÿ â
òî÷êå Xo ïåðïåíäèêóëÿðíà ïîâåðõíîñòè E .

Ïðèìåð 10.1. Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïîëå ~V , èìåþùåå ïîòåíöèàë Φ(x, y, z) =
z2

x2 + y2 + z2
â îáëàñòè Ω = R3\{O}. Èìååì

~V (x, y, z) = ∇Φ =
2z

(x2 + y2 + z2)2

 −xz
−yz

x2 + y2

 .
Ñòàöèîíàðíûå òî÷êè äàííîãî ïîëÿ � ýòî âñå òî÷êè îñè Oz è ïëîñêîñòè Oxy, êðîìå,
ðàçóìååòñÿ, òî÷êè O. Ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ {Φ = C} ïðåäñòàâëÿþò ñîáîþ êîíóñû (ïðè
0 < C < 1), îñü Oz\{O} (ïðè C = 1), èëè ïëîñêîñòü Oxy\{O} (ïðè C = 0). Ðåøèì
ñèñòåìó (45):

dx

−xz
=

dy

−yz
=

dz

x2 + y2
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Ïîñêîëüêó z 6= 0 â íåñòàöèîíàðíûõ òî÷êàõ, äîìíîæàåì íà (−z) è ïîëó÷àåì

dx

x
=
dy

y
=⇒ x = Cy èëè y = Cx.

Ìîæíî ââåñòè íîâóþ ïåðåìåííóþ t > 0 : x = t cosα, y = t sinα, ãäå α � êîíñòàíòa.
Òîãäà

dt

t
= −zdz

t2
=⇒ t dt = −z dz =⇒ t2 = C2 − z2.

Èòàê, ïîëó÷åíû ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ âåêòîðíûõ ëèíèé:{
x =

√
C2 − z2 cosα

y =
√
C2 − z2 sinα

; 0 < z < C èëè − C < z < 0

}
, (46)

ò.å. ýòî ÷åòâåðòè îêðóæíîñòåé ñ öåíòðîì O è äèàìåòðîì íà îñè Oz. Â òî÷êàõ ñ
z = 0 âåêòîðíûå ëèíèè ïðåðûâàþòñÿ, ïîñêîëüêó ýòè òî÷êè � ñòàöèîíàðíûå. Íåòðóäíî
ïðîâåðèòü, ÷òî ÷åðåç êàæäóþ íåñòàöèîíàðíóþ òî÷êó ïðîõîäèò êðèâàÿ èç ñåìåéñòâà
(46), ñëåäîâàòåëüíî, äðóãèõ âåêòîðíûõ ëèíèé, êðîìå (46), áûòü íå ìîæåò. Î÷åâèäíî,
ýòè ëèíèè ïåðïåíäèêóëÿðíû âñåì êîíóñàì � ïîâåðõíîñòÿì óðîâíÿ Φ.

Âåêòîðíûìè òðóáêàìè äëÿ ~V ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, âñå âåðõíèå è íèæíèå ïîëóñôåðû
ñ öåíòðîì O è âñå ÷åòâåðòè ïëîñêîñòè, îäèí èç êðà�åâ êîòîðûõ � ïîëîâèíà îñè Oz, à
äðóãîé ëåæèò â ïëîñêîñòè Oxy.

Ïðèìåð 10.2. 1) Äëÿ ïîëÿ ~V (x, y, z) = P (x, y, z)~i âåêòîðíûìè òðóáêàìè ÿâëÿþòñÿ
âñå öèëèíäðû ñ îáðàçóþùèìè, ïàðàëëåëüíûìè îñè Ox.

2) Äëÿ ïîëÿ ~V (x, y, z) =

 x
y
z

 âåêòîðíûe òðóáêè � âñå êîíóñû ñ âåðøèíîé O.
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Êàê âîîáùå ìîãóò âûãëÿäåòü âåêòîðíûå òðóáêè äëÿ ïîëÿ ~V , ñòàíîâèòñÿ ÿñíî èç
ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 10.1. Ïóñòü ~V ∈ V C1(Ω); ïóñòü Σ ⊂ Ω � âåêòîðíàÿ òðóáêà äëÿ ~V , X ∈ Σ.
Åñëè ` 3 X � âåêòîðíàÿ ëèíèÿ äëÿ ~V , òî ` ïðîõîäèò ïî Σ, ïîêà íå äîéä�åò äî å�å
êðàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî íàéä�åòñÿ îêðåñòíîñòü Uε(X), â êîòîðîé
` ∩ Uε(X) ⊂ Σ ∩ Uε(X). Ïóñòü, íàïðèìåð, NX íå ïåðïåíäèêóëÿðíà îñè Oz. Òîãäà
ïðè íåêîòîðîì ε > 0 ïîâåðõíîñòü Σ ∩ Uε(X) èìååò âèä {z = h(x, y) : (x; y) ∈ D};
X = (xo; yo;h(xo, yo)). Â êàæäîé òî÷êå Y = (x, y, h(x, y)) ∈ Σ ∩ Uε(X) êàñàòåëüíàÿ
ïëîñêîñòü èìååò âèä

TY Σ = span


 1

0
∂h/∂x

 ;

 0
1

∂h/∂y

 =⇒ ~V (Y ) =

 p(x, y)
q(x, y)

p ∂h/∂x+ q ∂h/∂y

 ,
ïðè÷�åì ôóíêöèè p(x, y) = P (x, y, h(x, y)), q(x, y) = Q(x, y, h(x, y)) ïðèíàäëåæàò êëàññó
C1(D) =⇒ ∃! ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè{

ẋ = p(x, y) ; ẏ = q(x, y)
x(0) = xo ; y(0) = yo.

Òîãäà êðèâàÿ
(
x(t); y(t);h(x(t), y(t))

)
ñîâïàäàåò ñ êðèâîé ` ∩ Uε(X) è â òî æå âðåìÿ

ëåæèò â Σ.

Åñëè Σ � âåêòîðíàÿ òðóáêà äëÿ ïîëÿ ~V , òî ïîòîê ~V ÷åðåç Σ ðàâåí 0. Ýòî ñëåäóåò
èç òîãî, ÷òî åñëè ~V (X) ‖ TXΣ, òî ~V (X) ⊥ ~n(X) :∫∫

Σ

(
~V (X), ~n(X)

)
dS =

∫∫
Σ

0 dS = 0.

Ñëåäñòâèå 10.1. Ïóñòü Ω � îáëàñòü â R3, ïîâåðõíîñòü êîòîðîé èìååò âèä ∂Ω =
[Σ0 ∪ Σ1 ∪ Σ2], ãäå Σi ∩ Σj = ∅, íîðìàëè íàïðàâëåíû íàðóæó Ω. Ïóñòü âåêòîðíîå
ïîëå ~V ñîëåíîèäàëüíî, è Σ0 � âåêòîðíàÿ òðóáêà. Òîãäà∫∫

Σ1

(
~V , ~n

)
dS = −

∫∫
Σ2

(
~V , ~n

)
dS

(ñêîëüêî âòåêàåò ÷åðåç Σ1, ñòîëüêî æå âûòåêàåò ÷åðåç Σ2).
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11 Íåñîáñòâåííûå êðàòíûå èíòåãðàëû

Êðàòíûé èíòåãðàë Ðèìàíà îïðåäåë�åí ëèøü äëÿ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé íà îãðàíè-
÷åííûõ ìíîæåñòâàõ. Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû ïîçâîëÿþò ðàñøèðèòü åãî îïðåäåëå-
íèå íà íåîãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà è íåîãðàíè÷åííûå ôóíêöèè. Íî, â îòëè÷èå îò
îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ, çäåñü íå áóäåò äåëàòüñÿ ðàçëè÷èé ìåæäó íåñîáñòâåííûìè èíòå-
ãðàëàìè I è II ðîäà. Îáå ðàçíîâèäíîñòè íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ è èõ ½ãèáðèäû�
îïèñûâàþòñÿ åäèíîîáðàçíî áëàãîäàðÿ ïîíÿòèþ èñ÷åðïûâàíèÿ ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå 11.1. Ïóñòü íà ïðîèçâîëüíîì ìíîæåñòâå U ⊂ Rn çàäàíà ñêàëÿðíàÿ
ôóíêöèÿ f . Èñ÷åðïûâàíèåì U íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ìíî-
æåñòâ Kj, òàêèõ, ÷òî f èíòåãðèðóåìà íà Kj, K1 ⊂ K2 ⊂ K3 ⊂ . . . è

∞⋃
j=1

Kj = U .

Îïðåäåëåíèå 11.2. Ïóñòü ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñ-
òâå U ⊂ Rn. Ãîâîðÿò, ÷òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë∫

· · ·
∫

U

f(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn (47)

ñõîäèòñÿ, åñëè äëÿ âñÿêîãî èñ÷åðïûâàíèÿ {Kj} ìíîæåñòâà U ñóùåñòâóåò êîíå÷-
íûé ïðåäåë

I = lim
j→∞

∫
· · ·
∫

Kj

f(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn,

íå çàâèñÿùèé îò âûáîðà èñ÷åðïûâàíèÿ. Òîãäà íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ðàâåí ýòîìó
ïðåäåëó.

Îïðåäåëåíèå 11.3. Ãîâîðÿò, ÷òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë (47) àáñîëþòíî ñõî-
äèòñÿ, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî èñ÷åðïûâàíèÿ {Kj} ìíîæåñòâà U ñóùåñòâóåò êîíå÷-
íûé ïðåäåë

Iabs = lim
j→∞

∫
· · ·
∫

Kj

|f(x1, . . . , xn)|dx1 . . . dxn.

Òåîðåìà 11.1. 1) Åñëè íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë (47) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ, òî îí
ñõîäèòñÿ, ïðè÷�åì |I| ≤ Iabs.
2) Åñëè íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ, òî îí àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íåñîáñòâåííûõ êðàòíûõ èíòåãðàëîâ óñëîâíàÿ ñõîäèìîñòü
íåâîçìîæíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü (47) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ, ò.å. Iabs < +∞. Òîãäà ∀ε > 0
∃N : ∀j ≥ N

Iabs −
ε

3
<

∫
· · ·
∫

Kj

|f(x1, . . . , xn)|dx1 . . . dxn ≤ Iabs.
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Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó ïðè k > j −→∞∣∣∣∣∫ · · ·
∫

Kk\Kj

f dx1 . . . dxn

∣∣∣∣ ≤ ∫ · · ·
∫

Kk\Kj

|f |dx1 . . . dxn −→ 0,

òî ïî êðèòåðèþ Êîøè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

I = lim
j→∞

∫
· · ·
∫

Kj

f(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn,

ïðè÷�åì |I| ≤ Iabs. Ïóñòü {Qi} � äðóãîå èñ÷åðïûâàíèå U . Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâàQi∩KN

èñ÷åðïûâàþò KN , ìîæíî âûáðàòü òàêîå M , ÷òî ∀i > M V (KN\Qi) <
ε

3 sup
KN

|f |
.

Òîãäà ïðè ∀i > M ïîëó÷àåì:
∣∣∣∣∫ · · ·

∫
Qi

f dx1 . . . dxn − I

∣∣∣∣ ≤
≤
∣∣∣∣∫ · · ·

∫
KN

f dx1 . . . dxn − I

∣∣∣∣+ ∫ · · ·
∫

KN\Qi

|f |dx1 . . . dxn +

∫
· · ·
∫

Qi\KN

|f |dx1 . . . dxn

<
ε

3
+ V (KN\Qi) sup

KN

|f |+ ∞
sup

j=N+1

∫
· · ·
∫

Qi∩Kj\KN

|f |dx1 . . . dxn <
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

2) Ïóñòü íåò àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè, ò.å. Iabs = +∞. Îáîçíà÷èì U+ = {X ∈ U :
f(X) ≥ 0}, U− = {X ∈ U : f(X) < 0}. Èíòåãðàëû |f | ïî ïîäìíîæåñòâàì U+ (èëè
U−) íåîãðàíè÷åíû. Âîçüì�åì òàêoå èñ÷åðïûâàíèå {Qk}, ÷òî∫

· · ·
∫

Qk∩U+

f dx1 . . . dxn > 2k;

∫
· · ·
∫

Qk∩U−

|f |dx1 . . . dxn < k.

Òîãäà èíòåãðàëû f ïî Qk ñòðåìÿòñÿ ê +∞.

Ïðèìåð 11.1. Âû÷èñëèòü íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
∫∫
R2

e−
1
2
(x2+y2)dxdy.

Äëÿ ïëîñêîñòè R2 âîçüì�åì èñ÷åðïûâàíèå êðóãàìè Kj = {x2 + y2 ≤ j2}. Âû÷èñëèì
÷åðåç ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû:∫∫
Kj

e−
1
2
(x2+y2)dxdy =

π∫
−π

dϕ

j∫
0

e−
1
2
ρ2ρ dρ =

π∫
−π

(
−e−

1
2
ρ2
∣∣∣ρ=j
ρ=0

)
dϕ = 2π

(
−e−

1
2
j2 + 1

)
→ 2π

ïðè j → ∞. Ïîñêîëüêó |f | ≡ f , ìû óáåäèëèñü, ÷òî èíòåãðàë ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, è
âû÷èñëèëè åãî. Òåïåðü âîçüì�åì äðóãîå èñ÷åðïûâàíèå R2 � êâàäðàòàìè Qi = [−i; i]2.∫∫

Qi

e−
1
2
(x2+y2)dxdy =

i∫
−i

dx e−
1
2
x2

i∫
−i

e−
1
2
y2dy =

i∫
−i

e−
1
2
x2

dx

i∫
−i

e−
1
2
y2dy −→

i→∞
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−→
i→∞

( ∞∫
−∞

e−
1
2
x2

dx

)2

= 2π (îòâåò óæå èçâåñòåí).

Òàêèì îáðàçîì, ìû âû÷èñëèëè íåáåðóùèéñÿ èíòåãðàë Ïóàññîíà
∞∫

−∞

e−
1
2
x2

dx =
√

2π.

Ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ.Ïóñòü g(x1, . . . , xn) ≥ |f(x1, . . . , xn)| íà U . Åñëè íåñîáñòâåííûé
èíòåãðàë

∫
· · ·
∫

U

g dx1 . . . dxn ñõîäèòñÿ, òî ñõîäèòñÿ è èíòåãðàë îò f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {Kj} � èñ÷åðïûâàíèå U . Òîãäà∫
· · ·
∫

Kk\Kj

|f | dx1 . . . dxn ≤
∫
· · ·
∫

Kk\Kj

g dx1 . . . dxn → 0 ïðè k > j →∞,

è ïî êðèòåðèþ Êîøè èíòåãðàë
∫
· · ·
∫

U

f dx1 . . . dxn àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð 11.2. Âû÷èñëèòü íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë∫∫
{0<x2+y2≤1}

dxdy√
x2 + y2

.

Âîçüì�åì èñ÷åðïûâàíèå êîëüöàìèKj = {j−2 ≤ x2+y2 ≤ 1}. Âû÷èñëèì ÷åðåç ïîëÿðíûå
êîîðäèíàòû: ∫∫

Kj

dxdy√
x2 + y2

=

π∫
−π

dϕ

1∫
1/j

1

ρ
ρ dρ = 2π

(
1− 1

j

)
−→
i→∞

2π.

Ïîñêîëüêó |f | ≡ f , äîêàçàíî, ÷òî èíòåãðàë ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, è âû÷èñëåíî åãî
çíà÷åíèå.

Ïðèìåð 11.3. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë∫∫
{0<x2+y2≤1}

xy

(x2 + 2y2)3/2
dxdy.

Èç îöåíêè ∣∣∣∣ xy

(x2 + 2y2)3/2

∣∣∣∣ ≤ |xy|
x2 + y2

1√
x2 + y2

≤ 1

2

1√
x2 + y2

è ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà â ïðèìåðå 11.2 ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ ñëåäóåò ñõîäèìîñòü
äàííîãî èíòåãðàëà. Â ñèëó ñèììåòðèè îí = 0.
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12 Ãàììà-ôóíêöèÿ è áåòà-ôóíêöèÿ (äîïîëíèòåëüíàÿ

ëåêöèÿ)

Íà ïðîøëîé ëåêöèè áûë âû÷èñëåí èíòåãðàë Ïóàññîíà
+∞∫
−∞

e−x
2/2dx =

√
2π, èìåþùèé

áîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Ãàììà è áåòà-ôóíêöèè Ýéëåðà òàêæå
áóäóò âåñüìà ïîëåçíû â ýòîé íàóêå.

Îïðåäåëåíèå 12.1. Ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà çàäà�åòñÿ íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì

Γ(x) =

+∞∫
0

tx−1e−tdt, x > 0.

Íåòðóäíî âû÷èñëèòü Γ(1) = 1. Áîëåå õèòðûé ðåçóëüòàò: Γ(1/2) =
√
π. Äåéñòâèòåëüíî,

Γ(1/2) =

+∞∫
0

e−t√
t
dt =

[
u =

√
2t

du =
√

2 dt/
√
t

]
=
√

2

+∞∫
0

e−u
2/2du =

√
2

2

+∞∫
−∞

e−u
2/2du =

√
π.

Äëÿ ãàììà-ôóíêöèè âûïîëíåíî ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå Γ(x + 1) = xΓ(x),
êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì: Γ(x+ 1) =

=

+∞∫
0

txe−tdt = −
+∞∫
0

txde−t = −txe−t
∣∣∣+∞
0︸ ︷︷ ︸

=0

+

+∞∫
0

e−td(tx) = x

+∞∫
0

e−ttx−1dt = xΓ(x).

Çíàÿ Γ(1) = 1, ìû ïîëó÷àåì ïî èíäóêöèè Γ(n + 1) = n! ïðè n = 0, 1, 2, . . .; èç
Γ(1/2) =

√
π ïîëó÷àåì Γ(3/2) =

1

2

√
π, Γ(5/2) =

3

4

√
π è ò. ä.
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Îïðåäåëåíèå 12.2. Áåòà-ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ çàäà�åòñÿ (íåñîáñòâåííûì)
èíòåãðàëîì

B(x, y) =

1∫
0

tx−1(1− t)y−1dt, x, y > 0.

Áåòà-ôóíêöèþ ìîæíî âûðàçèòü è ÷åðåç èíòåãðàë îò òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé,
ñäåëàâ ïîäñòàíîâêó t = sin2 ϕ, dt = 2 sinϕ cosϕdϕ:

B(x, y) =

π/2∫
0

sin2x−2ϕ cos2y−2ϕ · 2 sinϕ cosϕdϕ = 2

π/2∫
0

sin2x−1ϕ cos2y−1ϕdϕ.

Áåòà-ôóíêöèÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ãàììà-ôóíêöèè:

B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
, x, y > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûðàçèì ãàììà-ôóíêöèè, ñäåëàâ çàìåíû x = u2, dx = 2udu;
y = v2, dy = 2vdv:

Γ(x) = 2

+∞∫
0

e−u
2

u2x−1du, Γ(y) = 2

+∞∫
0

e−v
2

v2y−1dv;

ïåðåìíîæèâ ýòè èíòåãðàëû, ïåðåéä�åì ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì íà Q = {u, v > 0}:

Γ(x)Γ(y) = 4

∫∫
Q

e−u
2−v2u2x−1v2y−1dudv =

= 2

π/2∫
0

cos2x−1ϕ sin2y−1ϕdϕ

+∞∫
0

2e−ρ
2

ρ2x−1+2ydρ = B(x, y)Γ(x+ y).

Ïðè öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ k,m ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå
1∫

0

tk(1−t)mdt = B(k+1,m+1) =
Γ(k + 1)Γ(m+ 1)

Γ(k +m+ 2)
=

k! ·m!

(k +m+ 1)!
=

1

(k +m+ 1)Ck
k+m

.
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